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ar  ser  el  bbjeto  -de  lá-^Mat^tDátíca  ave^ 
riguar  las  propiedades*  3^  tekciónes  de  lás 
cantidades,  las  considera  de  un  -tlñfodo  inde- 
termínadíy  ó'genferkl,  ¡á  4iñ  áiMfésú^^kn  la 
*  expresión  dé  un  caso  6olof*  una  infinidad  ák 

casos-  párti(mláresí  'El  medio '  noas  adequadd 
"psctá- io^ar  su  -ífttéíitó  tís  él  Algebra,  en  la 
<^Mái  cóhcurréü  todas  las  indeterininaG¡ones 
tc6iiocidtó,'«s  á  saber,  lat  específica  y  la  nu- 
"¿reríta;  éis  jx)r- c!óftsigiíidn<e  d  Algebra-. la 
téngfúk  mas  general  '^ue:  oDíiocemos.  Las  le^ 
tras  dd  ^xscédariocdó  que  esta  biencia  ex- 
•Jjtfésa  lis 'cantidades-,  hé  3repr¿scnf«i':ix)r  sí 
ni  cosa¿,'  ni' su  número,  qüatidd  los  guaris- 
mos, bienr^yue^O  rcípresentan  poí  sí  cosas 
r  •señaladíaS,^'  's^akft'i  iiívetriatbléírietite  su  -húitie- 

i  "Tío;  lá  letra  a  vi  gr'/por  sí  no*  representa  ni 

-    *  a  2  hom- 


II  PROÍ.OGO 

hombres,  qi  arbole?,  .&c.. ni  quatro,  ni  vein- 
te, &c.  quando  el  guarismo  4,  v.  gr.  bien 
que  de  suyo  no  representa  ni  hombres,  ni 
árboles,  .represiénta  :,ya  quatro  cosas,,  seap 
las  que  fueren,  y  no  puede  representar  ni 
mas  ni  menos. 

Declarados  ya  en  el  tomo  antecedente 
los  principios  fundamentales  de  la  Arismé- 
tica  y  Geometría,  dos  ramos  que  con  el  Air 
gebra  componen  todos  los  medios  que  ha  dis- 
currido el  entendimiento  humano  para  salir 
ayroso  de  sus  empeños  matemáticos ,  me  to- 
caba dedarar  aquí  los  del  Algebra.  Decla- 
rólos con  efecto,  pero  los  aplico  á  mayor 
número  de  asuntcx;  y  cuestiones  que  no  en 
la  primera  edición  de  estos  Principios,  don- 
de, atendidas  las  miras  con  que  escribo,  con- 
fieso que  me  quedé  muy,  cprtQ,  cortísimo. 
Diestro  algebrista,  diestro  calculador,  dies- 
rro  matemático  son  el  dia  de  hoy  expiresio- 

nes 


PROLOGO,  ni 

nes  sinónimas;   matemático   docto  es  aquel 

que  tiene  en  la  memoria  mas  fórmulas  ó 
expresiones  generales,  esto  es,  de  aquellas 
que  encierran  la  resoluci(ni  de  una  infinidad  de 
cuestiones  particulares.  A  los  que  con  la  cir- 
cunstancia de  ser  diestros  calculadores  juntan - 
el  tino  de  la  investigación,  los  graduamos  de 
grandes  matemáticos ;  hombres  privilegiados, 
de  talento  portentoso,  los  quales  dilatando  los 
limites  de  la  ciencia,  dexan  arrebatados  de  ad- 
miración á  los  que  nos  arrojamos  á  seguir 
SUS  huellas  desde  una  distancia  infinita  de  la 
altura  donde  los  vemos  encumlnrados. 
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PRINCIPIOS 

DE   ÁLGEBRA. 

•  1  T?^  asunto  de  lá  ciencia  que  llamamos  jílge- 
X2j  bra  ^  ,  es  dar  medios  pgra  reducir  á  ireglns 
generales  la  resolución  á^  todas  las  Cuestiones  qu? 
pueden  ofrecerse  acerca  de  las  canudades.  Para  que 
sean  generales  estas  r^;la»,  es  preciso  que  no  pendan 
de  ios  valores  de  las  cauudades  que  se  consideran,  sí 
de  la  naturaleza  de  cada  cuestión;  y  han  de  ser  síem«- 
pre  unas  mismas  para  todas  las  cuestiones  de  una  mis* 
ma  especie. 

Debe,  pues  ,  representar  el  Algebra  las  cantidaide$ 
con  caracteres  y  signos  distintos  de  los  que  usa  la 
Arismética.  Es  evidente  que  ,  quando  por  las  reglas 
que  ésta  enseña,  llegamos. áunzt  conclusión,  á  un  re^ 
siútado ,  d  al  ultimo  término  de  una  operación ,  nada 
vemos  que  recuerde  á  nuestro  entendimiento  el  cami* 
no  por  donde  ha  llegado  al  fin  que  se  propuso.  Si  de^ 
ptues  de  executadas  una  ó  muchas  operaciones  de  Aris- 
mética hallo  12 ,  nada  veo  en  12  que  me  diga ,  si  est;e 
númeio  proviene  de  la  multiplicación  de  3  por  4^  ó  de 
2  por  6 ,6  de  la  adición  de  5  con  7,  ó  de  2  con  10,  ó 
en  general  de  otra  combinación  qualquierá  de  opera* 
dones.  La  Arismética  di  reglas  para  hallar  ciertos 
resultados  i  pe^l :)  estos  resultados  no  pueden  dar  reglas.^ 
El  Álgebra  dái  no  y  otro ;  da  resultados ,  y  estos  re- 
sultados sumin  ^ran  reglas ;  y  lo  consigue ,  expresan-» 
Áo  las  cantidades  con  signos  generales  que  son  las  le^ 
tras  del  abecedario :  y  como  no  tienen  estas  letras  n^ 
relación  con  un  número  que,  con  otro ,  nada  represeii- 
tan ;  y  si  algo  representan  ,  solo  representan  lo  qup 
uno  quiere.  £a  estos  signos,  que  peraiauecen  á  lii  vis- 
.     Tom.W  A  u 
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te  eix  toda  el  discursa  del  cálculo ,.  se  quedan  estam- 
padas ^  digáaioslO'  así ,,  la&  operaciones  por  doade  han 
pasado  ^  d  por  la  menos,  dexau  en  tos  resultados  de  es* 
tas  espadones  vestigios^  muy  señalados  del  camino 
que  se  debe  seguir  para  llegar  al  misuKX  terminó  por 
los  medios  mas  sencillos. 

No  sola  expresa  el  Algebra  las  canti^áes  con  s%- 
nos  generales  y  mas  también  expresa  coma  están  las 
unas  re^ecta  de  las  otras ,.  y  las  diferentes  operacio- 
nes que  con  ellas  se  han  de  executar  r  en  una  palabra, 
toda  es  representación  j  y  quanda  dedmos  que  hace- 
mos una  operación  ^  damos  una  nueva  forma  i  una 
cantidad.. 

Signos  de  que  usar  eí  Atgehroí. 
.2:.  Ademas  de  expresar  el  Algebra  las;  cantidades 
CQo^  las  letras  del  abecedario  \  usa  si^os  particulares, 
cuya  significación  dimos  ya  i  conocer  en  otra  parte, 
y  repetiremos  aqut 

El  signa  -H  signifita  mas  >  tfHrft  se  lee  0  mar  h^  y 
quiere  á&átr  que  se  suma  la  cantidbd  Ih  con  la  canti- 
ga ocy  por  cuya  motivo.  -♦-  seBáa  una  adición.. 
•  *^  EL  signa  ~  significa  menos^Y  quando.  &tk  entre 
dios,  cantidades  coma  a—  b ,  significa  que  la  s^unda 
^  resta  de  la  primera  ,,  6  que  k  se  debe  considferar  al 
reyes  4e  a ;,  por  la  que  ,.  —  señala  una  sustraccfoa 

4  ^ando.  una  cantidiad  na  lleva  signo  aEpina,  se 
supone  que  Ueva  el  signa  -♦-,.  y  es  ubo  común  omitirle 
ea  la  prknera  cantidad  de  »da  expresión  algebraica. 
Asi,,  ea  kigar  de  -^a-^h  y^  se  escíibe  ¿jh-*í  ^oa^b  es  lo 
propia  quue^f^^; 

51:  Ét sfegña x significa mulfrplkadit por.  Ast y,  axb 
aignifica  la  multiplicación^  dte  41.  por  ^;  ün  piinto  entre 
4bs  caníidá&s  significa  también  b.  multiplicación  de 
una  poc  ottai  La  propio^  es  a¡.  b  que  aiib^  También 
se  señala  la  multiplicación  de  dos  caocidades  una  por 
otra  escubiéndobas  juntas,  sin  eí  signo  x  ,  y  sin  punto 

en- 


I 
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entre  lAlu }  lo  misma  es  nb  que  4  •  i  ^  ó  «  x  á, 
Quaoda  se  ha  de  mulüpUcar  uiia  canddad  qu9 
consu  de  varias  Daites  separadas  con  los  sígaos  ^-  y 
•» por  otra  camídad,  tueo  sea  simple^  ó  bien  coan 
puesta  9  se  eociemn  dentro  de  un  paréntesis  todas  ks 
partes  que  han  d^  formar  ^na  cantidad  {  y  con  esto  se 
consideran  «>das.  juatas  como  una  cantidad  simple  que 
ae  ha  de  mulcipiícar  por  otra  cantidad  simple.  Asi^ 
(tf-h^— </)x;  s^nífíc8^,que  ía  cantidad  (fH-b—d)  la  quid 
se  considera  como  que  forma  una  sqia  cantidad  ^  estl 
oiulciplicada  por  la  cantidad  g.  Asimismo  (ih-i¿^-hí)  x 
(^H-¿— Ir)  sigaiiica  que  las.  dos  canddades  (fl^-^)^ 
Qirb-^k}  consideradas  copra  si  fuera  cada  una  una 
canti(Íad  simple )  están  multiplicadas  una  port)tra«  Ei<r 
tas  mismas  tQult^cadones  se  señalan  .tan^)íen  de.om 
óiodo;  en  lugar  de  (<h^-h'0>^  He  escribe  (4^-*^).^^ 
4  «4-*— rfxjf ,  ó  u-j-k-^d .g:hoptofio*s(a^^^ 
x(|Hr*-^JO  que  {ú^^^) . (g^:^  ^  6  a^^d  x 

¿M-ií— *,  ó  a^h^d.g^b^k.  Pero  para  escusav 
equívoquá<Mies  ^  es   me|o£  encerrar  las  cantidad^ 
compuettas  dentro  de  paréntesis  >  que  00  «efialarlii^ 
con  rayas  por  endma« 

6  £1  signo rrquiere  dedr  ts  igual iy^úvf^ pan 
señalar  que  nna  cuitídad  es  igual  con  otrau  Asi,  nzzb 
pffúBíaL  a  ti  igmü  4  ^^ 

f  £s(e  signo  >  ú  <  puesto  entre  dos  cantidades 
aígpífica  que  la  que  está  áda  fa^  boca  de  dtch»  signo, 
es  la  mayior  $  tS  sino^  que  la  que  está  (icia  (a  punta  d4 
signo  es  la  menor,  u  >k  quiere  decir  que  «  es  WN^fM^ 
^  ^t-ó  lo  me  es  lo  propio ^  é  ei  im^mt  9«#  é.  Asi- 
mismo^tf  <  »  quiere  dear  umemr  t^  éif  ^lo^qnt 
es  Jo  mismo  ^  h  mpfor  fw  «.  :^ 

8  Llámase  cantidad  ^liv^  6  m^Mül^  Ittda  esoti-p 
dad  que  consta  de  una  pacte  no  mas  4de  solo  un  a^ 
mino^  ó  aotes  de  la  qual  00  hay  mas  iq^ue  un  lolo  vg^ 

As  oa 
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no  suplido  6  ejfpreió;  Aíí ,  a  es  un  monomio ;  — í  6* 
btro  monomio.'  También  es  un  monomio  el  producto 
de  vatias  cantidades  simples  ,  como  «¿^c  producto  dé 
k>s  tres  factores  a^bl,C ;  porque  dicho  producto  se  con- 
sidera como  que  no  compone  mas  de  un  término. 

9  Llámanse  dimensiones  de  un  monomio  las  letras 
que  le  componen ;  cada  una  de  sus  letras  és  una  dti^ 
nension  particular.  Por  esta  razón,  a  es  ün  monomio 
de  una  sola  dimensión;  ab  es  un  monomio  de  dos;  aH 
es  un  monomio  de  tres  dimensiones  &c. 
'  Ib  Gomo,  por  lo  ensañado  en  la  Arismética,  el  quisti 
drado'de  una  cantidad  es  el  producto  de  dicha  cahti^ 
dad  moitipiticada  una  vez  po^  ella  misma,  f  el  tü&o 
€6  el  {MToducto  dé  la  caotídad  multiplicada  ios  veces 
por  ella  'misma ,  y  asi  prosiguiendo  »  es  claro  que  el 
minaero  de  las  dimensiofnes  Jíel  quádrfado  ,/ó  del  ci»- 
^,  ó.  de.  Ja  quíiía.pocppftia  &c  .es  du^k?^  á  trijrfc^ 
ó  quadnipl9  &c.:  d^  que  señal^  las  dímeasioj^es  d^ 
la  raiz.  Porqué  el  quadcado  ,de  la  cantidad  a  v.gr.  que 
tiene  una  diniension  ,  es  a%  a  ó  áa  qué'  cóásta  de 
jdos  díménsioÉes ;  el  cubo  de  la  misma  cantidad  «  és 
u  X  a%Áá^aái\\xQ  tietó»tres  dunénsiónest  \á  iquaíta 
potencia  de  a  que esay.a%aMa  6  aáaa^.  consta  de 

quatr&  dhi)íeQSiohesV^<^y  '  '        /' 

*  ri  Toda  calidad  ^e  se  componfe  de  varios  tér^ 
minos  separados  unos  de  otros'cóti  los  signos  H-  y-r, 
•e  Uáma  (^úiAsA'&>mptéscá  6  polynomiit.  \hkj  it4'i^'^c 
T^rf  es  ti»  |K>lyr«mfb*^^n  sé  ech*de*^r  que  un  pó^ 
hftíomky  e&  k>  mi^o  Qiíe  el  'agregado  dé  «kuChM 
Mfionomíosw  .  !    '    ' 

•  i2^»  üo  pdfynomio  es  boniogen^  qn^ndo  todos  sus 
lécnll¿«s  ftléneif  Wí  fUiSmo  núi^erO.dé  dlÉi^iónes. 
El  polynomio  a  -4-  ¿  —  &  W  h^tíBgetoee  ^  aporque  ca- 
éinttooLdé  *'uS'«íl»ifh6íf*ti¿fle  ^^ 

-  ^ííjí-Las  camidáfdes  que  se'  cttmpáratí  uftírí*  con 
etSííS^  ím  ^m  taisdaiái  4fi(l(fuk>'^  ó .  forman'  d  resultado 
f;»i  r  .\  *  de 


quiero  decir  ^  sieío^e^íeobti  on  todos  üiS:  «érfUioof^ 
Cíq>lídu  f  ó  imfMátsLm^xM  ua  oiiraiúi  náoiero  ét,  #H 
meosione^^  Porque  solo  podeíaos  wwfisurwc  XLtmootk ' 
úbmias  caotkUde»  de^ooa.  oitsíawtMwcsüeA)  ytca« 
da  ieoa  de  l«(;que  wtr^nlta!mjtéi:m90  d«4n  polgr^ 
M1QUO9'  úeoeiAM:  predaíoa  uoft  kiira.  Jt  coowfr-^ 
poode  én  otro  iéraúno.  .    t^    .>;   -^ 

'  X4  <Auiikiu€ila3<aatádadesdequecQa9(tjriB0í^smo 
poÍyiioinÍQv,«air  siempre  ídeuii  oUMm^géiuir^^ .pqíit, 
quanto  tQíáfc&utíl»^tielieoi;Ua[xni»io  oúm^^  de^di^i 
inebáonts  ^  rtcfe»  tfct  expceai»  ^  por  otra  pt^ne  |>ueden 
aer.^kíestsíB'aioasi  ocrai  en  quaota  al  tiiO!^CK<:Qti  qii«^ 
cxístea^  j  paoa  s^ñabr  étta.  igip^cioA,  se  dístínguei» 
efi^gdii¿i!il  dicbas  xtantidadíBi  f  a.^aaiiidade$  pMttf^Mr^; 
y  eternidades  negativas.:.'  ?-.-  ,^/.  m  . ,.-.,-  •  .^  j  .'.híií.;  -U 
I  i  t^Iii  naftiraíffga>  de  ests^s  Arsiotídadte  qu^d<l^:aiuy  dersi 

L  datada.  QQ  oteo  iiigác  i )  y 'allí  >  tniatoa*  manifeataittoaj 

I  •  qj|a  las  caqudau|ea  {Nftfjtbas  se  sefialaa  .«wH  ú  signo  -4^' » 

jr  ias  oegaaVas  con  el  signo — .  -  -  l 

I  -nDc! la  dicho  ¿allí  ;tambien  se  saca  qiie4ila^ expre- 

sión H-ia^^4^.  es  sitoipre  q  ó-nada^t  y  que  para  «n^i 
I  taBder^estótsa  H^  a -^6  ^y  dos  casos  que  cdnsideüar^  4 

'  i.^Quando  a  es  ^layt}rtque'^^  se  resta^^de  ir,  yi 

^  Uiresta  ^  qUe»eiq»resa  el  valor  que  se  busca  ^Mletará 

I  efc- signo.. +^  .     /..í.    '  :.  A 

'  >:  a.^'.QufUKio  at  es  menor  que  ;¡^  ^enteaces^iie  reata  i 

.  á^.át  i^  ^  y  se  ornará  la  resta  neg^va  ^  dándole  el/. 
a^p.-r^  y  y  este  será  el  raiM  de  la  expréiiosu 

I  '  •  '  '      * 

i  AdiciBn  dik^  cámtidadei  algebraicas*    i . ; 

t^    Sumar  varias  cantidades  es  lo  propio  que  juiH 

I  tartas  ^  ó  ponerlas  jumas  con  los  mismos  signos  que 

llevan.  Asi ,  sunaar  varios  caudales  es  hacer  otro  xna*?. 

^         .  yor ;  sumar  varfas  deudas  ^  componer  una.  deuda 
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Ito» ,  coñlbmia  ftiéféa  los  caudales  itmíyores  que  k« 
áMd»^  ló  la  diioda  tiü^w  que  tos^oaudales.: 
->^t6i  rl^  esw  «eK4hm  coiiace¿iqci¿^2iéwrJne  siea-i^ 
pft^o«i|^ft¿ftcebí''A]gebr^vlor;misiiKii^qa¿  éunsmarU 
QUMdx»  «b  ^MiiMd  éattdttles.  ieá»<:&ad«le9 ,  e$rCÍei»o 
que  estos  se  aumentan;  asimisnioj^^qiianda'se  suma< 
utia  étúák  «MB^istm  M^  tiaoe^iii&spc»  aawiteuda.  |!dro 
^[lisVid»  4o»^}tayd^b»  se^sohi^'^pcAi'Jaí^dttici^if ea  itá^q 
iidkl-^  iMM»/^i^éi  luia  de  las  dos?  dantklád¿siJ  <^    «^up 

s$gMr^  y  -^^rqué  Ue^^  ék  fíti  dd^cáloola^ia;^ 
soma  4teliis  caáddadesi|)asit¿\Jas:sate  «ia|ior  qoftLil^dc^ 
las  cantidades  negativas,  es  señiá':{i)e;que€hbyJéti'jellá¿ 
raa^  iKUttdálbqup  ^dkiAittr^'y:'^^  ei  concracia:^  bábrá 
en  lai  sudia'tnas  (deudas!  fquec  caudal^  qaando&ía^  suóiáj 
di^'lasi}4eati«ida(ie»  negatíras  salga  Txiayokiipie  b'  dk/ 
las  cantidades  positivas. «^ —  ^^  w^^^  h  vt  ■  :  .  n  ;s.i-  <iÁ  ^ 
-■>S<^*eí.»fr«eÍ9rá;'>stintiaDíviigr-  íestbs  iqtntroimóóo- 

f-^itiá  si^O'Jfi  «4^.^v^i^'H¿;fiíl,<o«Mñem]0^l^s^^ 
de  la  priftieM  *eatítidad' J4e  "1»  «un»    .  *      '   • 
f  i8    La  adición  4c[  los  polynamiop^se*  fi^nda  en  U^ 
de  los  monomios ;  porque  es  evidente  que  icomo  tüi» 
téJó  es^igoal  á  la-  simfii  deitoda»  stls pac^sju^ta^s^  se 
sácató  U  «Unr^a^*  de  vados  "{Kil^QÁomtos^^^^^ 
con  otros  fo^  los  térmiobs  de  que  se  comiponeas  y  • 
dándoles  los  mismos  signos  que.llevan. 

y,  gr.  la  aunía  4e  k>i*tMS«pol}«K>siio8.>      ^ 

*      lili'      »      I   ■■!      ■    I  I   1"^  ■■■■■.>■      ,1, m\         II)        I     I       Hi  I    l|l  . 

as  4H4H*»^'\^g'^k'^k4m'¥n^p,  suma* 


,> 


términos  nmejames  ^  esto  es  y  algunos^iUéjT'nlinQ}  qoe^ 
Utmn«.ii«M  Aiiytia  l«ti(a9^*súf)Qa^>^éF/qkos  soa  dc;^ 
dioMisk«i*tiOia)«a;j<kuf)(is  roi^a^.  l^ur^S)  i(}U9i¥do  sqi;^ 
4«^^iikcli»9  dRfteasjk>^eij^^  caso,,  fCuye?  ü^  e*:^ 

cribir  miKhas.ll«l€{»MíKia9l\  TOift^^ 
bft  uiW'viM.iiOiiiQasiv  p^rp,;|ik(»{)fwdQ  an^^s^^de  él?  un 
goarismo  que  seé^l^^^QÜoiefOr^^e^FaKre^-q^í  s«i  |k$i 
éfeiiitpttir  ,«qu6l:  (¿mwiO;,  .jr.  i^si^rse  l^cn^  reducir. 
Asi,  en  el  exemplo  antecedente  en  lug^^t  diK  4+0^ 
(9addi(aa$  MI  blgu4«  -*í*+*Tr*,  poiviré  4-*  tío  mas, 
porque  al  uno  de  los  caudal^  4^  1«  4?stcuye  }a  deiji'^. 
4t.«?^^),  y  poimeQnffpiieote.  él  íPtaJ  Hhí+^TÍ^  ej  s*-* 
ao  mat;  4aiáuglir  4¿  .f*<■*•^Hl  r  ísscribiré  -*í3Pj  en  I«t: 
Sar.de?;?t-i^k¿,  pondfii^r*?^;  y  foalr»ent* ;  w  lugaj; 
^  "*tS'^#  .eacriWr^.-f-2^*::pn.YÍPíud!dft  e^tas  redtw>y5> 
Clones ,  se  qmiar.iii  iiun)9  W  WH^4-3<^T-.5í4T^/-+-2^7tTj 

£1  numero  que  sf^fobe  aqtfts  de  pQa^c^icf^dfarsf 
expretar  el  número  4er4W(!es.qqe.  sp  ha  de  ,tqnjaf,po-i 
sithra  ó  negativamente^  se  liaina  su  coeficiente^ 
^citiQúaoflüi  uplí  pMiddaKl;  no^^Jler;;.  ao^^t^e^  9lgMn 
no ,  se  considera  que  la  unidad  es  su  cq^cieíat^.  I^ 
propio  es  a  que  i« ;  n^  es  lo  mismo  qué  lah. 

.7  •;:•*'.  •".  -:.-.  v  » .^^  — .  •   • ,     '\ 

Seatraccian  de  Uis  cwiidades  algebraicas. 

*    ,  .  ♦   * 

-  i99t  BefMr  •iiiittiuir¡diid.iÍQ^9ttyi^jt^^ 
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Diera  al  reve«  de  como  es  en  sL  Asi  j  qdtar  «abdtd 
es  lo  propio  que  contf&er  deudas }  quitar  deudas  «s 
lo  mismo  que  adquirir k:flía(Mf;  \~A 

SI    Se  echa  ,  pues^?4i^  ^et-^deyester  no  »em(«e 

es  disminuir.  Quaodo  se-réstán-cadlaies  de  caudales, 

BO-  iiay  duda-en  oae-se  disminoyen-  catea  i  ftn  quw^ 

db  dé  ios  eatldáKs  feSAj^tn!»  ieí^ndbv>i«MiMÍM  ir«llí» 

mente  el  caudal;  porque  si  á  un  hombnosiie  quita 

áíñ'^dw'^^  lelsu^  aaipHoQn«ntifoddiof4^  i^to- 

Giba  la  deüdla.^'-'^ ■'',•■■'■  r  ••>.'"  .'O  ,  vv>'.>'ü>'sv<.  í-"i;m4mí3 

'  -da    Lü^opáf*a  rés^m  Wokomt»  "¡Ü  ^^Mt^'vm^ 

tídad  qtialquiéra\^  ie  'k  ba  ég^iHocafÚ'dichémofa^ 

miú  W  ii¿tb  -¥0 — ■■  qéie'  KékM  i  pscr^ütíndalé  dt$fmh 

d'comitiüachti'dif-  la  amii&dílpr&poma: i  ?:  n  -i-c'i..> 

'     Él  resultad»  réprémítaiA  ctludál  j-'ó*  denitestv*Coa*> 

Ibírae  fiíere',  ó  fjoskivo'ó 'flegatl^oy >»•  'j^'f'  <>ii.;-i-    < 

St  de  a+b  se  resta  v.ypc.  él  «nonomio  >jK,  ^  tosido^ 

«era  íH-i-i—e.?'         "'■"■■■  ■       '  '•■•'■•■  -  !'-•■•  'i  '■ 

'    ^  He  la  vantída<!t  n4é  se  rési»  ')d>  meaoftiio  U^» 

quedará  la  réisiá  iíH-H^.  '^'■'>''^  »o!    L  t  •  '-.  l,  '.   ;••.  •  . 

'  23    'La  sustracÉÍofi  'de- ios  poíynomáían  !te  rexeecm 

mwiatido'los  %]gibos  de'  todos  tos  térmiooé  de  la  eath* 

tldad  por.jestár.  Si  en  ef  rescflfack)  salen  témtínot. 

seinejantés  ,  se^^  h^e '  ta  '•  rédocdoi»  diri  núsinp  modo 

pañtuaimea&  qU»;  se  iBaAi^  en  la  «ádiÜiRi^  '■■  ^ 

V:'iír.'  sí 'de.  .• .'  *  .k'^— ^*+^:-  ^    •  ••'  -  '•»-•!»  — 
resto.  .!•  .  ...  ■:  V  .  44-^>5f9*  <       >  *   > 

reéldüo  6a>-434'5»-^4tfH>-6^-^9r  ^  óf,'  nedotitMcs 

'.1.        ('«I..-  ít!    Oi    ..V    ••'.»     \  ..I     iii^.    Vk    tM    OiMOlíJ 

Multiplicación  ie  las  cantidades  dgehráicas» 

■  •  ■.  •.'•-*   v:  ■  .".  J^  I»       t>-*-.V. 

94    Multiplicar  una  cantidad  por  otra  es  tomar 
h'  IJriiKMirá  ittom  ificet  'ixktJli  íüMéíu  trigr^éb  k  te^ 


2>Jf    ALGEB'W^  4^ 

gmidii,  y  9  ademas  de  esto  ^  tomarla  del  misniamodaí 
que  la  seguoda  ;  qi»ro  dedr^  sumarla  ó  tomarla  coa 
n»  úpKM'  conforme  Hieren  ^  si  el  multiplicador  fuere; 
foñíévO'j^  é  restarla  5  y^  por  consiguieme  mudar  sut 
MgfbOB^  ú'fA  lyildplícador  fuere  negatíva  Todo  esto 
cétiuna  cÍEkiaecueQcia  fialpable  de  la^naturaleta  de  la 
jHikáoa  «y  de  la  sustracoioa  y  qual  la  bemo$  declarado» 
'  'IrUegDti.^  isí  et  multiplicado  y  el  multiplicadoff 
üicprfD^  poáttvo»,  el^  prodM«tt^strá  poaitivo.f  porque 
caudalto  aumadoa  ckso  mimtro  de  veces  unos  con 
^troayftyaoiameBta^^Jiaii  de  ptodocir  caudales.*  Así, 
^f^ax-ir^idi  ^ab*  Emz  rq^  se  expresa  generat- 
meiite  de<  ésta  modo  s  h*  x  •-«-  di  «^^ 

,2f  Sí^elr4BukiplÍGandD  es  nagsúv^y  el  multípliciH 
ééttfOmofrQfi  rel.pcoduota  será  negativo ;  porque  una 
deodk  sumada  dcito  nkimero  de  veces  con  ella  -mís^' 
na^  por  precisk»  ha  de  producir  una  deuda*  Por 
eáta  nffion  ^  v»-# )o^^  dá  — ít^.  Esta  regia  se  expresa 
de  uni  QioÁo  geisaral  díeieodo :  »--x  -4-  di  w. 
if»>3.^  Quando  el  multiplicando  fuere  {positivo  y  d 
«joltipttcador  oogaúro^  el  producto  setk  negativo; 
potqaeivuaz  c«fsa  que  se  le  qiatai  un  hombre  cierto 
mácatítmá^  creces,  te  pone* en  el  mismo  estado  que 
wia  daida-  del  mismo  valor ,  y  por  consciente  eátoa 
dos  efectos  m  han-de  teñalar  con^un  mismo  signo  -»^ 
Esta  regla  ;  se  esipr'esá   en'  genená  de  este  iáoám 

-w^Si  el  inubiplicaiido  7  et muidplicddor  fiíerett 
ambos ; negativos^  el  prodocCo  será^  positiyot  porquA 
ai  á  un  hombre  se  le  quita  una  d^uda  cierto- niSfiMpái 
éi^iHBMy^iKLiá^ímfiWííéí'tíJwkúMic^  se 

Ikii^ii^aiJuhaijaoaBifdJi  0iisa»y|irioi<yy  yoy  icony'guieni» 
te  estos  dos  efectos  se  han  de  señalar  coriud  qniímo 
cMMterMH  I»  ex|^ifsicw<f enerafc 
*ii*>x^'^  {dá '>*»;- ^'  *»'!ii  -'i  ^'^»  ^»*  '^^  ^'  ■••  i'íí'  M  *;•••'  *-'i> 
z^nan  -^diiifcf<iiaBafcofaraqipiiíqMtf*4>t^  de  eisidutai; 


«Q  PltlKCiitiíOS 

f  de  U  iimt  t^endéfi  todas  Im  átajm  ^  'm  mdti^llMHr 
ua  mooooiio  por  otra  Esto  «é  Goosigoe  escdbteQdo 
pctmero  el  úgpo  que  ha  jde  pcieceder  al  pcodacta  ooo 
^ixeglo  i  la  ttgjisL  semada  (  24 )  ^  y  despuc;»  .uoa&.4 
cootinüadoa  de  otras  usdas  las  letra^equa  $fi<m» 
poaeb  los  4qs  factores  de  la  midtipUcadoiLBararaiuik 
tipUcar  V.  gt^  H^  por  .*f-¿  ,  escribiremos  '»^4$h  ;.  pata 
Multiplicar  -in-ak  por  a'v^  ,  c;scribiréinos  -r^aif  j;.pa» 
muittif^cac  j^Mkc  por  -HJ^y^ise  poodcá  r^-Hibcd^  i^VV^ 
fii  multiplicar /--^i^  por  ^«ffm»,.  se  pofkU¿iH-,jÍMii.;0 
,^06  ^  Qüandolos  dos?  mbnoroibs.  por  nmlrifScay-ti»» 
ma  cqetíciemes  distintos  de  k.  unidad  ^  después  de 
puesto  el  signo  que  ba  de  Uerar^l  producto  ^  se  amU 
típlicar&n  uno.  por- otro  los  coeíkácjntes..poc>las  reglas 
de  la  Arismética,  y  después  se.tKUMprán  las  óawridadei 
Uterales.  unas..á  continuadím  ds  otras^  f  ar a  mulupK» 
car  V,  gr»  -hga  por  — 5*,  escribírémoSi-^iSoé.  Ash 
BÚsmo,  el.  i^oducto  ^e  — ¡^  por  -tr^jesí  '4i32«4^ 
el  producto,  de  ^r-f^A  P^''*t^3^  «  --i^iakgf.  1  íib 
í;  2^  Oquchc  jcon  foecueiie^  tener  que; multipKcar 
^a  letra  una  d  mas  veces  por  ella; misma.;  enfcpoGW 
se  escusa:  esciábic  mucbas  veces  dicha  letra ^  ^y^  bast» 
eoa  escribirla  una  vez  no  mas ,  ponieado  á  su  dore^ 
eha  UB  guarismo  ua  poco  mas  arriba  que. se  llama  su 
€xpaM^i  y.y  señala  ^l  número  .de  vecea  que^^e*  debería 
«sei^ibir  dicJaa  jy^tra  cono^  fiíetoc  iV««gr.  el  psoducto  de 
axa  es  aüy  y  en  lugar  de  aa  se  escribí»^ 4*4 ien^liigaf* 
és  Mi  ^vprodúctOi  de  a  xa  X  a , . se  escribe  a^ i  %^  lu* 
ssr  ikl  pcoducca  a  Ka  x  11  x  a  í  se  escribe  :a^ ;  y  asi 
fiQOSÍguiendoé :  ,.r.   ...  •   w    ...         n  ^  c   t 

s^  Tod^'  Iftra  iquft;  no>  tiene  txfpumleii^  .se  «cenideidí 
OQ0lO:^que.tiiíop$H>CveapQneiite  úbí¡miá¿dm\iLo¥f9úfiá 
0lril.q^eiafij>   íí:»». ::•■''  *;!*  íih'í  .>.     .  -     •  •     «■!    .    -p^  vt 

:;..  X9S  ei4K)Q0met)sbTei)b|>iáodpsÍpQ£      pfHra:i9«un 

do  una  misma  letra  se  ha  de  escribir  roafrd%Uos-v»oea 

tmiObJmtsk  >.iMsqMOj|ni«lgiiiayiQwíw^  mine  BWie 

/  ex- 


br'tóti»  fsm  hsí:ét  escribir  dos  veces 

I»  masí»  sal^  en  kogu  de  «É  ^  uoas  veces  se  pone  «^! 

y.ocnatf?»'"      -vh.;  '  .   ^^ 

--   VarOKnliánna  ocKIefencia  del  ez|ioiie&te  al  coé^^i: 

cimlc^  fiate  sefl^  que  una  caqtidad  sé  ha  de  ^umim 

con  ella  nusoía^  uoa,  dos  ftc.  veces  ^  y  el  exponente. 

I  dá-á  entender  qat  una  cantidad  se  ha  de  pmnipíicéír 

por  ella  misnm  una ,  dos  &c.  veces.  Así ,  no  es  2a 

io  mismo  que  a\  Con  efeóta^  st.-Vrgr.y¿nz:3 ;  2a  ó 

.   jH-<f  será  3-1-5,  esto  cS  6 }  y  4^  «era  a}ía ,.á  3x3^1 

98    De  la  naturaleza  déí  exponente  nesuka  'que  pa^ 

\      ^     la  multiplican  unoá^  pqr  otiros  mon^omios  que  lleven 

uaa  misma  letra  coq  diferentes  ..e^ppn^e&^v'^  4^^^ 

Qomkmmn^  vti  üo-^Mafr-dicha  letra  y  dándole-por-^je^ 

^  cuyo  nxithro,  el  producto   de  a  por  a^  es.a^  ;':ei^ 

I  producto  de  éf  por  a^  ts  a^  ;  el  de  ü'  por  a^  es  ^7. 

fikfíAtííluciD  dé  «ai^t^poD^vínsA^  efe  -^i^¿?^;  d  pt^duc- 
I094ie  vi^«  /pdrt  #-^*?i«;Hi  2paH^^ ;  el  de  ^5»'**i^fc  / 

par^wi^tf^fíttes^+iga^^^tfí/ :         ^      ;;  i-:'  -  - ',     -;^^^- 

:  --c.XaidoiattkieSs  evidente"  vpocs  ki  miáno  ^es  etpro-^ 

ducto  de  a  pocmáF  rípt'OXaíUúia  ó  it ;  el  prodycto^ 
de  a'  pom'  es  lo  propio  que  ^xaxuxüX/i  ir^a^^ 

\  y  asi  de  lo»-dtmas. 

f  Veamos  khorafMqiio  se  multiplica:  un  polynomíD' 

yot  ya  moaomio  )  ciiiya-  opegacio»  m  T«d»€^-á-4BuV- 
tipliGat  \Mcm8Íváai^Qte  todo^  Jos  términos  dd  poiy-^ 
Bomio  por  el  monomio-  propuesto  v  practicaiiáo  pun¿ 
tmbueate  la  cegti  4^  4€a  eigDDfr  ^  la^  4le  .lo^icdefioten^; 
tes-^  y  ib«*de  loSt.ibqpeüeMea.  La^stmta  de  todos  ej^tb^ 
pg^ductofr  f^arciaks^  9^  -compondrá  el  producto-  to¿L  « 
V.  gK  el -pclyníofBio*  i  .  .: .  «•— ^nís-f^crf  x  U 
mnlqiiticado  por  el  monomio — n^c  ^ 


dá  el  producto  -^^a^Q^2$a^bo^!^SiCtíftd. 


Pa. 


1  49  Para  multi^car  tm  {Kdynonafo  pot  .Uro:  ^p|K«» 
lyoomío  ,  se  mtilriplicarifi  sucoesiváiaeQte  todos  W 
términos  del  multiplicando  por  todos  los  dd  miár 
liplicadbr  ;  se  sumarán  todos  eftos  péodoctos^  par«- 
obles,  y  resukacá  el  producto  totad«^Se  haurási-on  el> 
producto  lai  reducciones  que  cterespondoou  >   : 

Propongámonos  multípticic 

i.«*prod.-^i5ii*    •^9$**M-^S'^if     ■■■■■    i      ■     ¡ 

«.•.prod.4-i2ii*W— ao*»<í* -i-ífcF^^        = 

g.?  prod.,— 24tf*c/-|.4o*ff4r— a?'/».  .  •    ' 

■■■• »■     ■  I     I       ■  11  'i  I  n     jii       ii      III  lili    kmjitm^^mmimmt^'i^^^^f^íf^y 

Proíl  total  — i$ii*H-87«*W--áQtf*íf4-íao*^4e^4*^ 


-    IKen  se  vé  <)ue  et  tíraiHpUcnrdo  se  te  < 
do  primero  por  -^^^^^  después  por  4á'i(,  y  ftaabñéotei 
por  S(f¡  que  se  han  sumado  todos  ios  pradudoai 
parciales  ^  y  ha  resultado,  hechas  ^todas  las  nduccio* 
aes^  el  producto  total  que  vá  esctfiío;  ^ 

Si  hubiéramos  de  multiplicar 

póiv  .  .  •  •  ^gak  r**-  4/^  — ijpiwi  -f*  9^^  i      -    ' 

i.^'prod.-í-íisa»*»   —  qa*6*  ^qahcit  ^-^ftaifgikí 
a,?  pro4— 20ii'^«  -**  4^^f'  ~4ri»/*   -^  z¥^g^    ^ 
3í?  prod^4r75a^^iiMi-^i54ÍHiifff  9t-i5c^^ 
4**  prodi--4S/i»*a/  H*9a*»^  ~i9C?rf*    -H^ai^ífeA-  • 

■  ■  4i<i.'<1  *rpi  I  I '  I  I )  ^    lí  p    í  I  ij .  I       I    I  i  .11 

Prod.  total  45tf«*»  *-  ga*h*  ■k'^abcd*  —  '^Taifgb  — 

Tam- 


í  Táinbitii  puede  ofrecerse  mUUipUbar  unas  por 
etras  1XV31S  de  dos  catiádades*  Eo  tól  caeo  se  empeiza^ 
tá  midüplicando  dos  da  ellas  mía  pos  otra ;  sa  pro-** 
ducto  ie  multiplicará  por  la  tercera  ,  y,  saldrá  otro 
producto  que  se  uiultiplicará  por  la  quarta ;  y  asi 
prosiguiendo.  Bieo  -se  dexa  conocer  tfdt  qualquierib 
drden  que  se  siga  en  la  muUíplicaciaik  de  ios>  fact^OH 
res ,  siem{n%'  hd  ide  ¿iltrim  imisaio  prodc)cto. 

V.  gn  si  hubiéramos  de  extcotar  ia  n3uki{^a«» 
don  indicada  ^6if  x  — ¿^c  x  gim  x  ««-g^;  tnnltipli- 
cartenao<¡  primero  -^  619? '  por :— ^ '4¿c  ;  sa  producto 
^a^^íc  le  incMpUcaríancK>s  por  4«'3nMr ;  saldcia 
i^'^aa^bcnm  ^  'el  qual  inukipUcai^Qi^  P^^  ^^^SH^ 
cuyo  producto^ -^048éi^¿rfm^  a  ^-^esultádd  á^  4a 
inultí^aacicm  indicada*  *      ^ 

t      -      *.'.  .   ..»     .      ..I   -  ..  ,   .:   ..^  x^   ^..    t:;i:>i  i.-^ 

División  de^  ks  cantidades  algehráicau,  -  <    <t 

/  30    T)ÍNqidHrui«'«^ 

tmcsLt  otra  ^cMera ,  tfm  moltiplicada  'for,  la  segunda, 
idéiin  pftoduótó  iguaJ  ex»  la  primera;  Bodénxis,  pues^ 
«iDMáerar  ¿1  dividkvdaooasD^  fii«ra.eLprodiiccsi  dd 
dívÍ8orpoi?-itbxooienM^i^ -V  •>.'  --v  ".,  *j1J;.,.*^  .  ;í.2 
•  31L  fie/estb,  y  delJa  di<Ao.  (04^)  s*  infiere: 
i.^  Que  qu^ado  asi  él^dividendoiioomo  d  divisen  tter 
^an  el  si^áo  ^ ,  eir-  cociente  también  rlleivotrá  eln  sig^ 
no -4-*  £sta^r«glai^se«oqiresagqner2dmeate.(ficieQd()?ik- 
Jivid¿doBOt:^yA^f'i^  f..>f  .  %  o?  ;mi  0J?r>  -S  /'  .  ;b 
2.^  Quí^\^Q  te»g^rd,.4ÍKÍ4endo^^^^  5^^^  -^^7^} 
divisor  el. ^sigqo  — 5  et  .cogiente:  llevará**  el  signó—. 
Esta  reglá^  se  expresa  én  general  de  este  modo :  4-  di* 
vidido  por—  dá*^.    •  -      .J-  ^'    '  ?  . 

»  •  -3.*«i'¿lídiVicfóndo  Hwáctíf'el  «g»  —  y^y  el  divi- 
de»: d'^ígnO'^ptA^^C(k:lom¿'/Ue\^atá'eL9lg  r-^  £sta 
«1^  se  expreM  ^jgtíttklmetue-boi»;  decir  H^i'div<^ 

4-^ 


14  FRINCI9I0S 

4.*  Quamlo  ti  dividendo  y  el  fritar  Ucraii 
ambos  el  sigao  -^^  el  cociente  lleve  el  vBgao  ^.  £tu 
regla  k  exprese  ea  general  asi :  -^  dividido  por  •— 
di  +. 

Todo  esto  es  evidente,  una  vez  que  el  (mxiucto 
del  divisor  por  el  cociente^  ha  de  Uevar  el  mismo 
9^0.  qué  d  dividendo» 

32  Supteq^mos  en  primer  lugar  que  se  nos  ofrea* 
ea  la  división  de  un  monomio  por  otro:  empezaremos 
esta  operadoo  poniendo  el  signo  que  ha  de  llevar  el 
cocieoee.:,  coitfofme  4  la  regfai  dada  poco  ha,  y  la 
fioocluirémos'  borrando  tas  letras  comunes  al  dividen* 
do  y  ai  divisor.  Asi,  el  codeóte  de  esu  cantidad 
^4W  dividida  por  estotra  h^ ,  es  -f-^ ;  d  codeóte 
de  la  cantidad  *-^ift  dividida  por  ^^ab ,  es  *~ift ;  el 
cociente  de  la  cantidad  — mr^q  dividida  por  *— iif» 
es  -f-fwjpt  -■  /  '. 

Con  efecto ,  xina  vez  que  para  multiplicar  (24) 
36  haar  de  poner*  unass^^leárai  á  ;cananuadoo  de  otras, 
dándole  al  pcoducto  d  signo  que  le  toca,  esevidenf 
te  que  redprocamente  se  hará  la  división  borrando 
las  lenas  que  tengan  comunes. el  .dividendo  y  el  divt* 
sor ,  dándole  al  cociente  el  sqpao  que  le  corresponde^ 
'^  Sucede!  Vecei  que  d  dividendo  y  el  divisor 
w>  tienen  letras  comunes ;  en  tal  Caso  es  preciso  con» 
tentarse  con  dexar  indicada  la  .división.  La  división 
-ded  por  ¿  vjgr«  no  ae  puede  eaiecutar,  y  se  queda  in- 
dicada de  este,  modo  -^^  En  esta  expresión  a  se  ha 
'de  consiáerár  como  d  numerador  de  una  fracción  cu« 
yo  denominador  es  b ;  por  manera  que  ú  a  vale  6,  y 

h  vale  7 ,  la  eicpresioñ  ^  se  redice  á  ^. 
i    En  algunas  ocasiones  ttora  d  dividendo  parte  no 
mas  de  1»  letras  del  divjaor;  emooces  se  hace  la  di» 
visión  quant^  te  puede.,  y  lo  demás  se  queda  indica» 
do«  Por  esta  razón ,  sí  dividimos  ^^abcd  por  +4ibk^ 

d 


4i  cociente  será— —y  »  — rnnpg^  dividido  por  — w^ir 

ik  el  cociente  -t-^-    - 

34  Quando  el  dividendo  á  et  divisor  y  ó  ambos^ 
tuvieren  coeíkieotes  distintos  de  la  unidad  ^  se  di  vi* 
dirá  por  las  reglas  de  la  Arismétic^  el  coeficiente  del 
dividendo  por  et  del  divisor ,  y  después  se  dividkán 
las  cantidades  literales ,.  confiv me  ácabwios'  de  expli-*^ 
car.  SI  hubiéramos  de  dividir  — isabi  por  +31»^ ,  el 
cociente  sería  — 5^.  El  cociente  de  — 3S«wf  í  divi- 
áido  por  — '¡^amn  ea  Hr  ^* 

$$  Sentadbt  toda  esto  ^  y^  podencos  dividir  un  po- 
tynomio  qualquiera  pm^  un  monomio.  En  ei  exemplo 
que  sigue  aj^Karémos  todas  las  reglas  aotteedentes» 
Hidtanse  en  él  los  términos  del  dividendo  succesiva-^ 
mente  divididos  por  el  divisor  ^  y  la  sutna  láe 'todos 
los  cocientes,  parciates  compone  «i  cociexue  totaL 
'•'  £s  tsmj"  ^  caso^  para-rbacef -coa  ma»  facilidad 
ta  dívmon  y  etáetunr  el  polyfiomio  y  q^áfíte.  decir  9,  po* 
ner  por  su  éicáQn  de  la;  izc|ttiierdá  k  fa  derecba  todos 
los  térmmos  ea  que  se  h^e  con.  maysDr  expomnie 
una  letra  que  se  escogerá  á  arbitrio  ^^  y  por  el  mísmO' 
lonlen  se^divi^á  d^s^iies^cáái  t&oHnoí  <k|^  folj^jiO»- 
mia  por  el  divisor. 

fara  dMdiit  et  pofymmo^  ofB?^  -^  a«^if  H>-40«  ^ 
^^tf^cd  par  el  monomio  ^-^-^a^ ; 

Empeaarénaos  ordeeando  et  po^namio  por  1^  tep 
lea  A  que  ^  faalta  ea  ei  divkieBdo  y  en  el.dkisor  ^.  y 
^spondt€íiím:  zéeh^  como  Á  tutnm  cmr 

tidades  numéricas  ^  segu&  sé  vés  DferidkénaiQS  dbspues 
íckIos.  los  términos,  áá.  divtdéndO'  por  d  diviéor^es^ 
<rrfl>kado.  al  ladb.  cada  cociente  parcial  confiMiine  SxíSr^ 
re  saliendbi  La  suma  de  todbs  los  cocientospasdaies 
coo^ndrái  et  cqdenecL  total..    ^ 

Di- 


r 


Dividendo  f  Divisor. 


i  —  ««•■ 


Cociente. 


•m 


«rf-^+'-íí 


u  3^  Intentemos  ahora  la  división  de  un  polynomio 
por  otro  :  empezaremos  ordenando  el  dividendo  y  el 
divisojf  respecto  de  una  misma  letra  ,  y  después  divi- 
diremos  todas  las  partes  del, dividendo  por  et  di;:isoc 
siguiendo  el  mismo  ipétodo  con  corta  diferencia  que 
en  las  divisiones  numéricas. 

Lo  hairéinos  mas  pal{mble  con  unos  exemplos. 
Dividamos  el  póljaowio  ^ab^*^a^b^á?—é^ 
por  el  polynomio.  .  .  .  «  ;  • — 2ab^ú}^b^ 

.    .'  '  i 

Dívid.  a>-^^a^b  +  ^ah^ — b^r  Divisor. 


ii' 


-I.  reaid.     — <t*¿  -ir  zabh^b^  \  Cociente*  J 

-híi** — 2ab^^b^\  tír^ 

«•rcsid.  ^  .....  O  ¿ 

»,-•••■•  » 

-Ord^nQ  peinero .  d  dividendo  7. el  divisor  por  una 
misma  letra  o. 

-  -  Hecho,  esto ,  1/  divido  el  primer  término  del  di- 
videndo por  el  primer  tcrntiino  del  divisor  ,  y  como  se 
-considera  que  ambos  iievan  el  signo,  Hr  9  el  cociente 
llevará  taimínen  el  misfiío  signo  elqual  $e  podrá  suprir 
-mír  por  ser  el  primero.  Dividiendo  idespues  a'  por  a\ 
sale  el  cociente  a^  éscrtbole  como.se  vé*  Multiplica 
todo  el  divisor  a* — 2ab  +  ¿*  por  el  cociente  parci¿«l 
a ,  cuyo  producto  a} — 2a^b  4-  ab^  se  ha  de  restar  del 
dividendo.'  Escriboie,  pues,  debaxo  del  dividendo  coa 
signos  contrarios  á  los  que  lleva  í  y,he.cha,la  reducr 
don  y  quiero  decir,  después  de  borrados  los  téniíinos 
I  que 
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qué  llevan  signos  contrarios  ,  así  en  el  dividendo  >.  co^ 
mo  en  dicho  producto,  tomado  negativamente,  saco 
-el  residuo  — íz*^  •+- 2ii*^  — ^  ¿3  que  liemos  de  dividir 
por  el  divisor  a' — 2ab^b^ 

2.®  En  esta  segunda  operación  divido  el  primer 
término  — a'^b  del  dividendo  por  el  primer  término  a* 
dd  divisor  ;  sale  el  segundo  cociente  parcial  — ¿,  es- 
cribóle  á  continuación  de  la  primera  parte  a  del  gor 
cíente  total.  Mukiplico  todo  el  divisor  por  r^b ,  y  el 
•producto*  — '  á^b  +  2ab^  —  b^  le  escribo  con  signos 
contraríos  debaxo  del  dividendo ;  y  como  después  de 
hecha  la  reducción  no  queda  nada ,  infiero  que  el  co- 
ciente de  la  cantidad  a^ — ^fi^b^^ab^. — é^  dividida 
por  12* — 2ab-{rb^  es  cabalmente  n^ — b. 

Si  hubiéramos  de  dividir  a^^b^ .  , 

por a-^b 


.üivid,   .  ¿I* -4- ¿5 
— a5 — cL^b 


Divisor 


I.  residí — a^b-^-b^      1  Cociente 

-Hi^b-^a^b^  I  a'^^^-^^b+a^b^'-^a^b^+b^ 


2.resid* .  a^b^^b^ 

—a^b^ — a^b^ 


3.resid.— a**3-^¿5 

'^O'b^'Jrab^ 


4  resid.  .  ab^-vb^ 
—ab^—b^ 


5.resid o 

I.**  Ordenados  ya  el  dividendo  y  el  divisor  por 
la  letra  a ,  divido  el  primer  término  a^  del  dividen- 


Tom.IL 


B 


do, 
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do  y  por  d  primer  término  a  del  divisor ,  y  sale  el 
primer  cociente  parcial  a^  que  escribo  en  su  lugar. 
Multiplico  el  divisor  a-^b  por  n* ,  y  asiento  su  pro- 
ducto ,  después  de  mudarle  los  signos ,  — a^* — a^h 
debaxo  del  dividendo.  Haciendo  la  reducción  del  di- 
videndo, y  de  esta  cantidad ,  resulta  el  primer  resí>* 
dúo ,  ó  el  segundo  dividendo  parcial  ordenado  pot 
a  y   —a^b+bK 

2.^  Divido  el  primer  término  — a^¿  de  este  di^ 
videndo  por  el  primer  término  a  del  divisor ,  y  sale 
el  segundo  cociente  parcial  — a^b ,  póngole  á  con- 
tinuación del  primero.  Multiplico  a-^-b  por  — a^b ,  y 
escribo  el  producto  con  signos  contraríos  debaxo  del 
dividendo,  y  así  es  a^b-^a^b*.  Hecha  la  reducción, 
el  segundo  residuo  ó  tercer  dividendo  parcial  es 
a^b^-^bK 

3.^  Divido  el  primer  término  a^b*  de  este  divi- 
dendo por  a  i  sale  el  cociente  H-ii'í*  ^  y  le  escribo; 
multiplico  el  divisor  ü'^b  por  a*b* »  y  su  producto 
con  signos  contrarios,  que  «s  — a^b* — <i**»,  le  pongo 
debaxo  del  dividendo.  Hecha  la  reducción  ,  sale  el 
tercer  residuo ,  ó  quarto  dividendo  parcial  — a^b^'^b^. 

4.°  Divido  — a^b^  por  a  i  sale  — ab^  ^  quarto  co- 
ciente parcial  j  multiplico  el  divisor  a+b  por  — ab\ 
y  su  producto  con  signos  contrarios  ,  +a*b^+ab^  ^  le 
apunto  debaxo  del  dividendo  ;  hago  la  reducción,  y 
saco  ab^  -h  ^^ ,  quarto  residuo  ó  quinto  dividendo 
parcial 

5.^  Divido  ab^  por  a ,  y  saco  el  quinto  cociente 
parcial  *♦  j  multiplico  a^  b  por  ¿^  ,  y  su  producto 
con  signos  contrarios  ,  que  es  — ab^ — b^ ,  le  escribo 
debaxo  del  dividendo.  Hecha  la  reducción  ,  queda  c^ 
y  de  aquí  infiero  que  el  cociente  de  la  cantidad  a^+b^ 
dividida  por  ^+¿  es'  cabalmente  a* — a^b+á^b^ — ai^ 
^b\ 
37    Hay  casos  en  que  después  de  ordenados  el  di- 

vi- 
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videndo  y  el  divisor  por  una  misma  letra,  se  hallaa 
varios  términos  donde  esta  letra  tiene  un  mismo  ex- 
ponente. Entonces  se  han  de  colocar  todos  estos  tér- 
minos en  una  columna. 

Para  dividir  v.  gr.  iai*  +  iiíi'¿— igaíi?— iga'i; 

por. 3^4-5^*~5*ír. 

Ordeno  el  dividendo  y  el  divisor  por  la  Jetra  a^  y 
saco  lCki^'^tía^b'^i$a\—igabC'^2^h4't^bc^^Sb^c 
que  hemos  de  dividir  por  5/x'-f-3tf^— ^5*^.  Pero  como 
en  el  dividendo  hay  dos  términos  con  a*,  y  otros  dos 
con  a  j  dispongo  el  dividendo  y  el  divisor  del  modo 
siguiente. 

Bivid.  <  loa^-k-i  ia*h^igabc+i$k*Sb*c{      Divisor. 
— loa^ — 6a*b  4-  loabc 


Cociente. 

*  tesiAf       Sa^-^^^abc+isbc^^^S^'c        i     2ar^b^^c 
h—ig^^c^Z^b^ 
^t~^'¿— 3tí^«+S¿ív 

■         •■  -*«- — '■    '         ■  '  ■     '  '  • 

S.  resid.— I5a»í^-^^c  +  i^bc^ 

3.r«si(i  .  .  .  :  O't 

'.  .P'^^'^i'^J^^'  por  Sa\y  suco  el  cociente  Srfj  mul- 
tiplico el  divisor  por  2a ,  y  pongb  el  producto  con 
«^os  contrarios  debaxo  del  dividendo.  Hecha  la 
íeduccioQ  ,^le  el  primer  resid.uo  que  se  ve  sentada 
.  2.  Divido  el  primer  término  ¿a'*  de  este  resi- 
ú}M  por  sa^i  sale  el  cociente  +¿  í  multiplico  el  di- 
visor por  H-í ,  y  después  de  puesto  el  producto  con 
wgnos  contrarios  debaxo  del  dividendo,  hago  la  re- 
ducción ,  y  saco  el  segundo  uesidí»  due  va  señalado. 
--    .  Bí  3.* 
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.3.*  Divido  el  primer  término — iga'c  de  este  dl- 
timo  residuo  por  5a* ,  hago  las  mismas  operaciones 
que  antes  ,•  y  no  sobra  nada.  Está  ,  pues ,  concluida 
la  división,  cuyo  cociente  cabal  es  2d!+¿-— .3c. 

De  los  Quebrados  litera/es. 

.  38  Calculaivse  estos  ^quebrados  por  las  mismw 
reglas  qu^  los.  numérico^.  Desde  lu^o  el  quebrado 
y  se  transforóaa,  sin  mudar  de  valpr,  en  -^^ ,  ó'¿, 
ó  finalmente  en -^^j-con  multiplicar  por  c,  por  a, 
6  por  U'+'h  los  dos  términos  del  quebrado  — . 

39  El^qoétíí^do^ies-erínismo  qiie -i,'poít~ 
que  este'  es  el  primero,  multiplicados  Sus  dos -términos 
por  0c.  El  q^uebradó  -^i^^.es  el  mismo  que 
j^^,  porque  erte  es  el  primero  dividios  su* 
dos  términos  por  la  misma  cantidad;  J,.?*?* 

40  Eará  i£duc¡i..a.rir.^. . »-  »j^  solo  quebrado, 
reduzco  primero  a  á  un  quebrado  cuyo  deno^ 
minador  s?a  g,,  y_  sa£;o.'4i. , _por  cpnsigtjiente 
<!_)--  quedará  transformado  en  ¿í^.- Asimisttib 
a ^^^. se. convierte  ep  í^^^^"^*  ,,con;m.uí- 
tiplicar  el  entero  a  portel  denominador  V^— A 

Si  después  de  concluidas  estas  operaciones  hay 
términos  ífemejañtes ,  se  ha  de  hacer  su  féduiício^ 
así,  éA  el  último  exétaplo,  desjpues  dé  traásfórma- 
da  la-  cantidad  a  -^'^f  en  'J±;í^^  ,  se  de^ 
.  be  reducir  á  ^::g5^  ó  ^^  ,  con  borrar  ab  y 
•~<fi^  que-sedescniyeai  •     :  .  <.  ■• 
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-  41  Para  sacar  los  enteros  que  hay  en  un  que^ 
brado  literal  9  se  divide  el  numerador  por  el  deno* 
miQador  quanto  cabe ;  por  esta  regla  reducírómos  á 
3¿  ^r-f^íf  la  cantidad  I^tt^^tfL^  y  u  canti- 
dad i±±-ií^±^^  áa^ai-^^,  con  divi- 
diria  por  a  •+•  aí. 

'  "4'2  '  Los  tr¿s  quebrados  i,  ^  j  7  ^^  reduciráa 
&  un  misiiio  denominador  con  multiplicar  los  dos 
térmifaos  a  y  b  del  primero  jpor  df^  produc- 
to de  los   denominadores  de  los  otros  quebrados, 

^saparé  2^.  Si^  multiplico  los  (Jos  términos  cj  A 
del  segundo  por  hf^  producto  de  los  otros  dos  deno- 
(mna^ores  9  s^caj^^  ¡1^9  finalmente ,  si  multiplido 
lips  dos  términos  j  del  último  por  el  producto 
h^Ai^  (os.  denominadores  de  los  otros  dos  ,  saca-* 
té  ^;por  numerare  los  tres  quebrados,  después 
átereducidoé  á  un  mismo  denominador,  son  -^ 

uf  í  T2^* 

Lo  propio  se  practica  quatido  los  quebrados  tienen 
ügun'  láíiomio  6'pólynomio ;  ó  lo  son  ambos  términos 

de  ¿á  ^  yS'.^^^" 

aucí(íci)s  al  mismo  denominador  quedan  transforma- 
dos en  é±tf=i^  V  -J-2íi^-^pjt3     con  multi- 

plicaj^  Ips.  dps  t^rn^ínps  del  primero  por  i^-^,  y  lo» 
do^  términos!  deÍ3^uiKlo-porif+^^  ^  ' 
^43  Quandó  los  denominadores  tienen  un  divisor  . 
ólfftQtétroorimn^  se-  r^u^en  los  quebrados  i  un  mis- 
910  denominador  por  una  operación  mas  sencilla.  Si 
los  quebrados  propuestos  .fuesen  57  y  -^ »  consi-^ 
deifaVé  í^Jüe^lbá  \ibs*  d^nbmm  serían  tos*  mismos 

-^WonkJL  B3  ai 
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ú  fuese  /  factor  del  primero ,  y  c  factor  del  segui- 
do; multiplico,  pues ,  los  dos  términos  del  primei! 
Quebrado  por/,  y  los  dos  términos  del  segundo  poif 
^  ,  y  saco  ^  y  -j^,  dos  quebrados  mas  sencillos 

que  gjíf  y  ¿^  los  que  saldrían  por  la  regla  da* 

da  (42).  Si  fuesen  tres  los  quebrados  propuestos ^^c< 

roo  ^^,  ^y  ^  ,  repíiraré  que  si  fg  fuera  facti 

4el  denominador  d^l  primero,  cg  lo  fuera  del  4enpn 
nador  del  segundo,  y  ^del  denominador  del  terce 
tendrían  los  tres  quebrados  un  mismo  denominad 
multiplico,  pues,  los  dos  términos  del  primero ,| 
fg\  los  del  segundo  por  cg  ^  y  los  del  tercero  ; 

^  >  y  5^^^  Tw '  *^A '  ^-/r       .    .      .      ^  i 

•     Esta  consideración  puede  tailibieii '  aplicarse  á  ! 

números,  resolviéndolos  en  sus  factores^  v.  grl  j  j 

^'  son  Ití  mismo  ^ue » -^  y  -^ ;  multiplico  ^  Ipi 
U>9  téoninos.  del  primero  por  '4;,:y!:ambo»  té^qi 
del  segundo  por  3  ,  y  saco  -j^^  y  .^^r 
tienen  cpmo  se  ve  un  mismo  denominador,  y 
lo  propio  que  ^  y  ¿-  ..  ,,.:     \  ,,;, 

44:    ÜQa.iVM-hreducidos  bs,.quebi?i4.pí^  Ik^^ 
ún  mismo  dénominadc^^^'se  halla  su' sutp»  con.^un 
sus  numeradores  ,  y  se  halla  su  difereflcia  con  ^es 
d  numerador  del  uno  del  nulfaeradóif  del  otró;"*^^ ' 
^  Para  sumar,  pues,  los  dos  quebrados  ¿^^  y  ¡£; 
lesi  doy  primero,  un  denominador  con^uti,  con  ló  qi 
los  transformo  eti  í!:±íí^í:=íf  y  ^Jiízíííí^^ 

sumo    sus   numeradores.  ^;  y  ¡  sacp  ?  »el  ^uehea^ 

''^^"^''~'::t::F^-^.^=^ ,   qi*    ¿é    redudé    ij 
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primero,  sacaría  *>-'-^^-»~*^^^y^^'M-»*  ^  ^^^ 
se  reduce  á  ^^^^¡=íf, 

4  5     El  producto  de  f  por  -j-  es  -jj' }  Ja  x  i* 
es  -a^  (a'6). 

,  Para  hallar  el  producto  de  -f  por  r,  considero 
^oe  c  es  lo  mismo  que.-f  >  y  practicando  lo  d^- 
cho  poco  ha  saldrá  •—. 

.  Si  d  numerador  y  el  denominador  fueren  poly- 
nomios ,  se  seguirían  en  esta  operación  las  reglas  de 
la  multípiícadon  de  los  polynomíos. 

46     £rcociente  de  j  dividido  por  ^  se  sac*- 

irá  multiplicando  ^  por  -J  (I.  1 1 1) ,  y  saldrá  -~. 

El  cociente  de  '^  dividido  por  '^^  es  el  produo- 

to.de  í^  por  4',  el  qual «  ^'^^ ,  6  gí^-. 

Kl  cociente  de  y  por-  c  se  saca  considerando 

que  c  es  lo  propio  que  -f  ,  y  multiplicando  des- 

pues  7"  por  i  ,  cuyo  producto  es  —• 


De  las  Potencias^  y  Raices  de  las  canti- 
dades literales. 


Primero  declararemos  como  se  forman  las  poten* 
das  9  y  se  «acan  las  raices  de  los  monomios  ;  después 
enseñaremos  cómo  se  forma  el  quadrado ,  y  una  po- 
tencia qualquiera  de  los  polynomíos ;  dexando  para 
mas  adelante  manifestar  una  fórmula  ó  expresión  ge- 
i»íal<pfu:««Mar  ima  tm  cualquiera  de  un  polynomia 

B4  De 
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De  las  Potencias  y  Raices  de  los  Monomios^ 

47  D^  lo  dicho  (27)  se  4educe  que  a*  es  la 
tercer  potencia  de  a,  porque  a^  es  n  >(  n  x  n ,  y  que 
la  cantidad  a  es  tantas  veces  factor  en  su  tercera  po« 
(tencia  quantas  unidades  hay  en  tíc  exponente  de  la 
ipisma  potencia.     .  -    ^  :     ; 

48  Ta  que  pata  n^ultiplicar  las  cantidades  mó- 
,  nomias ,  basta  sumar  el  exponéhte  de  cádk  letra  (28) 

del  multiplicando  con  ti  expotiente  que  lleva  la  mis- 
ma letra  en  el  multiplicador,  sigúese  que  para  elevar 
á  una  potencia  propuesta,  una  cantidad  monomia,  bas<- 
.ta  multiplicar  el  escponente  de  cada  unk  de  sus  letras 
por  el  número  que  expresa  á  que  potencia  se  ha  de 
elevar  dicha  cantidad.  A  este  número  íe  llamamos  ¿1 
expórtente  de  la  potencia. 

Así ,  para  elevar  a  que  es  a^  al  quadrado  9  <ü  I^ 
segunda  potencia ,  multiplicaré  él  exponente  r  por  2V 
y  será  a""  el  quadrado  de  a.  Para  elevar  a**^  á  la 
quarta  potencia ,  multiplicaré  los  exppnentes  2^3,1 
por  4 ,  y  sacaré  a^b^^c\ 

La  razón  de  esto  és  muy  ovia :  porque  la  quarta 
potencia  de  a^b^c  es  ,  por  el  modo  de  formar  las  po- 
tencias ,  a^b^c  X  a^yc  x  a^yc  x  a^b^c ;  pero  para  efec- 
tuar esta  multiplicación  he  de  sumar  los  exponen- 
tes (27);  luego  ya  que  son  unos  mismos  en  cada 
factor ,  he  de  sumar  cada  exponente  quatro  veces  con 
el  mismo ,  esto  es ,  le  he  de  multiplicar  por  4. 

49  Si  el  monomio  fuese  un  quebrado ,  elevaré  á 
ta  potencia  jnropuesu  su  numerador  >  y  su  denomi- 

nador ;  la  quinta  potencia  ^^-—¡r  será-       '^  ^ 

S^uese  de  lo  dicho  hasta  aquí  que  1  la  segunda  po- 
tencia de  a'^b"  e$  a^b^^i  que  k  tercera. poteada 

de 
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de es  n — -—  1  y  en  general  que  la  potencia  r 

de  a"**"  es  i»'**'''' :  la  potencia  r  de  -r—  es  1 . 

j|o  Si  la  cantidad  literal  cuya  potencia  se  ha  de 
fbcmar  llevare  coefícieQte»  se  elevará  tambien'su  coer- 
;ficieQtfc  á  k' potencia  propuesta.  Así,  la  quiote  po»* 
tenci^  de44^¿Ves  i024tí'?A'*.  i  ^  :^    ;    , 

^  51  Por  lo  que  mira  á  los  signos  que  han  de  lle- 
var las  potencias ,  la  regla  es  que  si  íUere  par  el  expo- 
niente de  la  potencia  que  hemos  de  formar,  la  poten- 
XLVx  siempre  UéVaiá  el  signo  H-:  pero  si^  el^  ej^pi^nen- 
tttéí  de  la  patencia:  ftierfijmp^p^jlevárá'  el  sigdQ^  +  ió 
el  signo  —  9  según  fuere  positiva  ó  negativa  la  can- 
tidad propuesta.  Ésto  se' sigue  de  lo  dicho  (24)  acer- 
ara de  los  signos  de  los  productos. 
<,;  59  Lii^o  p9ra  sacar  Ifi  raiz^  de^  un  .grado  qual- 
^^er^,  de  vn  n^ononíHo  propuesto ,  se  diMÍdirá  el  ex- 
ppnenjt:e  de  cada  uno  ^  de,  sus  factores  .ppr  el,  ^po- 
nente de  la  raíz ,  esto  es ,  ^or  et  numero  que  ex- 
*presk  %u*  grado.  '   '       '         ;   ,     ,         .  ' 

.  .  Así  ^  la  ra^  tercera  de  a^^V'c^  será ,  con  dividir 
todos  los  exponentes  por  3,  á^h^ci  la  raiz  quinta 
'de  a^^¥H^  será  a^h^Qy  dividiendo  cada  exponente 

En  general,  la  raiz  r  de-  (C^F  t%.(¿  V. 
53    Si  la  camidad  prepuesta  ftiere  un  quebrado, 
-se^  sacará  la  raiz^de  su  numeradora  y  de- su  deno^- 
minadon  w^  .       .^.^ 

I  La  raiz  rde— ¿-es —  ^ 
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54  Si  la  cantidad  cuya  raiz  se  ha  de  sacar  lle- 
vare algutl  coefícieote ,  se  sacará  también  la^raiz  pfó^ 
puesta  del  coeficiente. 

55  Quahdo  el  exponente  de  la  raiz  que  se  busca 
no  es  un  divisor  di\fk\  de  16s  exponentes  de  k  can- 
tidad propuesta  ^  es  señal  de  no  ser  esta  una  potencia 
cabal  del  grado  que  se  supone.  En  estos  casos  se  ^ue« 
-da  fraccionario  el  exponente  ^ y  señala  una  raiz:  qué 
-está  po£!^8acar,  Asi.)  la   rai^  cebica   de  a^é^^a 

a^bcí  y  que  se  reduce  á  d^hccr\  porque  c^ts-c^yic^ 
con  lo  que  será  c\  lo  mismo  que^rf  . 

..  56  Para  repiresentar  estas  raices  que  nose  pueden 
^car  cabales ,  se  estila  poner  antes  de  la  cantidad  este 
sipíoVyilBxmáú  signo  tadícal^  poniendo  en  medio 
'del  signo  el  guarismo  que  expresa  el  jg^rado  de  la 
raiz.  ^a^  y.  gr.  significa  la  raíz  segunda  ó  quadra^ 
da  de  a;  pero  siempre  qde-es  la  raíz  (^üádradá  la  ipjít  se 
ha  de  sácár  ^  suele  omitirse  el  2  ;  la  raiz  quadrádá  db 
¿  es  Vb.tidL  ráí2  séptima  de  ^b  es  ^b  5  lá  ráii 
cúbica  de  a  es  \^a.  Y  como  la  raiz  cúbica  de  f 
efe  a\  (52 v) ,  sigúese  que  ar  ésio  mismo  que 
'^0ji  V^A  lopfó|5i9jí¡¿e.¿f  .  En  general^  |a  rai? 

m  de  a"  es  a  "  6  |/a\  L|ámanse  cantidades  ra-- 
dicales  todas  las  ^ue  llevan  el  signo  \/. 

57  Se  hacen  coa  estas  cantidades  radicales^  las 
■]xu3iiias.  operaciones . que  .con  las.; otras  llamadas  ror 
dónales.  . 

La  suma  de  3^|/^*  y  4\/cts  3tf|/A-H 


K.  Restando  3ttÍí»^¿cl#^^/'irrsalfe4*|X^*^ 
g&l/'b,Si  J^osDtradicales  «oh  semejantes,  $e  ¿a<:e 

Ik  redacción.  La  suma  de  /^^/cj  S<»*|/^<'  es 


■'-  <^  f    .'  •-  \ 


58  Si  ocurriere  mukiplicar  ^a'  por  i^a\ 
transformaremos  la  operación  en  «stotra  áW  a% 
(jue,  dá^^  ArA'.r:^^.  -  0^  ;pre#cí^  cle»..1pa\.^r 
%frfVjterá'<ti:  ís  V  ^uírMlrt4, 6.jj;€opfFeduc¡nii:^ 

quebrados  .a  un  mismo  aenommador,  a   ^   ,0  a^K 

«Wá  i¿ipr&ión  se'rtíduierá  <^  i-üw^yd  Jnálmeiití 

0^/Uíiujgi  23-<-¿Düt  cofa  <^  :i3  -J  (.mlHvb  'a  ::.;k¡v 
4)i«E*"í;^«rál|/'T<Mf  t|^'*'  ste'fcrans^rmi  ien 

ífT^'f  ^.f.aÍAj  yomi'f^  ít)*  '  >   cíi*!?.  .-  .  Tj, 

2<./i-.r/¡b  iiyi-.i'i'   .-I  :.•ip^oq  -svihhi  ?cí  i-ufEifif^Üff 

6  énalpiepteWCfrAtVl^rr"'*'''^'^..  >    .     v| 

Vfonnaijen  -«--  y  JaisiMio)  que.  {¡z-a^  jahy  á  :*^i. 

También  -= — i*-4íir«oiivierte> dti  i^v>i.;-., ■■.  %(í¿ lüjífómb 
-83  ^ii'*'  «f  ^  que 


I 

k 
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foal  3e  queda  en  aür^  ^  Íí>  ixtismo  que  l^i'^J^^. 
En  'general ,  -^-í es ,6  a*.       « 

/>.  /   ■.'•']        /   -.r.'il-..'  '..-T   .'■•i-:-    :.•<       8  •• 
^  ••/:■.  f.  ,6. «.«".. j(  w  .  .    •.  ^  :  :  . 

•'  ál9  «toa  á  «totériáer él Wtimo  «xeiñpló  qud  én  1ii¿ 
giir-tde4fi,(fioagó  .por¡caíso«,  '^podenaos^  ^«a(c;%Sf 
ífóT*»  Nd-hay  .duda  en  aue  las  dos  cxpresipnea 
son  una  nusmá  c^nudad;  porque  todo  divisor  des- 

visor  5  en  -  ,  que  se  reduce  (33)  á  «%  el  ,ai- 
visor  a*  destruye  en  ^  dos  facpres  lgu«té6>sj>ft 
m:  Sa-f,  tatóbfehVde^Jiye*?  cil  ¿»  Aíis'^ícForet 
iguales  tonlft. JSeró  aunque  estos  £ictotes  ne-ec|éa 
(¡explícitani^tite  en  el'  ffiHáéiatttbl,  -siéinpre  ^'d¿md^ 
fuponer_a|ue  los  incluye,  porque  ^a  mispM  divisioa 
ifidieac^  Slipdfi^^:»^<a(bé*^i^'Í0'tib  ^túSiiñé^'d^viA 
ees  sea  entero ,  sea  fracdonarip.  Sí  representa  m  ^st^e 
número  de've'ces  ;X^^«dí4V<Vtóeái*15l'>íi**^  •-''  ' 
Por  cpfl^iguiente  la  cantidad  '¡I  será  ^  que 

-ife  'Íádüc4;i^/'  '1^  ;''p^fe  "L 'aátidad  ¿*  3-^  íléa  é 
ser  en  igual  caso  n^b^b"*^  6(32)  n^l^"^^  6  m'^. 
.i.Vg¿>  ve¿  g<te^)  y?»;)  pMáÁvrash^r^iiiuf'xámSllall 
del  denomiaoíhr  aí  numerador ,  escribtSndola  en  este 
como  factor  ^^ero.  con  un  exponente  -  d!^.  signo  contra^ 

n  ?a  H  J»Ní  Se- 
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Será,  pues  ,  ¿f ,  lo  mismo  que  i  x  a"^^  6  oT^ 

I                            _     tfV 
—  lo  mismo  que  a    ", lo  mismo  que  a^b'c'' 


/  ^d? 


a" 


dT"'  j  -^  lo  mismo  que  «"""  que  es  a*  ó  i ,  por- 


que  —  es  I .  Por  consiguiente :  Toda  pot 


Ja  cuyo 


xponeme  es  cero  no  se  cu^ungue  a^  f      filien  de  un 
60  Guando  las  cantidades  radic?*^  ^J^jjn   ^i^_ 
tnismoj2'ag9  practicando  la  regla  ^guíente. 


...  -    _  ¿inidcuL 

exponente  es  cero  no  se  distingue  de  l^ 

C 

tSÁX 

'^'"Si  hubiere  dos' radicales"  no  ma^^  multipliqúese 
el  expónente  del  uno  por  el  exp^^^^^  ^^^  QXxo\  el 
producto  será  el  exponente  corr^^^^^  habrán  de  lle- 
var los  dos  radicales ;  se  le^^^^"^^  ^  mismo  tiemp 
la  cantidad  que  esto^-^^  debaxo  de  cada  radical/ 
laL  potencia  áú  ^do  que  exprese  el  exponentip^^I 
otro  radicaL  -  ^ 

Para  reducir  ,  v.  gr.  ^c?  y  v^^  á  u/niísmo 

radical,  multiplico  5  por  5^,  y  el  producto  3  5  «^ 

ráel  expónente  del  nuevo  radical  |/^;ievanto  a 
á  la  séptima  potencia  ,  y  tí(*  á  la  quinta,  y  saco  <i*'  y 
a*"*,  por  manera ,  que  las  dos  cantií^^^es  propuesta* 

quedarán  transformadas  en  ]/^-^*'  y  V^^""* 

Para  reducir  á  un  misn-^  radica:!  las  cantidades 
i^a^^  ^c^  y  '^o^^  multiplico  los  tres  exponentes 
radicales  5  •  f  y  8,  su  producto  280  será  el  exponente 
común  de  ios  nuevos  radicales;  elevaré  a^  ala  poten- 
cia 


/ 
/ 
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cia  7x8  <5  s6j  a%  á  la  potencia  5x8  ó  40;  y  <r  á  la  poten- 

180     .  «80  t8o 

Cía  Sxr  6  3  5,  y  sacaré  l/a''\  \/a'% \/a^K 
La  razón  de  esta  práctica  es  muy  perceptible; 
^^    porque  quando  en  el  primer  exemplo  elevo  nV  á  la 
Séptima  potencia ,  hago  que  a  sea  siete  veces  mas 
^¿qr  de  lo  que  era  antes  j  y  ton  hacer  el  exponen- 
ees  ffP  radical  siete  veces  mayor ,  hago  a  siete  ve- 
queda  ^factor  de  lo  que  era  antes;  luego  todo 
^^nsado# 

Ni  cantidades  imaginarias. 

como  -f-íi  X  -^,1  es  +aa^,  sigúese  que  no  pae¿tí_^ 
quadrado  algu^vn^gativo }  luego  pedir  la  raiz  qua- 
drada  de  una  caíK<ja¿i  negativa  v.  gr.  —4,  es  pedir 
un  número  tal ,  qu^v^nultiplícándole  por  él  mismo, 
^         el  producto  sea  —4 ,  0^  número  no  puede  ser  ni 
\^     v-2 ,  ni  -+-2.  Por  consiguifett^  la  raiz  quadrada  de 
.    Ub^  cantidad  negativa  no  puede  <ier  ni  un  número 
Vposi4vo,   ni  un  número  negativo.  Tampoco  puede 
ser  o  s,  porque  oxodao,  y  no  una  cantidad  ne- 
gativa. 

,  Y."<:onio  no  hay  número  alguno  de  los  que  la  ima-. 
ginacior^ipan2a  que  no  sea  mayor  ó  menor  que  o, 
ó  el  mism\n  ^  hemos  de  inferir  que  la  raiz  quadra- 
da de  un  qu^irado  negativo  es  un  número  imposible 
ó  imaginario.  W  expresiones  V—i ,  V—2  ,  V— 3, 
TiT"^'  *^^-/^^\or  consiguiente  todas  imaginarias. 
Llámanse  así ,  poríjue  si  bien  son  imposibles,  no  de*- 
xan  de  ocurrir  á  fe  ir^^n^nacion ,  pues  sabemos  'que 
y— 4  V,  gr.  es  un  númeío^Qual  multipUcándole 
por  él  mismo  da  — ^4  (58).         ^-^^         # 

Podemos  aplicar  el   cálculo   á   estí»  cantidades, 
que  suelen  ocurrir  en  muchas  investigaciones  mater 

má- 
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máticas ;  y  vamos  á  enseñar  como  se  suman ,  restao, 
multiplican  y  parten  unas  por  otras* 

62  La  suma  de  V — a""  y  — ^3^  ~a'  es  ~2t/ — a""; 
la  suma  de  — V — jp*,  y  V—y  es  — V — x^+V-^y^; 
la  sunia  de  brhV—a' ,  y  b — V — a^  es  2¿. 

63  Si  restamos  V—^i^  de  ^^V—a^ ,  la  diferen- 
cia será  — 4^— ^^í  si  resto  b^V^x^  de  {^-hV— ^%  la 
diferencia  será  c — ¿. 

64  Las  raices  i/— * ,  V— c  se  multiplican  unas 
por  otras  del  mismo  modo  que  las  demás  ;  pero 
se  pueden  cometer  algunas  equivocaciones  al  tiempo 
de  sentar  los  productos  por  razón  del  signo  que 
han  de  llevar ;  vamos  á  enseñar  como  se  precaven. 
V — a  X  V—b  es  —Vab.  Porque  V—a  es  lo  mismo 
que  VaxV—iy  yV — b  lo  mismo  que  VbxV — i; 
será  ,  pues ,  V^—a  x  V—b  lo  mismo  que  VaxVbx 
y— I  X  y— I  ,  ó  Vab  X  y(~i)%  que  se  reduce  á 
^Vab^  pues  "•(—!)*  es —i  (Arism.). 

6s  Es  muy  del  caso  no  equivocar  V( — a^  con 
V-^-'Oa  i  la  primer  cantidad  es  V(; — a  x  — á)  ,  y  la 
otra  es  V( — a  x  -*-¿i).  En  orden  á  esto  hay  que  ha- 
cer una  prevención  de  suma  importancia.  Ya  que 
— ax-'^a  es  +tf*,  cuya  raiz  es  ±a  (25)  ^  parece 
que  y— ^  X  y — a  debería  dar  ±a  ^  siendo  asi  que 
según  decimos  da  solo  •— ^. 

Manifestaremos  la  razón  de  esta  diferencia.  Quan- 
do  se  me  pregunta  qual  es  la  raiz  de  ¿w  ^  debo  decir 
que  es.  +a  igualmente  que  — a ,  porque  la  pregunta 
no  determina  si  se  considera  aa  como  formado  de 
-f-tf  X  a  6  de  — ^  x  — a ;  pero  quando  se  me  pregun- 
ta qual  es  el  valor  de  V — a  x  V—a ,  bien  que  por 
las  reglas  esta  cantidad  se  reduce  á  V+a^^  no  le  puedo 
señalar  otra  raiz  que  —a,  porque  la  misma  pregunta 

determina  que  aa  proviene  en  este  caso  de  — ^  x a, 

y  por  consiguiente  su  raiz  ha  de  ser  — a. 

66    Quando  ocurra  partir  y— ^¿r  por  y~r,.se 

par- 
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partirá  Vbc  x  V — i  por  Vítx  V — i ;  el  cociente  será 
i.Vb  ÓVb. 

67  Aquí  haremos  acerca  de  las  imaginarias  al- 
gunas consideraciones  de  no  poca  importancia. 

I.®  Las  raices  quadradas  de  a  son  indistintamen- 
te Vtí  y  — Vai  porque  Vn  x  Va  rz  Vaa  ==  a,  y  — Va 
X  — Va  zz  -hVaa  z=  íi  ;  el  producto  de  Va  x  — Va  a 
— Vaa  =  — a  ,  y  Vay.Va^  o— Va  x  — Va  —  a. 

2.^  Por  lo  mismo  ,  las  raices  quadradas  de  — a^ 
serán  las  dos  cantidades  imaginarias  V — a  y  — V — Oi 
porque  V — a  x  "/ — n  rz  V{ — íi)*  zz  — a  ,  y  — V — a  X 
*— '"/ — a  Z2  -H  V( — ay  zz-h  —  a  zz-^a  ;    y  el  pro* 

ducto  de  V — a  x  — V — a  zz  — V( — ay  =z a  zz 

*'+^.    De  lo   qual  se    sigue  que    el  producto  de  dos 
cantidades  imaginarias  puede  ser  una  cantidad  real. 

Esta  singularidad  solo  se  verifica  quando  las  ex- 
presiones tienen  una  misma  cantidad  debaxo  del  sig^ 
no  radical ,  y  se  multiplican  en  número  par  ,  esto  es, 
de  dos  en  dos ,  de  quatro  en  quatro ,  &c. 
— \/ — a  X  —V — a  zz:  — a.  Pero  — \/ — ^a  >c 
— V — a  X  — \/ — a  zzz  -í-a/( — af  x  — \/ — azzz 
-H  — a  X  — v/ — a  zz:  — á  x  — \/ — a  zzi  aV — ar^ 
— v/— ií  X  — v^— a  X  —V — ax-^V—a  zzy/a^zz  aa^ 

V  —  ax  — \/  -^  a  X  — V —  a  X  — \^—  a  X 

— \/—a  zzz  -+-  V^^^  X  . —  \/—a  zzz  -^aa  x  — \/— ^ 

=:  - — aa  v/— n. 

68  Manifiestan  estos  exemplos  que  el  producto 
de  las  imaginarias  es  real  siempre  que  sea  tal  el  nu- 
mero de  los  factores ,  que  se  desaparezca  el  signo  */ ; 
así  como  el  producto  de  los  incomensurables  reale» 
da  una  cantidad  racional  siempre  que  el  numero 
de  los  factores  radicales  ,  debaxo  de  cuyo  signo  hay 
una  misma  cantidad ,  es  par.  Asi. 
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Vay^Va>^Va>^Vh>^Vb  —  Va^b^  =  abVa. 

69  Quando  se  multiplican  uno  por  otro  dos  bi« 
nomios  que  llevan  ambos  una  misma  cantidad  ima* 
ginaria  ,  sale  un  producto  todo  real ,  con  tal  que  las 
cantidades  imaginarias  sean  de  eigno  contrario. 

El  producto  de  a — V — b  por  a-^-V—b  es  a'^-^bi 
pero  el  producto  de  a — V — b  por  a — V — b  es  tí*— - 
2a'V{ — b)—b.  Podrá  comprobarlo  el  que  quisiere  ha- 
ciendo el  cálculo. 

De  las  potencias  de  los  po¡ynomios. 

70  Dexamos  dicho  en  la  Arísmética  que  en  la  po- 
tencia ,  sea  la  que  fuere,  de  todo  número  es  este  tan- 
tas veces  factor,  quantas  unidades  hay  en  el  expo- 
nente ó  grado  de  la  potencia  ;  acabamos  de  ver 
que  lo  mismo  se  verifica  en  las  potencias  de*  las  can- 
tidades literales  monomias ,  y  por  el  mismo  cami- 
no hallaríamos  que  también  se  verifica  en  las  poten- 
cias de  los  polynomios ,  y  por  consiguiente  en  las 
de  un  binomio  qualquiera  v.  gr.  a+x*  Serán ,  pues^ 
las  potencias  de  este  binomio 

2.»  {a-^x)  X  {a+x)  zz  {a-^xf 
3.*  (tíW)  X  (tí-h^)  X  (a-HJr),—  {a^xy 
4.*  {a-^x)  X  {a-^x)  X  {a-^x)  x  (tí+jp)  =  {a^xY 
&c. 
Si  executamos  las  multiplicaciones  indicadas  y  ha- 
llaremos que  las  potencias  de  a-^x  son 
2.*  a*  -4-  2ax  4-  x^ 
3.*  a^  4-  34»^  4.  ^ax^  -¥  x^ 
4,*  tí*  +  ^a^x  -H  ótí'áT»  +  ¿{ax^  +  áf^ 
&c. 
Aquí  hay  mucho  que  reparar  i.^  el  primer  tér- 
mino del  binomio  se  halla  en  todos  los  términos*  ^6 
Tm.II.  C  la 
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la  potencia ,  menos  en  el  último ;  y  el  segundo  tér- 
mino del  binomio  se  tialla  en  todos  los  términos 
de  la  potencia,  menos  en  el  primero. 

2.^  Los  exponentes  del  primer  término  del  bi- 
nomio van  menguando  una  unidad  en  cada  térmi- 
no de  la  potencia  y  siendo  su  exponente  en  el  pri- 
mer término  de  la  potencia  igual  al  grado  de  es- 
ta y  y  cero  en  el  último. 

3.°  Los  exponentes  del  segundo  término  del  bir 
.  nomío  van  creciendo  una  unidad  en  cada  término 
de  la  potencia ,  siendo  su  exponente  cero  en  el  pri- 
mer término  de  esta ,  é  igual  al  grado  de  ella  en 
el  último. 

4-®  Por  lo  que  mira  á  los  coeficientes  de  los  tér- 
minos de  la  potencia ,  se  sacan  por  esta  regla: 
multipliqúese  el  coeficiente  de  un  término  por  el  ex- 
ponente que  en  él  lleva  el  primer  término  del  bino- 
mio;  pártase  el  producto  por  el  número  que  expre- 
sa que  lugar  ocupa  en  la  potencia  el  tal  término, 
el  cociente  será  «1  coeficiente  del  término  que  se 
sigue  inmediatamente. 

En  virtud  de  lo  dicho  los  términos  de  la  quinta 
potencia  de  a-^x  son 

a^  yU^Xy  a^x^y  aW  ,  ax^  ,  x^ 

Coeficientes  1,5,  '-r^ .  ^r^  >^S  ^' 

ó  1     y        Sy         lOy         10      y        S         y         1 

Por  consiguiente  la  quinta  potencia  de  a-^x  ó  (a+x^ 
será  a^-^s^^x-hioa^x^+loa^x^+Sax^-hxK 

La  quarta  potencia  de  a--x  será  por  lo  mismo 
a^-^a'x-^'^a'x'-^'^ax^-^-^x^  ó 

.  a*  —  4a^x+ 6a^x^ — ^x^  -^x^    . 

71  Quando  ambos  términos  del  binomio  son  po- 
sitivos ó  flegíjtivos  y  todos  los  de  la  potencia  son  po- 
S4tiy$>^  i  pefo  quaqdo  de  los  dos  términos  del  bino- 

inio 
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mió  el  uno  es  positivo  y  el  otro  negativo ,  todos  los 
términos  pares  de  la  potencia  son  negativos,,  y  po- 
sitivos los  términos  nones. 

Por  la  misma  regla  se  hallará  la  potencia  que  se 
quiera  de  un  binomio ,  quadrinomio ,  &c.  v<  gr.  U 
tercer  potencia  de  a^b — x. 

Para  este  caso  se  haria  b — xrzu ,  y  tendríamos 
que  formar  la  tercer  potencia  de  a-^u ,  la  qual  es 
a5-h3a*tt4-3tftt*+í/'  í  pero  como  uzdb—x ,  u^—{b—xy* 

zzb^—2bx'^x^ ,  u^zz{h—xy—b^^2^b^x-^2^^x^'^^^i 
haciendo  las  substituciones  correspondientes  en  a^-n 
3a*í/-f-3^íi*-hí/%  sacaremos  que  {(Hrb---xy—a^'^^''b'^ 
Sa^X'hSab'''—6abx+sax''+b^^Zb*X'hZbx^—xK 

72  De  todo  lo  dicho  en  este  asunto. se  deduce  que 
la  potencia  n  de  n-t-^c  6  (a'^xy=za!''^na^'^^x 

•  •  3  •  4 

Por  manera  que  esta  es  una  fórmula  ó  expresión 
general  en  que  va  cifrada  la  potencia  que  se  quiera 
del  binomio  a-^-x;  si  n—^y  la  fórmula  representa 
la  tercer  potencia ;  si  fi=6 ,  representa  la  sexta  po- 
tencia. 

En  el  caso  de  ser  n=3  9  asi  que  sedlega  al  quin« 
to  término ,  se  halla  que  uno  de  los  factores  del  coe-^ 
ficiente  es  n — ^3  f  ó  3—3=^0 ;  luego  el  quinto  térmi- 
no y  todos  los  siguientes ,  porque  en  ellos  se  halla  el 
mismo  fector  n — 3 ,  serán  nulos  ,  y  rematará  la  fór- 
mula en  el  quarto  término. 

De  ¡as  Ecuaciones. 

73  El  objeto  de  toda  cuestión  matemática  es  co- 
noqtr  una  cosa  incógnita  ,  para'  lo  qual  es  indispen- 
sable  tenga  conocida  de  antemano  el  nniteinátíea^üha 
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ó  algunas  circunstancias  de  la  cosa  que  busca  ^  las 
quales  le  abren  camino  para  llegar  al  término  que 
solicita.  Si  nada  conociera  ^  nada  llegaría  á  conocer. 
Hay ,  pues ,  en  .toda  cuestión  ó  problema  cantida- 
des conocidas ,  que  también  se  llaman  datos ,  y  una 
I  ó  muchas  cantidades  incógnitas.  Es  práctica  general 
.  representar  las  cantidades  conocidas  con  las  prime- 
ras letras  a^^c  &c.  del  abecedario  ^  y  las  incógni- 
tas con  las  ultimas  u^x.y^z. 

Como  todo  el  empeño  está  en  saber  á  que  catir 
tidad  ó  cantidades  conocidas  es  igual  la  cantidad  io- 
eógnita ,  ó  cada  una  de  ellas  quando  son  muchas, 
todo  problema  matemático  para  en  la  expresión  de 
esta  igualdad  ,  poniendo  entre  las  cantidades  cono- 
cidas y  la  incógnita  el  signo  =:,  que,  según  dixi- 
mos  (I.  1 8)  significa  igual  á ;  toda  expresión  de  esta 
forma  se  llama  una  equacion.  Todo  lo  que  está  á  la 
izquierda  del  signo  =  ,  sea  uqa  sola  cantidad ,  ó  sean 
muchas  ,  habiendo  entre  ellas  los  signos  ^  ó  — ,  se 
-llama  el  primer  miembro  de  /la  equacion  ;  todo  lo  que 
está  á  la  derecha  del  mismo  signo ,  se  llama  el  se^ 
gundo  miembro. 

Las  cantidades  que  hay  en  algún  miembro  ,  se- 
paradas unas  de  otras  con  los  signos  -h  ó  — ,  se  lla- 
man términos  del  miembro  donde  están.  £n  esta 
equacion  v.%v.a^xzzb-^c^  el  primer  miembro  es 
^+^  9  y  ^1  segundo  b-^c ;  componiéndose  aquel  de 
dos  términos  que  soíi  x  y  ai  y  t\  segundo  de  otros 
dos  términos  que  son  b  y  c. 

74  Las  equaciones  se  diferencian  unas  de  otras 
principalmente  por  su  grado  y  su  especie.  Por  ra- 
zón del  grado ,  las  equaciones  sbn  del  primero  ,  xe- 
gundo  y  tercer ,  écc.  grado ,  según  la  mayor  poten- 
cia á^  que  en  eUas  ascienda  la  incógnita.  Por  cuyo 
motivo,  equacion  del  primer  grado  se  llama,  y  tanh» 
:bten  e§M€ion  linear  aquella  cuya  incc^nica  no  pasa 

de 
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de  la  primer  potencia;  v.  gr.  estas  x-^a  —  Cj  4^4-4 
zzSi  $quacioa  del, segundo  , grado  se^Ucna,  y  taoi*: 
bien  equacion  quadradaj  aquella  cu3'a  incógnita  asr 
ciende ,  sin  pasar  de  ahí ,  á  la  segunda  potenci:^ ,  6 
al  quadrado  i  v.  gr.  estas  x*-hax':zbc  ,  *»-4-i  34^=56; 
equacion  del  tercer  grado  se  llama ,  y  también  equa^ 
don  cúbica  aquella  cuja  ino^nka  asciende ,  sin  pa* 
sar  de  ahí ,  á  la  tercer  potencia  á  al  cubo ;  estás 
V.  gr.  ;f^'^x?ksrzc4r %  ^  x^zzxa^  &c.    •  ; 

75  Las  equaciones  por  razón  de  su  especie  son 
determinadas  6  indeterminadas.  Equacion  determina" 
da  es  la  que  ño  incluye  mas  que  una  incógnita,  v.  gr* 
estas  x-hhiziaj  x^-^xzzc.  Equacion  ftuieterminada 
es  la  que  tiene  mas  de  una  incógnita  ^  estas  y.gi^^ 

76  Una  vez  que  el  grado  de  una  equacion  solo 
pende  de  la  mayor  potencia  á  que  en  ella  asciende 
la  incógnita  ,  del  mismo  gr^do  sei:á  ,  ova  tenga  los 
términos  donde  están  las  demás  potencias  menores 
4e  la  inc(%níta;,  orajlps  tenga  todos  ó  algunos,  ano 
mas;  V. gn  x^zzab  es  del  segundo  grado;  jr^-HUP^ 
^xzz.cde^  x^-^bx-zicde  son  de  tercer  grado.  Este 
es  en  las  equaciones  un  accidente  que ,  s^un  se  ve^ 
QQ  muda  su  grado;  tampoco  muda  ^u  naturaleza^ 
pues  x^-^dyrzbc^^.  x^-^axyzzkcd  ,&c.  son  equacior 
nes  indeterminadas  ^  del  mismo  modo  que  si  no  les 
&ltara  término  alguno. 

77  Quando  una  equacion  tiene  todos  sus  térmi^ 
nps  y  ó  á  lo  menos  no  le  faltan  todos  aquellos  4on- 
de  están  las  pqtepcías  de  su  incógnita  ipferíor^^s  ,al 
grado  de  la  equacion  ,  se  llama  equacion  ^^ompleta^ 
mixta ,  ó  i^ectq  ;  x*'¥ax:=:bci  x^  -^ax^-i-  bx  zz  cdei 
x^-^bxzzcde^  &c^  son  equaciones  mixtas  de  segundo 
y  tercer  grado  respectivamente ;  quando  la  equacion 
no  lleva  mas  potencia  de  la  incógnita »  que,  la  del 
grado  cuyo  es  la  misma,  e^aadon  y  se  llamji  :eqyar 
;.  Tom.!!.  C3  .  .      cioii 
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tíon  pura  ó  iñctmpletai  x^zzah  í  x^tzahc ,  son  equíH 
Ciones  puras  de  segundo  y  tercer  grado  respectiva^ 
fnenfe.  -    .     ^   n       •    -  '..  j 

Como  áiquí  no  llevamos  mas  empeñó,  que  enseñar 
como  se  resuelven  las  cuestiones  ó  problemas  que 
dan  origen  á  equaciones  de  primero  y  segando  gra-^ 
do ,  solo  de  estas  trataremos  por  ahora. 

De  las  ecuaciones  de  frirHer  grada. 

^8  Como  todas  las  cuestiones  que  ocurre  resol- 
ver comunican  á  las  equaciones  ^  sean  del  grado  que 
fuetifcVi ,  su  naturaleza  de  determinadas  é  indetermi- 
nadas i  y  tambiett;d€l' imposibles  ^  ha  dé  haber  equa-» 
ciones  determinadas  é  indeterminadas  del  'prinief 
¿rado ,  íguaimétlte  que  dé  todos  los  demás.     ' 

'   *      EquacHnes  deiermffiadás  de  primer  grado.        ^*' 

^  •70  Sea  eí'qué  faeré'él  grado  de  la  equacion,  el 
fih  ae  todo  calculador  es  ,  según  iqueda  dicho  ,-  ávé^ 
riguar  con  ella  el  valor  ó  los  valores  de  una  in- 
cógnita ,  ó  los  valores  dé  todas  qiiiando  son  muchas^ 
para  16  qual- procura  que  la  incógnita  cuyo  vakwf 
busca  esté  sola  en  él'*  un  miembro ;  de  ta  équacioñ} 
ho  habiendo  étí  él  otro  ttt&s  4^e  tantidades  conód^ 
das ;  y  dé  toda  incógnita  pueíítá  en  esté  eátadó  sé 
tKce  que  está  despejada.  '  •  ' 

Para  conseguirlo  se  apela  á  varios  artificios,  con-^ 
forme  lá  inct^nita  está  mezclada '6  enttdada  cofl 
cabtidadés  conocidas.  '^  .  l  -  .       l    /      < 

•'  80  Si  hi  íticógñita  por  despejar  fórrtia  en  alguñ 
taiierhbro  de  la  equacion  una. suma  con  cantidades 
conocidas  ó  incógnitas  ,  trasladamos  ,  ó  pasamos  to- 
das estas  cantidades  al  otro -miembro  ,  con  lo  que^e 
^edá  Stíla  la  incógnita  éa  el  súyo.^  Fúiidase  esta  re^ 
.     '  .^^'-'^gla 
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gU,en  que  sí  á  cantidades  ig4ales  añadimos  ó  qui« 
tamos  cantidades  iguales ,  las  sumas  ó  difei^encíai 
que  r^ukep  secan..  eanabienigual¡e&  . 

Sea  V.  gr.  x-h3zz8.  Resto  tres  de  cada  miem- 
bro,  lo  que  da  áf-1-3 — 3=18  —  3,  y  haciendo  en 
ambos  miembros  la  correspondiente  reducción ,  que- 
da x=2$.  Si  ác-H-ocrrí  ,  con  restar  ac  de  caaa  miem- 
bro ,  sacaremos  x-h  ac-^acrrzb  —  ácy  y  hacien- 
do ea  el  primer  miembro  la  reducción  que  corres^ 
ponde  ,  quedará  xzzl^  —  ac.  Sí  fuere  x  —  ac:±k'y 
con  añadir  ac  á  cada  miembro  sacaremos  x  ^^ac-h 
ac^nb-^ac  i  practicando  en  el  primer  miembro  la 
debida  reducción ,  quedará  x  zrib  -h  ac.  En  general: 
ú  X  ±  ac-=zb  ^  sacaremos  x—^aC'\-b.  ^ 

^  Infiérese  de  aquí  que  para  pasar  6  trasladar  un 
término  del  un  miembro  de  la  equacion  al  otro ,  no 
hay  sino  borrarle  en  el  miembro  donde  esta ,  y  aserh^ 
tark  con  signo  contrario  en  el  otro. 

Luego )  cofi  trasladar  una  cantidad  del  un  miem« 
bro  a(  otro  y  botemos  que  d^  positiva  se  vuel\(a'ii¿p 
gatíira ,  ó  de  negativa  positiva. 

Sil  Q¡uando  Ar  incasta  se  halla  enredada'  con 
Otras  cantidades  por  yia  de  multiplicación ,  la  despe-^ 
jamos  partiendp  su  término  por  la  cantidad  que  la 
multiplica  i  y  á  fin  de  que  subsista  la  equaoion\  par^ 
timos  todos  los  términos  fie  ambos  miembros  por  el 
muítiplicador  de  la  incógnita. 

Si  44:=: 2  8  ,  también  será  ^zr—  ,  6  xzz:'^*^ 
s¡  (C yzis.c^p'^.a^ q  j  también  ^tk^  partiéndolQ  tor 
do  por  a^^y  -  íll^  =  ap--q. 

Quando  la  incógnita  está  multiplicada  por  mu- 
chos términos ,  se  la  asienta  una  sola  vez  y  señalan- 
do six  mykípUcaetOQ  pi^vla.  suma  de  los  .mukipií- 
cador^^  paríjfulares,  Sy^^^^I^xr^^^  —  d:,  ÍM\^J^ 

C4  mos 
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flíios  desde  luego  x(a' — 3-+-3)=rrf ,  y  después  x 
zr  ^_fr,^3*  En  lugar  de  dx^xzr:^  ,  pondremcts 
jr(4i— i)r:3  ,  lo  que  dará  xzzz—^. 

82  Quando  una  misma  letra  .ó  cantidad  se  halla 
en  todos  Iqs  términos  de  la  equacion ,  se  parten  tor 
dos  por  la  tal  letra ,  lo  quie  simpllfíca .  lá  éqúación; 
y.  gr.  abk—éxx.:=:bd  y  se  reduce  á  ai—xx±:¿^'p2it^ 
tiéndolo  todo  por  ¿i  aac—^  aá  z:  aabd ,  s^  reduce  á 
^— irzW ,  con  partirlo  todo  por  aa. 

83  Si  Ja  incógnita  estuviere  dividida  por  una  6 
muchas  cantidades  ^.  5^  la  despejará  multiplicando  am^ 
hos  miembros  de  la  equacion,  por  dichas  cantidades. 

Sí  -g-^p  í  sacaíémos  por  esta  regla  ^==  9 
X  6  ,  lo  mismo  que  xzni)  x  6.  Si  ^^z=icj  saldrá 
:^^  =  r(aH-¿) ,  ó  xz=:c{a-^b)^ac'^bc. 

Regla  general.  Siempre  que  en  alguna  equmhn 
h0y  quebrados.^  se  quitan  con  multiplicar  todfís  hs 
términos  por  cada  denominador. 

Si  ^  -H  -^  =py  multiplico  primero  por  m^  y 

paco  J^ -4-^=;»?/).  5  multiplico  ahora  por  n  y  j 
saco  5£L.4.i^  ;r:  mnp  ,  cuya  equicion  se  redu- 
ce á  nx^'2mxzz:mnp  y  ó  x{n'^2m)'=tmnp\  dé 

donde  sale  por  último  jczz:-;:^^. 
'    84    Qfiando  la   incógnita   está  elevada   á  alguna 
potencia^  se  la  .despeja  apelando  á  la  extracción  de 
las  raices. 

Si  j;*  — 81  5  saco  Vx^zzV^i  5  6  ^^=9.  Si 
;^^=:i6a^¿'^  sacaré  v^x^  =  \^i6a^b'  ^  6  x  =z 
-^lóa^b*  —  2a^ab^y  porque  ló^^rír  2X2xz2^xak 

á^.d^é  «^x«*x¿i%   Si  a-h2jr*:±í¿',  parto  toda  la 
i  equa<* 
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equacion  por  2  para  quitar  á  2xx  su  coeficiente  3 ,  y 
sale  ^  -^  xxi=z  j'^  traslado,  y  Saco  xx—  |-  — 

,^ ,  6  jfJT  =  ^  5  saco  la  raíz  quadradsi ,  y  ha- 

8$  Qffondo  ¡a  incógnita  £Std  en  una  equacion  d 
manera  de  radical  y  sea  del  grado  que^  fuese ,  se  Ja 
despea  acudfend^AMfor^naciafi'delas  potencias. 

Sea  V*  gr.  a^V^—^  ó  ^-N-¿sr\/jr^  qua- 
arándolo  todo  sale  (a-^-Bfnzx ,  ó  jr  rr:  a  —  2a& 
-+.¿^\  SI  fuese.  \^j?—tf=;A  ).  haré  v^xziza-^iy  y 
¿ubicándolo  iodo,  Jc^i^a-^Y.  Si  firese  ¿w—\/i 
tzíb  ,  sacaré  primero  ax^htz£Vx^  y  quadrándolo 
todo  saldrá  a-x^^  2  aix-^hb-zsx. 

86    Fioalfeiente ,  quáñdo  son  á  un  tiempo  muchas 

las  equiteiones^x  '^  incógnitas  ,  se  reducen  incógnitas 

y  estuaciones  á  sola  und  ^^  súbstituj/endo  en  una  de  las 

iquaciones  el  valor  'expresado'  en  cantidades  conocidas 

de  cada  incógnita ,  menos  una  ^  en  su  lugar, 

Encuéntrome  con  estas  dos  eqiíaciones  ax-^yrrihy 
m^hyzza  ^  QdAít.  una  con  (dos  incógnita3:  x  é  y,.  Pro«^ 
-^nSo^me  eliminar  ó  borrar  una  de  ellas ,  v.  gr.  yi 
despejóla  en  la  primer  equacion,,  y  sacoj^n^ — ax^ 
cuyo  valor  de  y  voy  á  substituir  en  la  segunda  equa- 
cipa  Pero  como  en  <•  esta  b  multiplica  j^  j .  también  b 
üa  dé  multiplicar  b-^axi  executo  esta  multiplica- 
ción ,  y  saco  byztbb — abx  ;  substituyo  , » pues  ,  en 
la  segunda  equacion  en  lugar  de  by  su  valor  bb — abx^ 
mediante  cuya  substitución,  la  segunda  de  las  do$ 
equaciones  primitivas ,  esto  es ,  x-^byzza ,  se  trans* 
forma  en  x-^bb — abxzza^  la  qual  no  lleva  mas  in- 
cógnita que  X 

'•  •  Sí  ^^iera  eUtoidar^^  en  :1a  •  segunda  equacion, 
•  '*^'  '  sa- 
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sacaría  (ksde  luego  su  valor  4e  la  primera ,  trasla« 
jdandoj(,  cuya  transposicioa  daría  axzzh—y  i  désr 
pues  partiría  por  «i  con  la  mira  de  despejar  jp,  j 
saldría  Jr':ií:i'*-=-^  ültimámenté  Substituiría  ^-^=^  en 
lugar  de  ^  en  la  segunda  equacion ,  de  euya  opera* 
cion  saldría  —¿-^^iyzzza  ^  donde  no  hay  mas  in- 
cógnita que^.    \  -    t  .  . 
Si  tuviéramos  lásítrea  eqftaclones  s-^y-^-z-zi-a^ 
^'¥'y*^zzzÁy  -ár-4^jf  +  «:=:ír ,  fodriamos  eiiniinar 
dos  incógnitas,  en  cada  una  por  medio  de  la  substi* 
tucion.  Para  este  fin  tomaríamos  en  la  primera  el 
valor  de  a?  ^  y  áácaríacitoV  xzna  — y-^  z ,'  substt^ 
tuiríamos  a-^j^-^«  en  lugar  de^  45  en  laf  otras  dof 
equaciones,  y  saldpa  a—y—z-^^—z^^b^  a--y — % — 
y+z—c ,  las  quaies  se  reducen  á  a — 'az±b ,  y  a-^ 
2y=c ,  con  sola  upa  incógnita  cada  una.  Si  quisiét 
ramos  que  en  la  pricnera  no  hubiese  mas  ¿nc(^Qita 
que  X,  tomaríamos  élvalpr  de  z  y  el  dé  jr  eii  lap 
otras  dos  equacíones,  aVr^a?— ¿  9  a—áy:=:i: ,  de  don- 
de sacaríamos  desde. Jufígo  trasladando  ,  a—bz:i2z^ 
y  n  —  (T  z.  3j^ ;.  partiendo  ,  después    por  '2   saldría 
í^=: « ,  ^^^=y ;  substituyendo  finalmente  estos 
valores  en  lugar  de  z  éyeti  la  pritiiera  elación» 
6acaríamos^r-f-^^H-^^±íí^  quitando  el  deno^ 
minador  2  ,  y  trasladando  .sale  2xzz2a^a+C — a+^ 
cz^H-r ,  y  partiendo  por  2,^  ar  =  ^% 

Antes  de  aplicar  lo  dicho  hasta  aquí  á  la  resolu* 
cion  de  las  cuestiones  determinadas  de  «primer  grar 
do ,  daremos  algunas  reglas  generales  SQbre  estairpr 
portante  aplicación. 

jídvertencias  acerca  de  la  resoJtscion^  ¡as  cuestianes*^ 

87    £1  qoe  iotentíi  tfisoívet  por^AJgebra  ^úna 

cues- 


rar  atentameuie^sa'inaterftleáaif  y  todaar  suixiDom^' 
t^íi^tais  pBiU'ihdcerstí  ^argo^db.lfaff'jdatdsoqis»  presen^ 
tas  y  de  ia  que  «to  ttuscá.  Logrado  esto ,  desechará* 
todas  las  condiciones  ó  drcuassimciaskjué  rio  teogan' 
rotación '.ó  oonexloo  necesaria' con  laícaotídad  ^e( 
de^ea  hallar/ »DMpuei¿  dará  nombres  áiitedas  iak  can»' 
tidades^que  ii^  áí^  en»arjeei:iet  cálculo  ^  éeail^da^asi 
dckicógmtas^;*H9L]ieM'decifey.iquf  ^^  la¿ 

cantidades ;,  ;d^por  lo  menos  las  (principales  con. otras, 
tdtuas  letras  diferentes^)  comoi  dixímos  , )  esto  es^* 
las  cantidades «  •conoatdasi^  eoh::Tlas..  pdmem  letras: 
^i  ^9^ 7  &^'  deliObecedafío .j^ycias  jtK<%nkas  con  lasi 
ifitimasv^y^^y  ^j^  &ox{oon.lá  foxcika  circupstanda; 
de^eJí^este'eÁ  todoiielrdiscürsó  iteia  .operación .^una* 
misma  «santidad  4rciitt4a:mi8aiafietra¿:.  ?;  r  j.f  :  .  ! 
^  88  Eh'  ,  las-^  cuesdqaes  *  gdiesadts  ^  secá^  luoy  acei>M 
tad<y  hacera  deikiott  y ¿pai(alaói^escnij9ei«la»léahtU 
de  a^^lM/letn|s<^asíinliDlida:/qfi€9(^  récerdábM 
Iks  il  '^^  uittüdkmenbvj(f.rsf^'. Áamáío^.nei ¡Uaniará  /;! 
et  stáo'v  ly  ^  ivekmdad  9  u ;í  elvuempo  i  ^  &ej  :A^ 
Aunque  las  canticUtdesijaean  de:  diferente  le^peeicv 
pueden  figii^afse^ebnnuii  munof^hckbi^ti^jy.  estríes 
h'dotttbii»  mas^^ttim  ^ódbisgradó:de)4nairun¡eai» 
10^/^1'.  S6rípi::'t»idei|prái^  &c». 

Pera  en^ éswiioasiii  se  ^lioQdiá^acséládacjea. expresar  las 
^trsLs  cantidades^  de  la  niíRmx  (es^>eefe!u¿(M»ijsknbcftQsr 
ó  números  prúporcioisalesi^^quÍGr9  ^^ocír  qde^Me!  éj^* 
presará r  dos^  ^ác^^dfi^mofiaMjjkk^fÁoí^^ :^  ^ .-  </.h 
i  89  '('También  Be^üedeqiumedÍB^fgaiaiii4»d»i  de  nná' 
esp^ie  pot  óurtú^xle  espé^  xlifiefeikej.'pn^rcitoa^^ 
fes  con  ^  las  part^  6  gradosi  de  •  las  primqrás. .  Las 
dantidades  ó  grados  de  Aieriía  Vvgr.  se  podrán  txr- 
presar  ó  medir  i^on  linean  fpropcrciohales  CQrprjellai;» 
1g^  cuerp()s)ó>la  eantídisd  4¿^m2aeri»  de  qwetaectpm^? 
I^en'^^  ^^  pesá^.tas^^eh!|2idades^Kpor  los  e^á^^ 
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cioS'> andados  i6a':áeaipos  iguales ;  .y. fiímlcAeote  toda» 
espede  xle.  cossBiyá  cantidades  :conL números.  * 
-  90    Cqdqo:  La/tesidUdon  de  una  cuestión  imaifies- 
tá  tanto  mas  h,  destreza  del  calculador,  quaiitas  roe- 
nos  cantidades  «incógnicas  introduce  al  principio ;  desr 
puqs  dé  señalar  coa*  letras  las  cantidades  principar 
les  ,  dexará:  sin  i  nombre  todas  aquettas  que  fadlaaeof 
te  pueden  ínfe^irsis  dé  las  demás.  Quand^  es^conod^*- 
da!  una  suma  r.  gr.  y. una  de  sus. dos  partes.,  es  miiiy> 
&cU  sacar  la  otra  parte ;.  dadas  las  dps  pacte$,  tanh* 
híen  se  sacará  el.. todo»  Una. vez  que  én  untiüngulo 
rectángulo, ^stéq  fígdrados  dos  de  kSus  lados  con  síttin 
botos  algebráióos ;  e-novs^c  necesitara  jEitmbola  ajg^qo, 
para :; expresar  idi'Qtro  Jkádo^^pues  su  ^presión  sÁtié 
la  suma  :ó  la.  di&rencia  de  los^quadrados  de.  }os  do$^ 
lados  ;  dados  que^sean  los  tees  pámerps  términos  de. 
una  pnapordbat,  í'sérá.&ql  <  expresar^  d  qiiacto  ,  sin 
QecBsi¡dadf/d^.<tifi9uo^s^Alblft;n^^vo•  TodOiestO:  Qiart 
i»i]ésta)lo  qué;uij^>e;i|ira€tibn3!e[^siempre  qu^er  los^var. 
Ipres  de  ülgunas:  oantidaxijB!s.pu(^den  3ac&rs^  4eln^^lor. 
de  las.  otras ^ndiyi,  práctica- proporciona,  el  babee 
píenos  rtécmioos  que  ¿exterminar»  .    •  ; 
^  .91  .  Sne^aladás  qucv  esteo  cotk  letcas  .las,  caotida* 
des ,  í  :és  >  necésadó  -  t^slad^  Ja  cuestkín  dei:  la^  ,lei>-f 
gua^  común  íiá  ^la  <  lenguii  áá  i^lg^boa ;;  i  qpí&CQ  depí r^ 
qu¿  itodaf  suaxoQái«»QS'!sedí)ao?d£>f,*di&ariea  otra% 
tantas  eqi^cionés.  ^araesfose  su|3one  Jbecho^lo  que 
está  por.hacer  f  y  «entonc^^  sin.  distinción  de  can** 
tidades  conocád^^iüici%oitas ,  se  ton^a  una  ,jconp«^ 
oída  :di  iniágQÍca¿:{)aíli-emp$^  fon  MU  qI  cálculo^' 
aquellaique  6e  discúrte  dará;  una  equapion  ipas  seQr> 
cilla ,  ó  :propqrcionaiú  una  resoludon  mas  fácil ,    ó 
será  menos  d^cultosa  de  hallar ,  é  de  expresar  con 
una  .equadon.  Por  lo  q^e^  en  muchos  ca^os  ^u^le. 
traer  cimvi^aieiikcia  !naí«m|]iexar  en  derechura,  el  cátrl 
oído  por  la  captidad  que  jse  busca  >  sino  par  ptca,  Áln 
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la  qual   sea  mas  fácil  inferir  el  valor  de  la  incóg- 
nita. 

92  Por  medio  de  estas  cantidades  introducidas 
desde  el  principio  en  el  cálculo ,  se  sacarán  por  el 
método  sintético  otras ,  de  estas  otras ,  &c.  con  ar-^ 
reglo  á  las  condiciones  de  la  cuestión ,  hasta  conse- 
guir las  equaciones  necesarias.  Aquí  es  donde  im- 
porta atender  con  el  niayor  cuidado  á  la  naturale- 
za y  fin  de  la  cuestión^  calar  todas  sus  circunstan- 
cias ,  y  las  particulares  relaciones  de  unas  cantida- 
des con  otras ;  de  modo  que  solo  este  cuidado  pue^ 
de  proporcionar  el  correspondiente  numero  de  equa^ 
ciones.  Casos  ocurren  sin  embargo  donde  estas  equa- 
ciones no  pueden  sacarse  por  los  términos  de  la 
cuestión  ,  porque  penden  de  propiedades  ocultas  de 
las  cantidades  que  encierra  ;  de  cuyas:  propiedades 
será  preciso  inferir  las  equaciones  ,  aplicando  la  con- 
sideración y  el  discurso  á  la  naturaleza  del  asunto 
que  se  trata.  En  las  cuestiones  numérica^  v.  gr.  se 
aplicará  la  consideración  á  las  propiedades  de  los 
números ;  en  las  cuestiones  geoóiétric^s  ^  á  los  ,  ele- 
mentos de  Geometría ;  en  los  problemas  mecánicos^ 
á  los  principios  de  Mecánica  y  en  las  cuestiones  tri- 
gonométricas ,  á  las  reglas  de  Trigonometría  ;  en 
las  cuestiones  de  Física,  á  las  leyes  del  movimien- 
to ,  &c.  Un  punto  muy  esencial  es  procurar  que 
unas  equaciones  no  pendan  de  otras,  7  que  haya 
tantas,,  quantas  iqcógpitas;  don(k  no  ,  la  cuestión  se-« 
rá  indeterminada. 

93  Una  vez  sacado  el  correspondiente  numero 
de  equaciones  ,  el  asunto  queda  reducido  á  eliminar- 
las una  por  una  hasta  que  no  haya  mas  que  una  so- 
la incógnita  en  la  equacion  final;  en  llegando  la  ope- 
ración á  este  estada,  se  dice  que  la  cuestión  está 
resuelta.  La  exterminacion.de  las  cantklades  ba  de 
empezar  y  como  es  natural ,  por:  las  mas  iacil^  de 
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exterminar ,  quiero  decir  por  las  mas  sencillas  ,  has^' 
ta  que  las  que  quedan  al  último  dan  la  equacion  mas 
sencilla  que  se  pueda ,  ó  mas  sencilla  por  lo  menos 
que  si  para  la  equacion  final  se  quedara  otra  inc(^-^ 
nita.  Claro  está  que  en  quantas  operaciones  se  exe- 
cutan  para  llegar  á  este  paradero  debe  conservarse 
la  equacion  ó  igualdad ,  y  esto  se  consigue  por  los 
principios  y  reglas  dadas  hasta  aquú 

94  .  Por  lo  que  mira  á  la  elección  de  los  térmi- 
nos con  que  conviene  empezar  el  cálculo ,  suele  ser 
tal  la  relación  de  dos  cantidades  con  las  demás ,  que 
qualquiera  de  ellas  da  equacíones  de  todo  punto  se- 
mejantes ,  ó  ,  si  se  hace  uso  de  ambas  ,  sale  una  mis- 
ma equacion  final.  Etitonces  lo  mas  acertado  es  no 
valerse  de  ninguno  de  los  dos  términos ;  sí  de  otro 
tercero  que  tenga  una  misma  relación  con  ambos. 
Tal  es  V.  gr.  la  mitad  de  su  suma  ,  la  mitad  de  su 
diferencia  ^  una  media  proporcional  entre  ellos ;  ü 
otra  canti4^d  comparada  indiferentemente ,  sin  tener 
semejanza, 

95  La.  propiedad  ó  el  tino  con  que  se  expresan 
los  términos ,  suele  abreviar  las  operaciones.  Si  se 
buscan  v.  gr.  dos  números  cuya  suma  ó  diferencia  n 
es  dada ,  traerá  mucha  conveniencia  expresar  los  dos 
números  con  in+a^  in—a. 

Si  se  buscan  números  en  progresión  arismética, 
cuya  diferencia  d  es  conocida ,  será  del  caso  expre- 
sar ios  números  con  a^d^  a^  a^d  si  fuesen  tres; 
y  así  de  los  demás. 

Si  se  buscan  muchos  números  en  progresión  geo- 
métrica ,  se  expresarán  del  modo  siguiente  aa  ^  ae^ 
ecy  si  fuesen  tres ;  ó  de  este  otro  a^^  a^e^  ae\  e^^  si 
fuesen  quatro ,  8tc.  ó  dándoles  otras  expreúones  que 
tengan  tan  pocas  letras  como  quepa. 

96    A  veces  un  problema  para  en  equacíones  tan 
complicadas  9  que  cuesta  mucho  trabajo  eliminar  las 
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cantidades  incógnitas.  En  estos  casos  se  .substituyen 
otras  letras  en  lugar  de  las  sumas  ó  productos  ^  ó 
potencias  ,  &c.  de  algunas  de  las  primeras  cantidades^ 
por  cuyo  medio  se  eliminan  todas  estas ,  y  se  logra  el 
competente  número  de  equaciones*  Mediante. este  ar- 
tificio ,  suele  sacarse  el  valor  de  las  nuevas  cantidad- 
des  por  equaciones  mas  sencillas  y  fáciles ;  conse- 
guido  esto  9  las  cantidades  introducidas  al  principio 
se  determinan  mas  fácilmente.  Estas  nuevas  cantida- 
des se  prueban  para  dar  la  preferencia  á  las  que  su- 
ministren una  equacion  mas  fácil. 

Simplificará  también  muchísimo  el  cálculo  el  re- 
ducir á  sola  una  cantidad  conocida  el  coeficiente  dei 
alguna  cantidad  incógnita  quando  constare  de  mu- 
chas. 

97  Todas  las  advertencias  hechas  hasta  aquí  se 
aplican  á  los  problemas  de  Geometría  igualmente 
que  á  los'  numéricos ;  pero  no  bastan.  Piden  los  pro- 
blemas geométricos  mas  aparato ,  y  también  mas 
trabajo  y  destreza.  Por  decontado  es  preciso  trazar 
una  figura  ajustada  á  las  circunstancias  de  la  cues- 
tión ;  tirar  v.  gr.  lineas  rectas  y  lineas  paralelas  ó 
perpendiculares  á  otras ,  ó  á  puntos  dados ,  ó  que 
pasen  por  puntos  dados ;  trazar  triángulos  semejan- 
tes unos  á  otros.  Todos  estos  son  preparativos  fun- 
damentales para  resolver  el  problema,  en  los  qua- 
les  siempre  debe  procurarse  resolver  la  figura  en 
triángulos  semejantes  ,  en  triángulos  rectángulos ,  ó 
en  triángulos  .dados.  Después  se  toma  por  incógnita 
aquella  linea  que  se  discurre  proporcionará  una  equa* 
don  mas  sencilla.  Porque  el  cálculo  debe  empezarse 
con  una  cantidad  conocida  ó  incógnita  i  por  medio 
de  la  qual  se  irá  buscando  sintéticamente  lo  demás. 
En  general ,  señálense  con  letras  las  cantidades  mas 
próximas  á  las  partes  dadas  de  la  figura ,  por  me- 
dio de  las  qiiales  puedaa  hallarse  las  demás  partes 
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contiguas ;  v.  gr.  en  los  triángulos  se  tirará  una  per* 
pendicular  desde  el  extremo  de  un  lado  opuesto  al* 
ángulo  dado.  Una  vez  hechas  estasr  preparaciones^ 
conforme  tenga  por  mas  conveniente  el  calculador 
para  sus  fines  9  y  la  resolución  del  problema ,  pro- 
seguirá su  cálculo  sujetándose  á  la  naturaleza  y  pro- 
piedades de  las  lineas ,  y  á  las  condiciones  de  la 
cuestión ,  procediendo  de  las  cantidades  que  hubiese 
tomado  á  otras  cantidades,  según  pida  la  relación 
de  las  lineas ,  hasta  sacar  dos  valores  de  una  misma 
incógnita ,  ó  dos  expresiones  diferentes  de  una  mis« 
ma  'cantidad ,  con  las  quales  formará  una  equacíon. 
I^os  principios  generales  para  entablar  esta  compa* 
ración ,  son  la  adición  ó  sustracción  de  las  lineas^ 
que  darán  su  suma  ó  diferencia ;  la  proporción  en- 
tre las  lineas  ,  que  se  infiere  de  los  triángulos  seme- 
jantes, mediante  la  qual  dados  tres  términos  se  sa- 
ca el  quarto ;  la  adición  ó  sustracción  de  los  qua- 
drados  en  los  triángulos  rectángulos ,  de  los  quales, 
dados  dos  lados  ^  se  halla  sobre  la  marcha  el  ter- 
cero. La  doctrina  de  las  proporciones ,  igualmen- 
te que  todas  las  proposiciones  de  Geometría  adap- 
tables á  la  cuestión ,  como  las  demostradas  en  el 
Tomo  L  y  otras  muchas,  según  los  casos.  Con  el 
auxilio  de  estos  principios,  y  un  discurso  muy  se- 
guido y  encadenado,  se  hallarán  tantas  ecuaciones 
quantas  incógnitas  hubiere ;  y  halladas  estas  equa- 
ciones ,  se  mudará  de  rumbo ,  para  exterminar  las 
cantidades  superfluas ,  y  sacar  la  raiz  de  la  ultima 
^uacion. 

98  Si  el  rumbo  que  se  tomó  al  principio  para  la 
resolución  del  problema  encaminare  á  equaciones 
xnuy  altas  ó  surdas ,  trazará  el  calculador  otras  fí* 
guras  9  y  empezará  otra  vez  el  cálculo  hasta  encon- 
trar UQ  método  tan  elegante  como  posible  sea.  Porr 
que  el  principal  artificio  de  la  resolución  de  los  pro^ 
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bleititsy  está  en  señalar  las  posiciones  con  tal  tíne 
que  la  resolución  pare  por  último  en  una  equacioa 
tan  sencilla  como  elegante;  habiendo  métodos  que 
proporcionan  equaciones  y  resoluciones  mas  intrin- 
cadas unas  que  otras.  Todo  esto  lo  enseñará  la  pric* 
tica  y  experiencia ,  porque  las  reglas  generales  no 
pueden  solas  infundir  la  destreza  üe  hallar  los  me- 
dios mas  sencillos  y  las  resoluciones  mas  fáciles. 

99  Digamos  algo  del  caso  en  que  haya  dudas 
acerca  de  la  cantidad  que  se  ha  de  buscar  ó  tomar 
por  incógnita,  de  forma  que  salga  la  equacion  mas 
sencilla.  Supongo  que  se;%  x  la  incógnita  de  la  equa- 
cion final  j  tomo  otra  incógnita  y  que  reze- 
lo  ha  de  proporcionar  una  equacion  mas  sencilla; 
formo  una  equacion  entre  x  é  y;  si  y  fuese  enton- 
ces de  potencia  tan  alta  como  j?,  la  equacion  fi- 
nal coa  y  será  tan  alta  como  la  equacion  final 
con '  X. 

O,  después  de  formar  equacion  entre  x  i  y^ 
substituyo  en  lugar  de  x  su  valor  en  y  en  la 
equacion  final  con  x ;  indago  que  potencia  de  y 
saldrá  de  aquí,  sin  empezar  otra  vez  el  cálculo 
con  j^ ;  si  la  equacion  entre  x  i  y  no  fiíese  simple, 
convendrá  eriipezar  de  nuevo  el  cálculo  con  y. 

O ,  si  hubiese  diferentes  incógnitas ,  y  no  se 
conoce  qual  dará  la  equacion  mas  seaciila;  señá- 
lense todas  con  letras ,  y  háganse  otra$  tantas  equa- 
ciones ;  elimínense  aquellas  cuya  eliminación  sea  mas 
fácil ,  y  se  lograrán  por  la  mayor  parte  equacio- 
nes mas  sencillas. 

Finalmente ,  una  vez  hallada  la  equacion  final^ 
saqúese  su  raiz ,  y  quedará  resuelta  en  números  la 
cuestión. 

ICO    En  toda  cuestión  los  números  dados  pue- 
den tomarse  á  arbitrio ;  pero  las  mas  veces  están 
ceñidos  dentro  de  señalados  límites ,  los  que  se  co- 
Tm.  n.  D  no- 
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nocen  comunmente  por  los  teoremas  6  proposicio 
nes  que  pueden  inferirse  de  la  resolución  de  la 
cuestión. 

A  veces  la  equacion  donde,  está  la  cantidad  que 
se  busca  ,  lleva  también  mra  incógnita ,  que  con- 
viene eliminar  y  cuya  exterminación  la  levanta  á 
alguna  potencia  mas  alta :  si  esta  otra  incógnita  se 
halla  solo .  en  pocos  términos ,  y  estos  muy  peque- 
ños respecto  de  los  demás,  se  adivinará  próxima- 
mente su  valor ,  y  se  substituirá  en  su  lugar ,  lo 
que  alterará  poco  la  equacion  ,  suponiendo  mjuy 
aproximado  su  valor  supuesto.  Sacando  después  la 
raiz  de  la  equacion ,  saldrá  próximamente  el  valor 
de  la  otra  cantidad  incógnita.  Se  buscará  después 
en  la  equacion  otro  valor  mas  aproximado  de  la 
segunda  incógnita ,  se  hará  otra  vez  la  extracción 
de  la  raiz  de  la  equacion ,  &c. 

El  valor  aproximado  de  la  segunda  cantidad  se 
adivinará  las  mas  veceá  por  medio  de  las  condicio- 
nes de  la  cuestión ,  y ,  si  fuese  geométrica ,  por 
las  circunstancias  de  las  figuras^ 

Resolución  de  algunas^  cuestiones  determinadas 
de  primer  grada. 

Kii  En  las  operaciones  que  requieren  cálculos 
prolijos  es  necesario  manifestar  como  se  originan 
unas  de  otras  las  varias  equaciones  que  encaminan 
el  calculador  á  la  equacion  final.  Si  esto  se  hicie- 
ra coa  palabras ,  sería  las  mas  veces  un  trabajo 
fastidiosísimo  i  por  cuyo  motivo  lo  daremos  á  co- 
nocer en  la  resolución  de  muchas  cuestiones  coa 
signos  particulares. 

Al  lado  izquierdo  de  las  equaciones  conforme 
rayan  saliendo  sentaremos  los  ntímeros  1,2,  &c 
y  á  mano   izquierda    de  los   números  pondremos 
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signos  ^- ,  — ,  X  &c  que  señalarán  si  la  equacion 
se  compone  por  adición  ^  sustracción  9  multiplica*- 
cion  9  &c.  de  otras  cantidades  ü  otras  equaciones» 
Véase  el  exemplo  siguiente  y  su  explicación. 


Sea    1 

I 
2 

1+2 

3 

i-^a 

4 

1X3 

5 

i-*a 

6 

I  V 

.  4(y 

.  3+7 

3x5 

3+(4) 
4^(4) 

1 

9 

10 

II 
12 

9— y<n-e 

13 

a  —  e  ir  c 


2azzb  -^  c 
2ezib  —  c 
^aa  —  eezz  be 


V(a^e)-Vb 
^e  =z  bb —  2bC'^cc 

2a^ — 2ae^  =  bbc — bcc 
2^4-4  =  í+c+4 


,b—c 


2a  —  b-H+Vb-^Via^é) 
b+c  —  b^-c-^Vb—^Via-^e). 


Explicación  de  los  signos. 

1+2  puesto  á  la  izquierda  del  3  slgñifícá  que 
la   tercer  equacion    se  saca    sumando    la    segunda 
con  la  primera,  i — 2   á  la  izquierda  del  4  signifi- 
ca que  la  quarta  se   saca  restando  la  segunda  de 
la  primera.   1x2  puesto  al  lado  de  la  quinta  equa- 
cion señala  que  esta  es  el  producto  de  la  prime-*- 
ra  per  la  segunda.   1-5-2  quiere  decir  que  la  sexta 
equacion  nace  de  la  división  de  la  primera  partida 
por  la  segunda,  i  con  V  al  lado  demuestra  que  la 
iptima  equacion  es  la  raiz  quadrada  de  la  primera. 
;  con  (    y  al  lado  de  la  octava  significa  que   está 
5  la  quarta  equacion  elevada   á  la  segunda  poten* 
¡a ;  34-7  es   la  suma  de  la  tercera  y  la  séptima; 

D2  4 


{ 
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4  X  ^ )  señala  el  producto  de  la  quarta  por  la  qum- 
ta ;  3-f(4)  es  la  tercera  equacloa  i  la  qual  se  ha 
añadido  4;  4 -4- (4),  es  la  quarta  equacion  partida 
por  4  j  9 — Vü'^e^  es  la  novena  de  la  qual  se  ha  res- 
tado Va+e;  finalmente  3=13  significa  que  la  14  equa- 
cion procede  de  la  igualación  del  segundo  miembro  de 
la  tercera  equacion  con  el  segundo  miembro  de  la 
equacion  13. 

102  A  fin  de  que  se  entienda  mejor  la  resolución 
de  algunas  cuestiones ,  hemos  de  recordar  algunas 
propiedades  de  las  progresiones  arisméticas  y  geomé- 
tricas ,  de  las  quaies  inferiremos  otras  que  nos  ha« 
rán  al  caso* 

Por  la  naturaleza  de  la  progresión  arismética  que 
dimos  á  conocer  en  los  principios  de  Arismética,  son 
progresiones  arisméticas  las  quatro  series  siguientes» 

-^o.      a.      2a.     J^a.      44.      ga.      6tf  &c.  creciente. 
-rO.  — a.  ^^za^  — 3<í-  — 4^ .  — S^i*  — 6j  &c. decreciente* 

^a  .  a-^d.  a-^^d.  a-h^d.  a+^d.  a-hgd .a^6d  &c.  cree** 
-f-a  .  a—d .  a^2d  ^  a—^d  .  a — ^  .  ¿r— grf  •  a— 6¿  &c.  decr.^ 

103  Aquí  se  vé  á  tas  claras  i.^  que  si  en  quatquie- 
ra  de  kts  quatro  progresiones  se  toman  tres  términos 
inmediatos.,  estén  donde  estuvieren ,  la  suma  délos 
extremos  será  dupla  del  término  medio. 

2.^  que  si  se  toman  quatro  términos ,  la  suma 
de  los  extremos  es  igual  á  la  suma  de  los  medios. 

104  Luego  si  los  términos  de  la  progresión  fuesen 
pares ,  kt  suma  de  los  extremos  siempre  será  igual 
á  la  suma  de  bs  dos  medios  equidistares  de  los 
extremos.  En  la  tercera  de  las  tres,  progresiones 
V.  gr.  a-^a^sd—  a4-¿+^-h4rf=:tf-h2rf-htf-+-3í¿ 

105  Por  consiguiente ,  si  se  multiplica  la  suma  de 
los  extremos ,  esto  es  ^  del  primer  y  láltinoa  térmt* 
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fifr  iélai  progresión  por  el  numero  de  sus  térmiñbs, 
jú  producto  será  duplos  de  la  suma  de  los  térmi^ 
nos  de  la  progresión.  Porque  tomar  la  suma  de  los 
extremos  tantas  veces  quaotos  términos  hay  en  la 
progresión ,  es  tomar  el  duplo  de  sus  términos* 

1 06  Sigúese  de  aquí  que  si  llamamos  a  el  primer 
término  de  una  progriesion ,  í^  el  último ,  i/  la  di«- 
ferénCia  ^  n  el  número  de  los  términos-,  y  .r  su  sur 
'ma  ,  será  (an-í/)  x  «  =  2  j  ,  y  ^^:^:^  rr  x* 

107  También  es  facilísimo  de  manifestar  9  y  sé 
sigue  inmediatamente  de  la  formación  de  toda  pro- 
gresión arísmétic^  creciente,  que  el  último  término 
es  la  suma  del  priniero  n  y  de  tantas  vepes  ,1a  di- 
ferencia d^  quantos  son  los.  términos ,  menos  uno, 
ó    tomada    n  —  i  veces.    Por    manera  que  u  zza 

•  ^-(«— i)á. 

108  Luego  tt— n  zr  {n — i)d  j  quiero  decir ,  que  la 
diferencia  que  va  del  último  término  de  la  progre- 
sión al  primero,  es  el  producto  dé  la  diferencia 
d  multiplicada  por  el  número  dé  los  términos,  me- 
nos la  unidad. 

Luego  ¿=^^-. 

109  De  lo  dicho  en  la  Arismética  acerca  de  la 
progresión  geométrica  se  sigue  que  son  progresiones 
geométricas  las  dos  series  siguientes* 


{ 


-rfi  :,  a  :    0}  :   a^ :    a^ :   a^  i   a^  &c* 
irai  aqi  aq" :  aq^  :  aq^ :  aq^ :  aq^  &c* 


Pues  si  se  parte  cada  término  por  su  inmedia-^ 
to  siempre  saldrá  un  mismo  cociente.  Si  cada  tér- 
mino de  la  primer  progresión  se  parte  por  su  in- 
mediato antecedente,  el  cociente  seráü  ;  si  se  le  parte 
por  su  inmediato  consecuente,  el  cociente  será  -^-^ 
.  Tom^II.  D3  En- 
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En  la  segunda  prí^resion,  el  cociente  de  cada,  térv 
mino  por  su  inmediato  antecedente  es  q;  ú  cociente 
de  cada  término  por  el  que  se  le  sigue  es  •^. 

lio  En  ambas  progresiones  es  de  notar ,  y  se  de- 
mostró generalmente  en  otra  parte ,  que  cada  térmi- 
no es  el  producto  del  primero  por  una  potencia  del 
exponente,  cuyo  grado  tiene  tantas  unidades,  me- 
nos una,  quantos  términos  hay  en  la  progresión 
hasta  el  término  que  se  considera ,  inclusive.  Lue- 
go siendo  n  el  numero  de  los  términos  de  una  pro- 
gresión geométrica;  ii,  el  primero;  i^,  el  ultimo^ 
9 ,  el  exponente  ,  ?erá  u  =  aq'~^. 

111  De  la  naturaleza  de  la  progresión  geomé- 
trica se  sigue  I.®  que  si  tres  cantidades  están  en 
progresión ,  el  producto  de  los  extremos  es  igual  al  ^ 
quadrado  del  término  medio ;  2.°  que  si  quatro 
cantidades  están  en  progresión ,  el  producto  de  los 
extremos  es  igual  al  producto  de  los  medios.  Por- 
que, por  formar  progresión  las  quatro  cantidades, 
la  misma  razón  ha  de  haber  entre  las  dos  prime- 
ras, que  entre  las  dos  últimas.  Todo  esto  quedó* 
ya  probado  en  otra  paite^ 

1 12  Luego  quando  los  términos  de  una  progre- 
sión geométrica  son  pares ,  el  producto  de  los  dos 
términos  extremos  es  igual  al  producto  de  otros 
dos  términos  equidistantes  de  los  mismos  extremos* 

113  De  la  naturaleza  de  toda  progresión  geomé* 
trica  se  sigue  que  todos  los  términos  menos  el  úl- 
timo son  antecedentes,  y  que  todos  los  términos 
menos  el  primero  son  consecuentes.  Luego  si  llá- 
manos s  la  suma  de  todos  los  términos  de  la  pro- 
gresión y  a  el  primer  término  ^  q  el  exponente ,  u 
el  último  término,  será  s — u  :  s — a  ::  a  i  aq.  Por- 
que dexamos  probado  en  la  Arismética  que  quan- 
do hay  muchas  cantidades  en  proporción  la  suma 

de 
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4c  los  antecedeotes  9  es  á  la  suma  de  io%  come»- 
cuentes ,  como  un  antecedente  á  su  consecuente. 
1. 1 4.     Si  en  lugar  de  u  substituimos  iií*~*  su 

igual  (lio),  saldrá  s—aq''  ' :  j— tf  ::  a:  aq  j  dé 
donde^  con  multiplicar  extremos  y  medios,  sale  sa—aa 
zzsaq — a^q" ;  luego  ,  trasladando,  u'q'^'^aítzuzsím 

-—say  6  aq^^azzzsq-^s  ^  partiéndolo  todo  por  tf, 

tfí" — a 
y  últimamente  x  rz • 

lis.    Cuestión  i.  Dada  la  suma  ti  y  la  diferemia 
4.  di  dos  tantidades  ^  bailar  el  valor  de  cada  umu 

sean  las  dos  canddades  x  é  y^ 

txzza-^d 
^yzza-^d 
x: 


s 


^+3 

Esto  quiere  deck  que  de  dos  cantidades  una 
mayor  que  otra ,  la  mayor  vale  la  mitad  de  la  su- 
ma de  ambas ,  mas  la  mitad  de  su  diferencia ;  y 
la  menor  vale  la  mitad  de  la  suma  de  ambas ,  meó- 
nos la  mitad  de  su  diferencia.  Ya  quedó  probado 
e;n  la  Trigonometría. 

116    Cuestión  a.  Hallar  m  námerú  el  qual  res^ 
todo  de  10  quede  ig. 


Sea 


X  el  tal  número 
10— 4r  =  15  cuestíoQ 
10— I5  =  j; 

£ste  valor  negativo  de  x  manüiesta  que  ia  cues- 

D4  tion 


a  trasladando 
3  reduciendo 


'rJ 
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tíon  se  ha  de  proponer  al  revés,  en  estos  térmi* 
nos. 

117  Cuestión  3.  Hallar  un  námero  elqiial^  aha^ 
dido  á  10 ,  sea  15  la  suma. 

Sea  I  I  ¿r  el  número 

^      será     2  lO-Hjm  15  cuestíoa 

®  trasL    3  xzzi^ — 10 

3  red.    14  jr  =  s 

*  Esto  acaba  de  manifestar  lo  que  dexamos  dicho 
en  la  Arismética  (I.  32)  acerca  de  las  cantidades  po- 
sitivas y  negativas  y  y  que  concepto  debe  formarse 
de  las  cuestiones  cuya  resolución  da  negativo  el  va- 
lor de  la  incógnita* 

118  Cuestión  4.    Manifestar  hs  fundamentos  y 
la  práctica  de  la  regla  de  compañía. 

La  regla  llamada  de  compañía  sirve  para  ave- 
riguar la  parte  que  toca  de  la  pérdida  ó  ganan- 
cia á  cada  uno  de  muchos  compañeros  que  han  jun- 
tado sus  caudales  para  alguna  especulación  de  co- 
mercio ,  á  proporción  de  la^  puesta  ó  caudal:  de 
cada  uno.  ^ 

La  regla  de  compañía  puede  ser  simple  6  sin* 
tiempo ,  y  compuesta  ó  con  tiempo. 

La  regla  de  compañía  sin  tiempo  es  quando  las 
puestas  de  todos  los  asociados  permanecen  un  mi^ 
mo  tiempo  en  el  caudal^  capital  ó  puesta  común.: 
Claro  está  que  para  sacar  la  parte  que  correspon- 
de á  cada  compañero  de  las  pérdidas  ó  ganancias^ 
hay  que  atender  á  sola  una  circunstancia ,  esto  es, 

4  )a .  cíintidad  de  su  piiesta  9  por  cuyo  motivo  la  re- 
gla es  regla  de  compañía  simple.  Para  hallar  la  par- 
te que  le  toca  á  cada  asociado  de  lo .  que  la  com- 
pañía ha  ganado  ó  perdido ,  hemos  de  compa- 
rar la  sujcna  de  todas  las  puestas ,  ó  la  puesta  to^ 
tal  9  con  toda  la  ganancia  ó  pérdida;  pues  lo  que 
la  primei:  suma  es  respecto  de  la  segunda  ^  k  pues- 
ta 
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ta  de  cada  asociado  será  respecto  de  la  parte  que 
4e  cabe  en  toda  la  gaoanda  ó  pérdida;  ó,  lo  que 
«s  lo  propio  j  lo  que  sea  cada  puesta  particular  en 
4a  suma 'de  las  puestas  ,ba  de  ser  cada  ganancia 
ó  pérdida  en  el  todo  de  las  ganancias  &  pérdidas* 

La  regla  de  compañía  compuesta  ó  con  tiempo 
se  verifica  quando  no  permanecen  un  mismo,  tiempo 
en  el  caudal  común  los  caudales  ó  puestas  particu- 
lares. iPara  hacer  con.  equidad  el  repartimiento  de 
las  ganancias  ó  pérdidas  ^  es  preciso  atender  á  la 
puesta  de  cada  compañero ,  y  al  tiempo  que  la  tuvo 
pn  el  Ibñdo  común «  por  cuyas  dos  circunstancias  la 
regla  es  regla  de  cpnipañía  compuesta. 

Toda  regla  de  compañía  compuesta  se  reduce 
í^  la  de  compañía  simple,  mediante  lo  qual  se  resueU 
ven  todas  por  un  mismo  método  las  cuestiones  que 
corresponden  á  ambas  reglas»  Con  ett^  fin  se  mul- 
tiplica cada  puesta  por  el  tiempa ,  sean  años  ^  me^ 
ses  &c;  que  se  queda  en.  el  fondo  común  ;  sáman-^ 
se  después  unos  con  otros  los  productos ,  se  com- 
paran con  las  ganancias  ó  pérdidas ,  y  finalmente 
se  concluye  la  operación  del  mismo  modo  que  quan« 
do  la  regla  es  sin  tiempa  Esto  ptresupuesto. 

119  Cuestión  $.  Partir  un  námero  conocido  a  en 
tres  partes  que  tengan  unas  con  otras  la  misma  razón 
que  las  cantidades  m,  ^^^P>  ^^^o.  es  y  taies  quet 
sea  la  primera  á  la  segimda ,  como  m  es  d  n^^y 
ia  primera  d  la  tercera  j  como  m  es  d  p^ 
Llamo  X  la  primer  parte 


4XMI 


2 

3 
4 

6 


m  :  n  ::  ^  :  ^  "1 
m  :  p  ::  x  i^  \ 

m  m 

mx-^nx+pxzzma 


cuestioa 
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Para  apücar  esta  resolución  general  á  un  cBBb 
particular  de  la  regla  de  compañía  sin  tiempo^  suf 
pondremos  que  tres  mercaderes  han  hecho  rompa*- 
nía  cuyo  caudal  es  de  96. pesos;  la  puesta. del  pd* 
mero  es  24%  la  del  segundo  32  ,  y  la  del  tercero 
40^;  las  ganancias  de  la  compañía  montan  12  pe- 
sos ¿quanto  corresponde  á  cada  uno? 

Aquí  4=12,  m=:24,  11=32,  p  =  4a  Lue#» 

go^  =  i;:;:;;^=:i:-í^^r^  parte 

del  primero  ,  ó  valor  de  x  ,  cuyo  valor  substitui- 
do en  las  expresiones  ^  y  ^  ,  dará  ^  zi  ^*  z:r  4^ 

parte  del  segundo  mercader  i  ^£^  =:  ^^=:  5  j  par- 
te del  tercer  asociado ; 
Livego  han  tocado 

Al  primer  compañero. 3^ 

Al  segundo. •  .  •  .  4 

Al  tercero  »•..•• $    - 

cuyas  partidas  componen  el  total  de  la  ganancia. 

Supongamos  ahora  que  tres  mercaderes  forman 
una  compañía ,  poniendo  el  primero  65  pesos ,  que 
están  8  meses  en  el  caudal  común ;  el  segundo 
pone  78  pesos  ,  que  dexa  12  meses  en  el  caudal 
común ;  y  el  tercero  pone  84  pesos  ,  que  quedan  6 
meses  en  el  fondo  común  ;  las  ganancias  ascienden 
á  166  pesos  j  ¿que  parte  corresponde  á  cada  níer- 
cader? 

Para  reducir  esta  cuestión  á  una  regla  de  tres 
simple,  se  ha  de  multiplicar  por  8  la  puesta  del 
primero ,  la  del  segundo  por  12  ,  y  la  del  tercero 
por  6 ,  con  lo  que  las  puestas  serán  52Q ,  936  y 
504,  cuya  suma  es  1960.  Será  por  consiguiente 
«1  =  65x8  =  520,  n  =  78x  12  =  936,^  =  84x6 
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=5^4  T  *'=  '^^'   Luego  »  = 


— I*!lí^5_,  ~  ?Í3*o  _         g      Mr         936.x44.oe»  -- 

Sio-t-936-4-5tf4  »**•  —  '♦■■^J^'f''      Ja   —  g^         — • 

Luego  han  tocado 
:  Al  primer  compañero.  •  x  zz  44,0408 

Al  segundo.  .  •  •  .  •  ~=:f9,2734 

Al  tercero.    .    .   .  .   .^  =  4256856 

Quemontam^  ......    165,9998 

cuya  suma  algo  discrepa  de  «la  verdadera  por  causa  de 
los  quebrados,  pero  discrepa -una  cantidad  despreciable. 
MO    Cuestión  6.   Manifestar  ¡os  fundamentos  y 
la  práctica  da  lOr  regla  de  falsa  posición. 

Sirve  esta  regla  para  resolver  cuestiones  perte* 
medentes  &  la  regla  de  compañía ,  de  cuya  regla 
se  diferencia  en  que  aquí^  no  se  toman  las  partes 
proporcionales  conforme  las  da  la  cuestión ;  pero 
^  toma  una  á  arbitrio,  haciendo  un  supuesto  Bu- 
so,  á  la  qual  van  subordinadas  las  demás  ,  con 
arreglo  á  los  términos  de  la  pregunta  $  lo  que  fa- 
cilita mucho  el  cálculo. 

Este  es  el  camino  que  siguen  para  resolver  las 
cuestiones  peculiares  á  la  regla  de  falsa  posición, 
los  Escritores  de  Arísmética.  Por  Algebra  se  resuel- 
ven con  mas  fiídüdad  y  brevedad,  conforme  lo  ma- 
nifestaremos aquí  en  un  par  de  eitemplos ,  y  en  otros 
muchos  mas  adelante. 

121     Cuestión  7.  Hallar  un  náfkero  tal ^  que  la  su^ 
ma  de  su  ^  ^  su  \  ^  sus  ^  sea  808. 

1  Llamo  X  al  niímero  que  se  pide 

2  |jr-»-|jr-i-4¿rc:4?^x=:8ó8  cuestión. 
2X(í05)      3     lOíjrr:  84840 

3-5-(íoi)   |4|jf:-840 

Cues- 
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1122  Cuestión  5-  Partir /^20^^  entr^  Ufes  compane-- 
ros ,  que  al  segundo  le  toquen  40  *"•  mas  que  al^primerOj 
y  al  terceto  80"  mas  que  al  primero. 


Sea 


4  trasL 
5-(3) 


^  la  parte  del  primero 
x-^AO  la  parte  del  segundo  > 
^+80  lá  parte  deF  tercero'r"^^^" 
3^+120=7^0  cuestión 
34;zi720— 120  =  600    . 

XZZ^P-  ÍZ200   * 


.Luego  la  parte  •del  «primero.  •  tz  200  * 
La  .del  segundo  •  .  .i, .  •  ..-.  •  .  c:  340 
La  del  :j;ercerj0,  ¿i.  .•  .  .  .  ...  .  =i28o 


Cuyas  tres  partidas  montan 720  , 

la  captádad.que  se,  babia  de  repartir. 

. .,  123  .  Que§tiop  19. ;  Manifestar  los,  fundamenta  j 

¡a  prÁctka  d^ -Mí regla  de  do^  falsas  posiciones.  \\    ;- 

Primero  daremos  á.  conpc€r  por  .medio  de  na 

^xemplo  muy  sencillo  tn  que  consiste  esta  regla  ^  pa- 

jra  cuya  práctica  se  han  de  hacer  dos  supuestos  fabos. 

._  Se.;  rae  piden  dos  nproeros  cuya  suma  sea  13 ^  y 

.la  diferencia  5.         *  .     .      ^     .  ,» 

Supongo  que  el  qiénot  d^  .los  dos  números  sea  2; 
jel  mayor  será  7  ,  y  la  suma  de  los.  dos  g.  Por  consta 
^uiente  hay  en  este  supuesto  4  de  equivocación ,  que 
faltan  ps^ra  que.  la.  suma  de  los  dos  nünieros  sea  13^ 
76  hay, en  e^terSwpiíesto  r-4  d?  ?qiuivpcacion*  Sijpongo 
después  que  el  número  menor  sea  3  9  el  mayor  seca;  89 
•4ít  siiraa  lí  »  y  habrá  una  equivi^cacion  de  -u2.Sé  por 

otra  parte  que  el  numero  que  busco  es  -V ^I^^t 

=  4  0^5)  1  y.  veo  que  la  primera  equivocación  se  ha 
á  la  segunda ,  como  la  diferencia  entre  el .  primer  nú- 
mero supuesto ,  y  éí  niépe|[0  que  busco  >  esto  e$  4}^  es 
á  la  diferencia  entre  el  segundo  Qúmeré  e^upuestp.,  y  gl 

mis- 
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mismo  número  que  busco  j  porque  — 4  :  — -2  ::  2  :  i. 
Vamos  á  dar  un  método  general  para  hallar  en  este 
caso  el  número  que  se  busca. 

Llamóle  x  i  a^  t\  primer  número  supuesto;  b ,  el 
segundo  í  c ,  la  primera  equivocación  ;  rf ,  la  segunda. 
Digo ,  pues ,  que  mientras  hubiere  proporción  entre 
los  errores  y  las  diferencias  indicadas ,  tendremos 
€  :  d  ::  x — a  :  x — b^  y  por  consiguiente  xz=i^^^. 
Luego  se  ha  de  multiplicar  cada  número  supuesto  por 
la  equivocación  que  corresponde  al  otro ,  y  dividir  la 
diferencia  de  los  dos  productos  por  la  de  los  errores 
quando  llevaren  un  mismo  signo ;  y  si  los  dos  errores 
llevaren  signos  contrarios ,  se  partirá  la  suma  de  los 
productos  por  la  suma  de  los  errores.  Porque  si  fuera 
d^  V.  gr.  negativa,  la  fórmula  sería  x=:— ^í. 

Quando  ninguno  de  los  dos  números  supuestos 
es  el  que  se  busca ,  se  puede  abreviar  la  operación, 
averiguando  qué  corrección  se  le  debe  hacer  para  que 
salga  el  número  que  se  busca.  Para  lo  qual ,  llame- 
mos y  esta  corrección ;  ¿ ,  la  menor  equivocación; 
* ,  el  número  del  qual  resulta  ,  y  quédese  lo  demás 
lo  propio  que  antes.  Es  constante  que  si  fuese  b  me- 
nor que  Xj  tendremos  *-+-j^=:jr=:^j»  Luego  en 
este  caso  jí=:  ^-^^^5  pero  si  fuese  b  mayor  que  x:^ 

sería  b^y=ix=^^,  é  y^^^.  Quiero  de- 
cir que  en  ambos  casos  se  ha  de  multiplicar  la  diferen- 
cia de  los  dos .  números  supuestos  por  la  menor  equi- 
vocación ,  y  dividir  su  producto  por  la  diferencia  de 
los  errores  quando  son  de  un  mismo  signo ,  ó  por 
su  suma  quando  llevan  signos  contrarios.  Aclaremos 
esto  con  un  par  de  exemplos. 

I.  He  recibido  un  oficial  holgazán ,  y  ,  con  la 
mira  de  estimularle  al  trabajo  ^  le  ofrezco  15  rea-- 
ks  cada  dia  que  trabaje  y  con  la  condición  de  que  ca^ 

da 
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da  día  que  huelgue  no  solo  no  le  daré  fiada ,  sino  que 
él  me  doí'á  8  reales.  JIjástole  la  cuenta  al  cabo  de  ig 
dias ^  y  alcanza  iio  reales \  iquantos  dios  trabajó^ 

Supongo  que  trabajó  6  dias ;  en  este  supuesto 
DO  le  tocará  cobrar  mas  que  i8  reales.  Hay,  pues, 
un  error  de  92  por  falta ,  y  es  señal  de  qué  ha  tra- 
bajado mas  de  6  días. 

Supongo  después  que  ha  trabajado  12  días ;  en 
este  supuesto  alcanzaría  156  reales.  Hay,  pues  ,  un 
error  de  46  por  sobra ,  y  por  consiguiente  los  erro- 
res llevan  signos  diferentes. 

Dispongo ,  pues ,  los  números  supuestos ,  y  las  di- 
ferencias como  sigue: 

6  12 

—92  +46 

Multiplico  el  primer  número  por  la  segunda  equi- 
vocación ,  y  él  segundo  por  la  primera ,  y  dividiendo 
la  suma  1380  de  los  dos  productos  por  138  suma  de 
los  dos  errores ,  saco  10  que  expresa  los  días  que  el 
oficial  trabajó. 

Si  después  de  verificar  con  el  primer  supuesto 
que  el  oficial  trabajó  mas  de  6  dias ,  supusiera  qiie 
trabajó  9 ,  sería  también  negativo  el  segundo  erroc 
23 ,  y  en  este  caso 

6  9 

—92  —23 

Multiplicando  los  números  por  los  errores ,  confor- 
me se  dixo ,  y  dividiendo  la  diferencia  690  de  los 
productos  f.  por  la  diferencia  69  de  los  dos  errores^ 
sacaría  también  10. 

IL*  De  dos  jugadores  el  mas  diestro  ha  puesto 
12  reales  contra  o  cada  juego  ;  después  de  io  jue^ 
gos  ,  el  otro  le  paga  20  reales.  iQuantos  juegos  ga-- 
nó  el  primero} 
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Si  hubiera,  ganado  6 ,  el  otro  hubiera  ganado  4 
juegos ,  y  estarían  én  paz  i  hay,  pues ,  un  error  de 
— 20.  Si  hubiera  ganado  8  iuegos ,  el  otro  hubiera 
teñido  que  darle  40  reales«  Hay ,  pues ,  una  equi- 
vocación de  +20. 

6  8 

—20  4-20 

Parto  280  sunia  de  los  productos ,  por  40  suma  de 
los  errores  y  y  saco  que  el  segundo  jugador  mas  dies- 
tro ganó  7  juegos. 

Como  ninguna  de  los  dos  números  supuestos  es 
el  verdadero  ^  y  la  diferencia  es  2 ,  la  multipiico  por 
— 2Q  ó  '4-20 ,  pues  son  iguales  los  dos  errores  ,  y 
no  hago  caso  de  sus  signos  al  executar  la  multipli- 
<:acion  y  la  división,  y  parto  el  producto  40  por  la 
suma  de  las  equivocaciones  que  también  es  40;  la 
corrección  es  aquí  i  y  añadida  á  6 ,  ó  quitada  de  8, 
dá  7»  El  cociente  señala  la  corrección  que  cada  nú- 
mero necesita  para  que  sea  el  verdadero  y  añadién- 
dola al  menor,  ó  restándola  del  mayor. 

124    Cuestión  10.  Declarar  los  fundamentos  y  la 
práctica  ¿e  la  regla  de  Aligación^  ó  en  otros  términos. 

Se  han  comprado^  dos  calidades  de  un  misma  géne-^ 
tOy  ta  una  A,  cuya  precia  es  m;  la  otraBy  cuyopre-^ 
cío  es  ni  se  pregunta  íá  que  precia  se ba  de  vender 
¡a  mezcla  para  na  perder  ni  ganarl 

Llamo  X  este  precio  medio.  Es  constante  que  la 
suma  de  los  géneros  ha  de  ser  á  la  suma  de  su  valor^ 
como  una  parte  de  la  mezcla  á  su  valor  ó  precio» 
que  llamaremos  x.  Luego  A-bB  :  Am+Bn  ::  1  : 


Supongamos  que  se  me  pr^^nte  ¡á  coma  se  ¿a 
rfe  vender  una  n^zcla  hecha  con  6  marcos  de  plata 
de  á  200  reales"  el  marca  y  y  con  12  de  á  irreales 
para   na  perder  ni  ganara  Aquí  tenemos.  J4n6, 

B 
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SzziQ  ,  ffirr200 ,  f>=:i44  »  Am-^-Bn  zz  9928 ,  ^+i7 
=  i8  5  luego  ^í  =  igí=:  162-1. 

125  Cuestión  ii.  Dados  los  precios  de  dos  gé- 
neros A  j/  B,  bailar  en  que  proporción  se  ban  de  mez-- 
ciar  unos  con  otros  para  venderlos  á  un  precio  me^ 
dio  m. 

Sean  w+tí,  y  m-^d  los  precios  de  los  dos  gé- 
neros j  X  é  yl^s  porciones  que  de  cada  uno  han  de 
entrar  respectivamente  en  la  mezcla.  La  misma  cues- 
tión hace  patente  que  si  multiplicamos  la  porción 
de  cada  género  que  ha  de  entrar  en  la  mezcla  por 
su  precio ,  y  sumamos  los  productos ,  su  suma  ha 
de  ser  igual  á  la  suma  de  las  dos  porciones  multipli- 
cadas por  el  precio  medio  ;  quiero  decir  ,  que  si  es- 
cribimos las  porciones  ,  él  precio  de  los  géneros  ^  y 
el  precio  medio  de  este  modo. 


X 

y 


Tendremos  {m^a)x  +  (m—d)y  zz  (áf-hy)»,  ómx-h  ax 
^fny — dy  zz  mx-Hny ,  de  donde  se  saca  ax  rr  dy.  Y 
como  se  viene  á  los  ojos  que  de  la  cantidad  que 
mas  vale  he  de  tomar  menos  que  el  precio  medio, 
podemos  hacer  xzzd^  y  tendré  y  zza  ;  luego  las 
cantidades  se  podrán  escribir  de  este  modo. 


\  +  a\d 


Y  significa  que  de  la  cantidad  de  mas  valor  he  de  to^ 
mar  tanto  como  expresa  la  diferencia  que  va  del  pre- 
cio medio  al  precio  menor  ,  y  de  la  menor  tanto  co- 
mo 
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.no  la,  diferencia  que  va  del  precio  medio  iX  precio 
/inayof-<         :.•  -     .  i 

Si  quisiéramos  averiguar,  v>  gp.  qué  porción  de  teV 
M>  de  a  ig  realei^  la  arroba  se  barjie,  mezclar  con  w- 
tw  de  á  S  reales  I0  arroba^  para  hacer  wia  mezcla 
gue  pueda  venderse  á  12  r^^i?^ ,.  tendríamos  «11=12, 
m  +  azz  i5^j  ^—d~ 8  ,  d  —  /^.^  y/^PrZ^ 
^'    Poí-cons%menqíe  he  4e  torfkr     ' 

;.:::,:.:/"{1::r^  '  ■'  ,  ■"! 

tres  arrobas  del  viap.  de  á  8.>  y  4  del  vinpade  i  15 
reales. 

Si  la  mezcla  se  kuhies^  de  kaoier  ^on  vino  de  áig^ 
deáS^y  de  á  10  reales  i  dispondría  la$  cantidades  de 
este  modo : 

.  4. .  2=6 

3 

3 
Obrando  primero  como  ú  no  hubiera  nías  que  vino  de 

^  ^S'f  y  vino  de  á  8  >  y  después  como  si  no  le  hubie* 

ra  mas  que  de  á  15 ,  y  de  á  10 ,  sacaría  que  se  de* 

bertan  tomar  6  arrobas  del  vino  de  á  15,  3  del  de  á 

10  ,  y  3  del  de  á  8. 

.  IL    Un  paaiftdero  quiere  íufcer  oofi  cebada  ,  centeno 

y  ^^^g^  pan  que  pueda  vender  á  28  maravedís  la  libra.  ^ 

Tiene  %i  celemines  de  trigo  con  los  quales  iaria  pan 

de  d  ^6  maravedís  la  libra.  El  pan  hecho  con  cente^^ 

no  solo  le  saldría  á  18  maravedís  ^  y  el  que  baria  con 

cebada  le  saldría  á  9  maravedís.  ¿Que  porción  ha  de^^ 

mezclar  de  cebada  y  centeno  con  los  8f  celemines  de 

trigo  para  que  el  pan  le  salga  á  28  maravedís  la  librai, . 

28< 


(15- 

i8. 


i  9:.   8 


Tm.Il  E  Te- 
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'  Teniendo  presente  lo  dicho  ha^ta  aqui^  sacaré  <fijk 
necesitaría  el  panadero  29  celemines  de  trigo  f  8  de 
trebada,  y  8  de:  centeno;  í  • 

Pero  como  el  p^ñadef o  no  tiene  inaá  que  'Sf  cele*- 
mines  de  trigo ,  necesitará  de  los  demás  granos  Aienos 
á  proporción  que  si  tuviera  los  29  ¿elemínes.  Diré-^ 

mos  5  pues ,  29  :  8}  :^-  8  :  >-^í^  =z^zz2i^  celepiines 

de  centeno ,  y  otros  tantos  de  cebada. 

III.  i  Que  porciones  be^  de  tomar  de  tres  castas  de 
café  que  cuestan  el  uñó  10  reales  la  libra  ^  el  otro  7, 
f  el  último  3 ,  para  componer  la  cantidad  de  64  libras 
gue  se  pueda  dar  a  8  tec^s  la  libraí  •  •  -  -" 


f  10.  é  5  . ;  1=6 
i  3--a 


Hecho  esto ,  diremos  :  |a  suma  dr  las  diferencias 
€s  á  la  cantidad  de  la  mezQla^como  cada  diferencia 
os  á  la  cantk^  que  d^  ella  faa  de  entrar  eá  la  mezcla. ' 

10  :  64  ::  6  í  "^^^^  —  3  87  lib-  del  de  á  10. 

10  :  64  ::  2  .:  '-ií-'  =:  12^  lib.  del  de  á  Jr  ,  y  del; 

de  á  3. 

^  1 26    Guestíoíi  12,  'Manifestar  los  fundamentos ,  j^ 
¡a  práctica  de  la  regía  de  interés. 

Llámase  regla  de  interés  la  que  determina  lo  que 
se  debe  pagar  por  alguna  porción  de  dinero  prestado 
con  ciertas  condiciones.  Hay  dos  especies  de  interés; 
es  á  saber,  el'  simple ^  y  el  compuesto  :  el  primero  es 
el  que  se  p?ga  por  el  principal ;  el  segundo  es  el  que 
se^paga  por  el  principal  y  los  intereses  que  dexán  de 
pagarse.  Esto  supuesto  ,  lo  que  acerca,  de  esta  regla 
nos  proponemos  averiguar  va  cifrado  én  los  quatro 
casQS^  siguientes.  ..         »•*.'. 
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teres ^  y  el  tanto  por  cient»  fae'Ba  de  ganara  bollar  la* 
9im9a:\qtffi€^mpm¿n\ÉU.mh9.  da  uk  tiimpo  determinado 
el  capital  ji  ios  intereses  japtos.  •  r 

Uamemos  el  capital  p;  el  tiempo  ^  / ;  r  ,  el  inte* 
oes  que  dÍAin  real  cada  año^;.  s ,  la  suma  que  busca-* 
Wo%  Pifsános,  pues:;^L ua  ceEaidá r  interés  ea  un  año 
¿quabtq  jdará  el  iprincipahp  ?.  -é  i  ic  r  :t  p  :  pr  :  será, 
pues  V  jtf?  ^1  interés  que. dará  cada  !año  el  capital  p. 
Después  diremos:  si  en  un  a»o  p  da  el  ínteres  pr 
¿quantovdaráal  caboiiel  tiempo  t}  ó'  i  :rp  rtt  :  príi 
aerán^  pues^  pr/. los  iac^eses  que  dará  el  principal  p 
ai  cabo  dal  t;i^n:ipo  /  r.  por  coasig^ioate  ^  cabo  del 
tiempo  J  y  será  ^  =  í  +  prt. 
•    De  aquí  se  sacara  p  =  ^-,  r  =  '-=?,  ^  =  '-^^- 

:.  Supongamos  que  un  usurero  ha  prestado  15600  rea* 
les  á  8  por  ciento  cada  año  ,  j^  que  queramos  saber, 
quanto  tendrá ^^que  cpbraj^  al  cabo  d9  cinco  años  por 
el  capital  y  los  inier eses  caldos. 
'    Aquí  p  3:  15600;  'como  el  inferes  es  á  8  por' 
ciento ,  será  r  —  0,08  9  porque  diremos  100  :  8  ;: 
I  :  rzz  TVY  r:  0,08  ^-  f  r:  5  j  luego  será  ^  =  15600  -h 
15600  X  p,o8  X  5  íi:  5 1840. 

Si  eli*d  supuesto,  de  haberse  pagado  al  cabo  de  5 
años  poíf  el  capital  y  los  intereses  á  8  por  ciento  ,  la' 
suma  de  21 840  reales,  se  nos  preguntará  quanto  fué  el 
capital ,  haríamos  las  substituciones  correspondientes 
en  la  fórmula  prr  7—,  y  sacaríamos  p  =  i  5  600 
reales^       ♦       í 

II.    Dada  una.  suma  de  dinero  que  se  ha  de  pagar  ^ 
cada  (ffio ,  el  numero  de  años  que  dexa  de  pagarse ,  el 
interés  anual  que  devenga  por  razón  del  atraso ;  hallar 
quanto  se  ha  de  pagar  al  cabo  de  dicho  tiempo  por  la 
renta  y  los  inier  eses. 

■r  Llainaréi^os  «la  sutaa^  propuesta;  /^  el  tiempo 
.  ^  E  2  que 
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que  dexa  de  pagarse  >  ^n^j 'lo.  que  gspia  un  f éál  coda 
añoí  x,'Ia  -suma  que  buspamos*.  *  -  .  •  ,^  / 
<.  *  Con. estos  daros  discurriremos  del  mpdo  siguióme: 
una  vez  que  la  renta  no  se  paga  batsta  cumpUdo  'éí  afio^ 
el  primer  ano  no  devenga  interés  alguno  ^  luego  el 
imeres  del  primer  año.  qs  ó;  al  cabio  del  segundo  año 
el.  ínteres  será  ixr;. al' cabo  ^1  tercer  año  2iir;>  y  al 
qabo  de  P  ^^  años  seca  .(í-^  i ) ari íPór  consiguieobe  y  al  ita- 
bo de  /  años  se  deberá  la  suma  de  los  interesen  o-^ar 
H-  2ar-h3íir.';. . .  -H  (t-^'i)ar^  mas  tantas  veceb  la  <raMi- 
dad  aquantos:son  los  años  que  dexd  de  pagarse,  ó  ta. 
Pero  ja  suipa.de  CH-^H-aofNhjáir.  ^.. . .  ^-(í-^ijirr  es 
'Jszzilíi^^  lue-g«  al  €abo'  de  f  años  se'  deberá 
Uí;n£2s  ^at-  i^sy-t;!  x  ta  ,  Ói-L  i^é:^^'>i}á. 

■  Lwg»:  «= ^^^^,  t = vc[5  ■;-■('#] 

2r    '  >    ^ :(/-;^^4*    '       •!      .,  .^     ...\      :  'vV  .    ^ 

Un  négociatUé  tiene  qük  ^agctr  i  otro  ^cien  dfíhlo^: 
nes  cada  año  i  pero  como  te  ha  (k\incojivo(Íar  cumpJir^ 
consigue  de  Su  acreedor  que  no  le. pida  nada  por  espacia 
de  ocho  anos  ^  ofreciendo  que  le  pagará  todos  los  atrasos 
con  el  interés  á  rázoh  de  5  por  ico  ¿quanto  deberA  ?  .  , 

Con  hacer  las  substituciones  ~cotTesponai|ntes  á 
este  caso^  sacaremos  ír:(oi05  X¡7.-V2)x -^^^.=^940.  ^ 
líl.  Dado  m  capital^  él  tiempo  qué  quedaipuestq^  a 
ganancias  ^  y  el  interés  anual  i  hallar  .quanto  monta  aJ 
caho  de  dicho  tiempo  el  capital  ^unt  o  kin  los  intereses  y 
á  interés  compuesto. 

Llamo  a  el  capital ;  r  ,  el  interés  que  dá  un  real 
cada  año;  t ,  el  ^empoi  Luego  será'  m^tzÉ:  lo  ^ue 
ste  deberá  »l  cabo  de  un  año  por  un  read  \  y  el  inte- 
rés que  dá.  Paca  bailar  lo  que  se  deberá  al  cabo  del 
seguiido  ^ña  por  un^real  y  sus  intereses ,  á  interés 
compuesto ,  hemos  de  considerar  .que  á  principios  de  * 
esteseguíidQ^aña  el  priocipal  puesta  áf.  ganancias  es 
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k+r  j  &  Ry  pues  siendo  la  cuestión  de  interés  com*. 
puesto  9  los  intereses  r  han  de  ser  parte  del  principal 
el  segundo  año.  Diremos.,  pues  :  si  i  dá  14-r  ó  A  ai 
cabo  de  un  año  ¿quanto  dará  R  en  el  misnK)  tiempo) 
6  i  z  ^  :i  R  :  R^y  eqyo  quarto  término  es  lo  que 
se  deberá  á  fines  del  segundo  año  por  el  Capital  y  las 
ganancias  ,  á  interés  compuesto.  Haciendo  la  misma 
consideración  9  hallaremos  que  en  el  mismo  supuesto 
será  R^  lo  que  se  deberá  al  cabo  del  tercer  año,  y  que 
por  consiguiente  al  cabo  de  t  años  ,  la  suma  del  capi« 
tal^  hiendo  este  un  r^al  >  y  de  los  intereses  á  interés 
compuesto  será  R!» 

Luego  páxa  hallar  lo  que  será  la  suma  del  capital, 
é  intereses  al  cabo  de  t  años ,  siendo  a  el  principal,  á 
interés  compuesto  ,  esto  es  ,  en  el  supuesto  de  agre- 
garse cada  año  los  Intereses  al  capital ,  diremos :  si  al 
cabo  de  /  años  un  real  puesto  á  interés  compuesto  dá 
R!  por  el  capital  y  los  iptereses  ¿quanto  dará  ^ 

jtn  los  mjdmos  supuestos  ^6  i  :  R^  ::a:  aR\ 

Luego  szzaR'  iaz=z  — pj  R'zz^  ^  de  donde 

R 

sale ,  por  lo  dicho  de  los  logaritmos  en  la  Árismética, 
tL.R—L.s^La^  y  t=i~¿^S  L.R=:~^. 

Supongamos  que  parte  del  caudal  de  un  pupilo 
consiste  en  una  suma  de  2CXXK>  pesos  que  su  tutor 
ha  puesto  á  ganancias  á  g  por  100.  Al  cabo  de  un 
año  el  sugeto  que  tenia  esta  suma  la  vueWe  pagando 
el  interés  estip^ado.  £1  tutor  halla  en  el  instante 
proporción  de  emplear  dicha  cantidad  al  mismo  in^ 
teres ,  y  forma  un  nuevo  capital  con  los  20000  per 
sos  ,  y  el  interés  que  dieron  el  primer  año ,  y  coloca 
este  nuevo  capital,  fimplea  del  mismo,  modo  á  prin- 
TomM.  E3  ci- 
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cipios  del  tercer  año  todo  lo  que  cobró  i  fines  del 
segundo ,  y  prosigue  á  este  tenor  por  espacio  de  seis 
años ;  veamos  lo  que  ha  de  cobrar  al  cabo  de  este 
tiempo. 

En  este  caSO  ürraoooo ;  /=:6  años ;  r  es  el  inte- 
rés simple  de  un  peso ;  Rzzi  peso  -*-r^  esto  es  un  pe- 
so con  el  interés  que  dá  en  un  año.  Para  sacar  el  va- 
lor* de  Ry  hemos  de  averiguar  primero  el  de  r,  dicien- 
do lOO :  5  ::  I  :  0,05  zz  r  j  luego  Rzzi  4-  r  :ír  1,05. 
Luego  haciendo  las  substituciones  correspondientes  en 
la  fórmula  s=iaR*  saldrá  xrrsoooo  x  (1505)^:= 

20000  X  1,3401  =  26802  pesos. 

IV.  Dada  tina  cantidad  qtie  se  ba  de  pagar  cada 
ano ,  el  tiempo  que  dexa  de  pagarse  y  y  el  interés ;  ba^ 
llar  quanto  se  deberá  al  cabo  de  un  tiempo  dado  por 
los  atrasos  é  intereses  ,  a  interés  compuesto. 

Llamemos  a  la  suma  anual;  f  ^  el  tiempo  que  dexa 
de  pagarse  >  r  ^  el  interés  que  dá  ua  real  en  un  año; 
R  —  i^r^  la  suma  de  ua  real  y  del  ínteres  que  dá; 
X  ^  la  suma  que  se  busca* 

Lo  que  se  debe  al  cabo  del  primer  año  es  41 ;  lo 
que  se  deberá  al  cabo  del  segundo  es  ü  ,  y  el  interés 
que  dá  a  en  un  ano  ^  cuyo  interés  se  halla  con  decir 
1  :  i+r  ó  RiiaiaRiA  cabo  del  segundo  año  se  de- 
berá a-^aR, 

Por  consiguiente  al  principio  del  tercer  año  he- 
mos de  considecar  que  la  cantidad  puesta  á  ganancias 
es  a+oR  i  luego  al  fin  del  tercer  año  habrá  que  cobrar 
la  renta  anual  a^  y  los  intereses  de  a  y  aR;  como  los 
de  a son/iR^  y  ios  de aR son aR^  (pues  i:R::  a: aRj 
y  i  z  aR::  R:  aR^)  al  cabo  del  tercer  año  la  deuda 
será  ü'^aR+aR'^^  y  al  cabo  de  t  años  será  a^aR^ 
aR^-i-  .•  aR'~'  la  deuda  y  óax[  i^R^R^^R^ 

-♦-.•••  R'~^)  que  es  una  progresión  geométrica, 

cu- 
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RxR'—'-^i        A'— r 
cuya  suma  es 


A— I 
Jl'— I 


" )  y  será 


-X  a:=zs  la  deuda  al  cabo  de 


por  lo  mismo 

r  .    •     ,  . 

Luego  tf=t-p^, /£'=—-♦- 1, 6  f=:      '       ' 


y  ^.H== 


ItOg.R, 


Supongamos  que  la  renta  anual  sea  de  12400  pe^s, 
la  qual  dexa  de  pagarse  por  espacio  de  8  anos ,  y  que 
«s^  estipulado  que  se  pagarán  un  quatro  P9r  clepco 
cada  año;  con  hacer  las  substituciones  correspohdien** 
tes  sacaremos  qué  la  suma  ;r=i  22 143  pesos  ,  cQñ  muy 
corta  diferencia. '  '■,'',' 

i 2^  Cuestión  13.  Dadas'  en  una  progresión  aris' 
mélica  tres  dé  estas  cinco  cantidades  ,  el  número  de  los 
términos  ñ^el  primero' a,  ^  el  último  Uyla  diferencia  (^ 
jf  su  suma  Sf  ¿ollar  ios  otras  dos,  "^' 


)• .'.' 


a  X  (n—i) 

4-h/ 

IX  (2) 

o — na 

^•i-n 

6 — nu 


I  Íí2íS:^'r:7>(progr;  aristíi.) 
3    ;-=-;=</Jse  probó  (108) 


3 
4 
5 
6 

7 
8 

.9 


u — azznd—d'  :-'•>" 
w-ríi-W-iw/  .  -^  ~ 
'-=^*¡^=n,  número  de  los  términos 

na-i-nuzzis 
m—^s — na 

^-=iú,  último  término 

'    E4  9 
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6-í-(tf-4-«) 

5=11 

2  3  X  {aA-u) 

14x3^ 

i^-r-ud 

ig-f-á 
;  iCh^nd' 
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10 

I  X 

13 

14 

15 
16 

17 
18 

19 

20 


'-í-;^— srn  ,  primer  térmiao. 
-^  =  ff  >  número  de  los  térmüios 


i(-^«-4-i  , 


t^.^ttL'^s,  suma  de  la  progr. 

im-^OíH-ad-HukzQsd 
uu—aorHidzz^sd — ad  • 
im—'aax:2sd--^ad — ud 
-í2-"=i'-= d  i  diferenicia 

nd^d-haziu  ,*tíltimp  térínixKX" 
nd-^azzu^d 


^  I  f  u-^d-^iktrza ,'  primer'  fférmiüow 


í 

128  Cuestión  i^  Supuesto  Jo  enseñada  (Arism.'5 
acerca  ik  la  progresión  geométrica  ;  bailar  su  swni^ 
iu  exponente  ,  su  primer  término  y  el  ultimo. 

.  Sea  como  antes  a  el  prioaer  término  de'  la  pro»» 
gresíon,  u  el  úkimo,  q  el  exponento,  s  su  suma.  Se- 
rá X — o  la  suma  de  los  antecedeñtef,,í^— ^¿i'la  suma 
de  los  c'ónsécuenteái  *."  ^  \      '*  v  ' ' 


•  VAm  '!>h*0\>  t^\  '^li^ 


I 

IX 

2" 

a-i-n 

á 

S+j-w 

4 

4— í 

5 

5-K?-i) 

6 

3^(í-«) 

1 

5+tf 

8^^ 

9 

4-4-tf 

10 

IC — ^f 

II 

:aq  :;  jr-rtt  :  ^-plí  (AfiUmj)  ^  | 
flf— ¿r^z^^í^-^iijtt  jdQultípf.  extrJy  me  A 


\ 


a 

sa- 

s--(t±qs^q^     '  - —  ..    , 

s-hqu^azrqs 

qu — aziqs—^      .  -  V 

''—^zzzs^  suma  de  la  progresión;^ 

'~^z=:q^  exponente,. 
qunqs+a — s 
9  (  íízíriziL^  :::2  ^^     último  rérmínq. ' 

s-\-qur±qS'\'a 

s+qu — qs=:.a ,  primer  terminó. . 


E5- 
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Estas  dos  primeras  cuestiones  se  puedetí  resolver 
de  otros  muchos  mod^s  ^  y  cacando  equadones  que 
hagan  al  intento. 

139    Cuestión  1$.  Hallar  dos  números  ct^ya  sumé 
ts  25 ,  jr  el  menor  es  al  mayor  como  2á^. 

g^<[i[iielmayor 
^  ■  2  I  jp  el  menor 


M 


3x 

4-K2) 

6xf2) 


3  I  «  r  » ::  3  :  3  (cuesttOD) 
'4 

I 


tH-^triX'^-ix^^s  cuestíoñ 
24r-f-34i:=5jp=:50 
jrzí^^^mo,  número  menor 
11=^1^:15  ^  número  mayor» 


Sea 


2X 

3  trans. 
4-^5 


Dte  otro  modo 
a  r:  al  número  mayor ,  í  suma  de  los 

dos  r=25¡  y  el  menor  será  zzs 
2:3::  s — u :  u  (cuestión) 
2ttz=3J— 3í# 

tt  rz  V  zz  15  ^  número  mayor. 
s — ^«i:;io,  número  menor. 


130  Cuestión  16.  Un  boinhre  feéia  unét  por  cien  de 
quartos ,  pero  no  sé  quantos.  Si  sé  que  ha  dado  á  A  la 
mitad  ^  áR  la  qtusrta  part£  ^  á  C  la  octava  ^  y  áD  la 
dozava  parte ;  le  ban  quedado,  tres  quartos  ,  i  quantos 
quartos  tenia  aquel  bombrel 


Sea 

2  reduc, 

3  trans{h 


4x(24)l5U  =  7a 


jr  —  al  número  de  los  quartps. 
f  Jt-K4P-KáP-hA=jif---3  (cuestión) 


Cues- 
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131  Cuestión  17.  He  recibido  un  oficial  con  la  con^ 
dicion  de  que  por  cada  dia  que  trabaje  le  daré  1 2  rea-^ 
les  ^  y  él  me  dará  8  reales  ^  por  cada,  dia  que  huelgue, 
^l  cabo  de  %ipdias  ayustamos  cuentas  ^  y  salimos  en 
paz  y  iqúantos  dias  trabajó  el  oficial  ^  y  quantos  bolgiü 


Sea 


2  transp. 

3-r20 

1 


X  los  dias  que  trabajó ,  ^7=390 ;  der&  ar^x 

los  dias  que  holgó.  ^    .     " 

i2jpz:(390^áp)x8;=i3iao— 8^  (cuestión) 
20jr:z:3i20 

X  n  HS^  =:  156 ,  dias  que  trabajó 
a — X—  234  y  dias  que  iiolgó. 


132  Cuestión  18,  Hay  que  repartir  entre  uffos 
quantos  muchachos  y  muchachas  37  quarfos  i  si  se  dan 
á  cada  muchacho  3  quartos  ^  y  2  a  cada  muchacha  no 
falta  nada ;  pero  si  se  dan  3  quartos  a  cada  muchacha^ 
y  2  Á  cada  muchacho ,  faltan  4  quartos  iquantof  son 
los  muchachas  ,  y  quantas  las  muchachas  i 


ITRIOS  muchachos,  x  las  muchachas^ 

^:^_,}  (caerlo.) 

gu-hbx^z^a 
4íH-6árr:2ii — 2h 
guzza-hüb 

«=^^*=9,  número  de  muchachos 

2xz=,a — ^3u 

x=í=^:=5,  número  de  muchachas. 


Sean 

1 

2 

ax(3) 
3X(2) 

6^5) 

3 
4 
5 
6 

7 

a— 30 

8 
9 

133  Cuestión  19.  Un  hombre  á  quien  se  pregunta 
la  hora  que  es  ,  responde  :  que  la  hora  es  entre  §y  g^ 
y  que  la  mano  de  las  horas  y  la  de  los, minutos  están 
juntas  ique  hora  ser  di  \ 

^  '    Sea 


Sea 


2X 

3  trans. 
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jr  =  lahora;    Arz8,  crzi2,  ¿z:i 

Ya  que  las  dos  manos  dividen  la  hora, 
y  toda  la  circunferencia  en  la*  mis- 
ma proporción ,  será  ci  xv.di  x^-^b 

ex — cb~dx 

cx--^dx:z.cb 

^=ízr¿=— =8   43    38í7- 


134  Cuestión  ^  Un  bombre  dá  al  primer  pobre 
que  encuentra  i  de  los  quartos  que  tiene  ^  y  quatro  mas; 
al  segundo  le  dái  de  los  quartos  que  le  quedan  ^  y  ^ 
mas ;  al  tercero  i  de  lo  que  le  queda  ^  y  12  quartos 
wnas ;  y  va  dando  quatro  quartos  mas  á  cada  pobre^ 
kasta  quedarse  sin  ninguno.  Se  baila  que  entonces  ba 
tocado  á  cada  pobre  el  mismo  número  de  quartos  iquan- 
ros  eran  los  quartos  del  bombre  y  y  quantos  los  po- 
bres \ 


Llanx) 


I-— 2 

3^(6) 
4+(8) 

6x(36) 
7  transp. 

«,9 


I 
2 

3 
4 
5 


9 
ío 


X  los  quartos  que  tenia  el  hombre 
^-t-^zz  los  quartos  dado3  ai  prí- 
.    mer  pobre ,  (cuestión) 
-6^—4— ios  que  le  quedan  al  hombre 
^^x — ¿3:i  de  Jos  que  quedan 
-/^ — J-h8=los  quartos  del  seg.  pobre 

:t-»-4=Í^-^-t-*-®  (cuestión) 
6ar-!- 144=150:— 24+288 
X  =  1 20y  los  quartos  dd  hombre; 
20-h4z:24rla  parte  de  cada  pobre 
W=5^el  numero  de  los  pobres* 


135  Cuestión  2r»  Hay  tres  números  tales  ,  que  el 
primero  con  \  de  los  otros  dos  compone  i^i  el  segun^ 
€U>  con  ^  de  los  otros  dos  compone  8 ;  el  tercero  con 
f  4Ü  hs  otros  dos  compone  Z  iquaks  son  estos  nú- 
merosl 

Lia- 


7^ 


Llamo 

I 

2 

3 

4 

2X(3) 

5 

3>^(4) 

0 

5-6 

S 

-  5X(S) 

4X(5) 

9 

8-9 

10 

rx(4) 

II 

.  iox(3) 

12 

IH-I2 

13 

13^50 

»4 

1  transp. 

15 

IS-K3) 

16 

5  trasl. 

'7 

PRINqiPIOS 
u,x,y  los  niimems 


=  '4t 

--^  =  8    [  (cuestión) 


3«+4f+jcr4a 
4*-«'-B+j^— 32 

2«-r3JP=lO  ' 

i5''+5«^5J^aíO" 
«+4f-h5jtr40 
i4«4-4T— 170  ' 
8« — iajcz=4o 
43»+ 1 24^=519 
500-550 
«::ril 
34f=2tt — ro 

'    136    CuestioLi  22«  Hallar  dos  númiros  cuya  suma 
es  B  ^  ^  la  di/erema  de  sus  quadrados  es  i  6. 

áp  zn  el  «limero  menor,  anS ,  hzzi6 

a — X  =z  al  número  mayor 

XX  =:  ál  quadrado  del  número  menor 

aa — 2ax+xx  z;  al  quadrado  del  mayot 

aa-^ioxzzb  (cuestión) 

2axz=:aa--6 

xzzz'^'—'zz,  3,  número  menon 

a-^xzz^  ,  número  mayor. 

137  Cuestión  23.  Hallar  tres  números  tales  y  que 
la  suma  del  primero  y  segundo  es  ^  ^la  suma  del  pri-^ 
mero  y  tercero  es  lO  ^  y  la  suma  del  segundo  y  terce^ 
ro  es  13.  , 

Lia- 


Sea 

I 

3 

i(.)* 

4 

2()' 

4-9 

5 

$  trasU 

6 

^■7-2a 

r 

2 

8 

Llamo 

I 

}  2 

2— tt 

s 

3— « 

6 

7  trasl. 

1 

j'^c^) 

'0 

■t. 

lO 

11 
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x/,  jp^  los  tres  números,  a=:9,fci:io,c=:  1 3 

u-^xzzay        f 

u^y  —  h  >(cuest¡on) 

x^y  —  c^ 

\ 

xzzá — u 

yzíb-^u 

•fl*— í/^HÍ'— ttsrtf 

2uzzar\'b—c 

•^.w-zti*2Zfdt3-'    •••• 

*          •  •    : 

xzza — «no 

y—b^^—uzz'j.     _ 

. 

'  138  Cuestión  24.  I?©^  correos  que  el  uno  A  ^w¿fii 
10  millas  por  hora  ,  j;  el  otro  B  i2;/¿i  8  ,  salen  encon^ 
"tradóss^  á  'm  mísm  tiempo  dt"  dos  C^tídacks  distantes 
-360  millas  una  de  otra  iquantó  andará  cada  uno  de  los 
dos  antes  de  encontrurséi 


l^ue  A  ande  x  millas  ,  entonces  B  an» 

dafá  ^6o-á^  ^    ' 
jc  :  360—^1;  ::'l6  :  8  (proporción) 

184^=3600  " 

x—^^^^zz20O^  camino  de  j/*  ^. 

360— jf=  i6oz:(;a.minó  de  !b. 


139  Cuestión  25.  Wi  muchacho  compra  manzanas^ 
y  le  dan  10  por  un  quarto  ;  compra  también  peras  ^  ^y  le 
dan  25  pof  2  qttartos.  Entre  peras  y  manzanas  ha  corh^ 
prado  xQOque  le  han  costado  9Í  quartos  iquañtds  WHi^ 
zonas^  y  quantas  peras  ha  comprado^  *  ^'^  ^     '  '* 


Supongo 

{'I 

2 

3X 
3  trasl. 

4 -(18)1 
I 

3 

4 

Sea 


2. 


X  iz  las  manzanas  ,  serán  100-— jr  =  las 
'    peras.  ,..  »  ■         — ..^  •  j  »  <  víh  ••  •: 

/'d©k»:iftatóatíá»;'--       ipi  ^ 

3 
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4^  (SO) 
5  trasl. 


4 

S 
6 

7 


>Vo*. 


«O0-— 

-  ai" 


ag:  a"*"::  lOo— jp: 
precio  de  la?  peras. 

lo  25     f^  y  » 

>  jr=:7^  ,  las  manzanas* 
100— ápi3?5  ,  las  peras. 


1 


¡(cuestíoo) 


140 

n¿>  de  á 


Cuestión  2^  Un  f^iftafero  guierr  mzclar.yi^ 
¡oréales  la ^ arroba^  con  vino  de  á  6  reales 
¿asta  componer  100  arrobas  que  pueda  vender  á  7  rea^ 
les  la  arroba  i  que  porción  de  cada  vinb  ba  de  entrar 
en  Ja  mezclai  j         : 


^rean 


2 

3 

4» 

5 

•5— « 

'  6 

4>y6 

7  trasl. 

5 

8^(¿-í:) 

9 

6 

10 

u  las  arrobas  de  4  10  realss^  ^  las  de 

á6,  6zzio^czz6^  m=ixc^^f=r[ 

i:b::u:  ba^  v^loc  deií  arrobu  b^j-QjjAi.  \ 

I :  c ::  jp  :  í;jr,  valor  de  x  ar rob.  >  ^*^    ^  ^^ 

4ír5::f» — u 
bu-i-cm—cuzl  mf 
bu — cwzLfm-^ní 


141  Cuestión  27.  Un  Cambista  trueca  6  escudos  y 
2  sueldos  de  Francia  por  45  escalines  Ingleses  y  yg  es^ 
C¥((^  J?  S  sueldos,  de  Francia  por  76  escalines  l  quantf 
vale  el  escudo  de  Francia  >  y  quanfQ  el  sueldo  en  mn^^ 
da  Inglesa} 


Supongo 


jiprz  valor  del  escudo,  j?  ir  valor  del  suel- 
do, ^^zz  valor  del  sueldo  de  Francia; 
11-6^  k:;z2^  di^g^  ?í;:S,  p4jS,/-76 

2 
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19 


r^;}  (cuesü6n) 

bdx-\-ebyzzhf 

aex — bdx — ec  ~bf : 

-y —  -<-.w— *4 

1^2  Cuestión  28.  Dox  oficiales  A  y^  trabajando 
juntos  en  una  misma  obra  han  ganado  40  reaies  en  6 
dias  ;  otros  Ss  A  yC  juntos  han  ganado  54  reates  en 
9  dias  i  otros  dof  B  y  C juntos  ban  ganado  Boreales 
en  ig  dias  ique  jornal  ba  sacado  ca£z  uno  de  los  ofi^ 
cialestr 


a 

3 

ixe 

4 

3X^ 

4--S 

'   6 

e-^hd) 

T 

a 

8 

t  trasl. 

9 

g-i-i 

10 

Sea? 


3 

4 

a-i- (6) 

S 

S-(9) 

6 

4-(í5) 

J 

5-6 

7+8 

9 

9- (2) 

10 

5 

11 

7 

13 

jr,j^,  «  respectivamente  el  jornal  que 
cada-  oficial  ha  sacado. 


(cuestión) 


x-hyzz6{ 
2y=6 

143    Cuestión  2q.  Hallar  tres  numeras  tales  ,  ^we 
}  del  primero  ,  f  (fe/  segundo  ,  \y  ^  i/¿/  tertero  com^ 
pongan  6i' y  qui-^  del  primero  ,  i  ¿^/  segundo^  y  Y 
del  tercero  compongan  47  j  j^  últimamente  que  \  del 

pri-- 
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primero^  f  del  segundo ,  y  i  del  tercero  compongan  38. 

^^yyZ  los  tres  ntimer9S ;  «=62, 
b  =  47,  ^  =  38, 

a  3  4        *^  I 

-j  -H^-^-iz=¿  Kcucstion)     . 

4   ^^  5    ^^.6    — ^         ' 

20^+I5j^+i  2;8  rr  60* 
3ar-h24jf-+-2o¿£zi20(?  : 
24j;+i6j^-Hi2¿  =:  48^1 
4r-f-j^  rn  4811^60* 
loj  9ajH-72j^-4»6o«:r36op 

iox-\-^y  —  300*~36oír 
i2jp-f-3j^r:J44¿i-r-i8o*  . 
2x  z:  1 44^—  1 80*— 300^+360^ 
xz:'i2a — 240*^-180^^x24 
y  =  48^1— 6o¿— 4r  =  60 

144  Cuestión  30.  Purí/r  90  e«  /rej  píir/tf>  /<i/(?x, 
que  el  duplo  de  la  primera  4-40 ,  e/  ír/pfo  de  la  sen 
gunda  H-20 ,  ^  e/  quádruplo  de  la  tercera  -f-io  x^^iii 
tres  cantidades  iguales  una  con  otra. 


Sean 

I 

2 

3 

4 

sx  (2.3.4) 

1 

3>'(34-S) 

6 

4  X  (45-6) 

9 

^m 

7x(3) 
6x(5) 

10 

II 

11 — 10 

12 

9^(3) 

13 

13— j  2 

M 

•.14-5- (?) 

^1 

9 

16 

3 

17 

Sean 


2X(I2) 

'  3x(4) 
4><(3) 


2 

3 
4 
5 
6 


áf ,  j; ,  « las  tres  partes,  azzg^ ,  *=40| 
czz20^  árzío  . 

2*-f-¿  z^  3iH-c  >  (cuestíoa) 
2X'hb  =  ^'hdy 
l2x+12y-hl2Z=12a 

8x-+-4*=:i2jH-4(?^ 
6af+3¿izi2«-h3í/ 

26jÉrH-I2j^-+-í2«+7¿  =  I244«I8j;-H 

i2;5+4P4-3í/ 

9 


8  trasL 
3  trasL 
2  trasl. 


9 

lO 

II 

12 

13 


DE  \^lgbbr:a. 


=  3S 


8x 


14^  Cuestión  31.  Hallar  tret  tUnaras  taíes ,  que 
el  primero  r/uts  f  dehf  afros  dos-;  el  segundo  «mr  f  de 
los  otros  dos  ^  y  el  tercero  mas  ^  iU  los  otros  dos ,  com' 
pongan  una  misma  suma  $1,     :     .      . 


-4r,  jr,  z  los  tres  números ,  $t:xa 

j ...  •      f  '  f  •   • 

y  -t-  —^  =  a  Mcqestion) 

4«+*-tty'=4tf 

fy+2x-¥'2z'=:,6d 
Sy+z-^ 

i5^yt3«  =  >?<» 
17J»  —  úa 

y±=^=zs-^     ;  •     ;••-' 
*  =  3«— 3J'— «  =  -I7  =  '  5' 


146  Cuestión  3»^  7>«  compOíeros  A ,  B ,  C  xe  re- 
parten  una  suma  de  dinero;  taparte  de' A  tier»  30 
reales  mas  que  los  ^  de  la  suma  de  las  partes  de  B 
y  C't  la  parte  de  B  tiene  30  reales  mas  que  los^  de 
las  partes  de  AyC  juntas }  la  parte  de  C  tiene  30 
.    Tom.n,  F  rea- 


Sean 

,1 

• 

3 

3 

9x(a) 

4XC4) 
,       7-6 

6x(a) 

9-S 

10  X  (3) 
li— 8 

4 

1 

r 

9 

10 

11 

la 

iaH.(it7). 

lá 

x6  tras!. 

14 

6  trasl. 

15 

8f> 

primero 


,t 


^PRINCIPIOS   : 
del  segundo  ^jfi  del  tercero  compongan  38. 

x,yyZ  los  tres  ntí(n^9S ;  «=:  63, 

3ar-h24jf4-2o?:=i2ó(?  .' 
2¿ix+\by-hi2z  =:  48^1 
4jr-fj;  zz  4811-^606 
90álC4-72j^-4»6o«  iz  360P 

ioojr4-75j;-H6o«=:  300Í 

io^-+-3jf  zi  300*— 36oír 

i2^-h3j?zzj44/i-r.i8o*  . 

2x  zi  1 44^—  1 80* — ^3O0¿-h360fr. 

4r:r72a — 240^'4-i8oí:  ri  24  • 

y  zz  48tf — 60^—43»?  zi  60 

^  =  C^— ÍJf— ty)X4=i2a^  ^ 

144  Cuestión  30.  Píir//r  90  en  tres  partes  t.aUs^ 
que  el  duplo  de  la  primera  +40 ,  eJ  triplo  de  la  sen 
gunda  H-20  ^  y  el  quádruplo  de  la  tercera  -+-I0  sean 
tres  cantidades  iguales  una  con  otra. 


Sean 

I 

2 

3 

■ 

4 

9x(fi.3.4) 

5 

Z^{Z  4-5) 

6 

4x(4-S-6) 

9 

'n 

7x(3) 
6x(5) 

10 

II 

11—10 

12 

9><(3) 

13 

13—12 

14 

•M-i-í?) 

15 

9 

16 

3 

»7 

Sean 


2X(I2) 

'  3X(4) 

4x(3) 

•»-5+6-»-7 


4? ,  j' ,  « las  tres  partes,  «=90 ,  fc=40| 
í:=:20,  dzzio  \ 

2*-4-¿'  zz  Zy+c  >  (cuestión) 
2x+bzz/^z+d) 

124f-|-I2j>-hI2«=I3<l 
Bx-i-^  zz  I2y+^c^ 
6jr+3¿=i2«-+-3rf 

26Jf^-I2Jf-t-I2«-|-7¿  rr  I2«>h!lÍ2y4* 
i2«+4c+3</ 

9 


8  trtsL 

9 

9-^2  6) 

lO 

3  trasL 

n 

ii-^-Cs)' 

"12 

3  trasl. 

13 

lia- 


i6 


3^  =  2JP+*— ^ 


8x 


i^S  Cuestión  31.  Hallar  tm  nimaras  taks ,  qtte 
el  primero  mas  i  de-hs  otros  dos-i  el  se^tundi»  fms  f  de 
los  otros  dot^yel  tercero  mas  f  de  los  otros  dos ,  coi»' 
pongan  una  misma  sunéa  $u 


Sean 


ax(2) 

4XC4) 
,       7-6 

6x(2) 
9— S 

»o?<(3) 
ii-8 

i  6  trasl. 
6  trasl. 


1 

3 

3 
4 

íl 

r 

9 

10 

II 

12 

^3 


^^y^z  los  tres  números ,  51=^1 
^    .   ^  =  tf  Hcqestion) 

a4f-+;y+«  =  2a  .         j 

-^i{JH-3«  =  4    ..       , 
^^2jp-t-2Ís=::6a 

i7j>  i:  i\a 
df=r3«— 3^ — j 


=  -^=^5- 


146  Cuestión  32^  Tres  compcSieros  A ,  B ,  C  «  re^ 
parten  um  suma  de  dinero  i  kt  forte  de  h  tierte  z^ 
reales  nías  que  los  4  de  la  suma  de  las  partes  de  B 
y  C  i  la  parte  de  B  tiene  30  reales  mas  que  los  \  de 
ios  partes  de  AyC  juntas  i  la  parte  de  C  tiene  30 
-     TomM.  F  rea- 


B2 


'PRINC1PI0S\ 


reales  mas  que  los  ^  de  las  partes  de  A  y' 9  juntas 
iquanto  monta  la. parte  de  cada  umt 


Sean 


4x(9) 

5x(2) 

7^(4) 
6t-8 
6-1-9 

10-+-IÍ 
12 -i-  22 

I O  trasl. 

14- (I  O 
3  trasl. 


I 

2 

3 
4 


1 


las 


\ 


9 

lO 

II 
i6 


x^yyZ  las  partes }  w=30 


(cuestión) 


8j^~3*— 3«  =  8rf 
9« — 2x-^*^  n:  911 

i  Ax — 8y — Sz  zz  Ida 

-Mijr— ii«:ii22a 

— I  ijr4-33»  =:  44^  * 

'22á:'r:66¿i'!    ■ .    <  ;  ;,    j 

«  -  3«  =  90  ;     !  .    ; 

ITdPIZ22tí+«IIs: 

áp  =:  2^-f-«  tr  ga  rr  i  jfd 


147  Cuestión  3,^.  D^  rrW  oficiales  A,R^(J,'¿&f  A,B 
trabajando  juntos  bacen  én  8  rf/^w  i/;í¿  o^rtí ;  A  j?  C 
juntos  la  hacen  en  -^  dios ,  jj'.  B  ,  C  junaos  en  lO  dias 
len  quantos  dias  la  Adra  cada  oficial  trabajando  sólpk 


Sean 

I 

dr,;;;^)  z  la  úbra^que  h^en  r^^iectiy*^ 

^■ 

j 

. .    mente  cada  oficial  én  un  día  ^  azz 
toda  la  obra. 

2 

8*4- ^  =  a^                        ..) 

3 

gx+  gzzza  Mcuesuon) 

. 

4 

ICDH-iQx  :=z  aj                       -   ^ 

*^8) 

-'5 

jfn-jt=:f.  ■.                 -...••    .•:. 

3-K9) 

6 

*H-¡8=:f    •                        ; 

Kio) 

r. 

jr-t-«=¿,           _ 

.  .L 


DS    ALGEBRA. 


..  ^$-*-^6 

8 

B^T      9 

9-!-(2)  1  I  o 

!.  s  trasl. 

{  I 

*/trasf. 

14 

JF  .^  -i^  «jv  »— '       í  ...^ 


lo 


4 


~V  —  :L  «  4;  —  lU 


7» 


Una  vez  averiguado  que  parte  de  la.  obra  hará 
cada  oficial  en  un  día  i  ^-'sábrá  en  quantós  diás  ia 
hará  trabajando  solo ,  partiéndola  toda  por  la  que 
hace-'éHnuírdia. --    v    '"  "  " 

LuegoVpirñdopor  %  ^  T^'^l^^^y  ^ 

f;;K:{y-€isará.  \(i%  dias^que^S;gasta£á  en  hacer  toda  Ist 

obra  \  se  sacará  que  A  la  hará  en  14-^  dias,  y 

Ce(i  í^3^-^  dias*         .       .  a      .         '  ,      ' 

".  149  C^UQStioa  3^  T^ei  ofic^eies  A  ,  B ,  C  irJbthr 
joj^Q  jutitof.  bacetí  únf^ohra  en,  9  dios ;  A,  B  j;  Djun-^ 
tos  la  hacen  en  10  (¿fax;;,  A ,  C  j'  D  juntos  en  11  dtas_ 
¿ep.quanfos  dios  ¡a  bar&ñ  tos  quatro  oficialfs  trabu' 
jando  jifntosi  , ..  .  ' 

Séah'l  I    u^  jfjjf,»  la"partie\de  la  obra  q[ue  hacen 
ai  día  cada  oficial ;  ^=9  >  ¿=rioj 


2 

4 
5 
6 

7 

'8 


!. 


(cii^tion} 


•V:pii ,  (/=i2,  la  obraz;¿f. 
e  y.  (u+y+z)  z=.  g 

¿^\x-\^z)-=Lg 

-' •'    '  ■      *  '  » >i. 


>«.'jji^ 


.a 


\ku  '  ' 


F3 


84 


PRINCIPIOS 


8- 


9  h<5 


K3) 


II 


3«  -t-.34p  H-  SJí  -»-  3«  = 


c 


.JL 
d 


T" 


sera 


que  harán  eii  uo  dia  Ips  qiia« 
tro  oficiales  juntos; 


Partiendo  9  pues,  por  esta  cantidad  toda  la  obra  gj 


1  • 


sabed 


r=  7if{^9  número  de  días 


bcd-^acd-^-abd-^abc 

que  se  busca.  • 

14^  Cuestiotj  35,  Entre  cif^o  cmpcffterqs  A,B,C, 
D,  É^xe  i&a  i/(f  partir  una  itma  de  dinero^  con  lacir^ 
cunstancia  que  á  B  ¡e  Jbán  de  tocar  lO  reales  menos  que 
^  A;  ¿i  C,  16  reales  mas  que  áB;  ÚD^  g  reales  menos 
queáC;yá  E  15  reales  mas  que  á  D.  Hecha  la  repar-^ 
ticion  ,  se  baila  que  áE  le  ha  tocado  tanto  como  A  j^  B 
yintos  9  mué  suma  se  ba  repartido^  y  quanto  ka  tocado 
i  cada  compañero'^ 


■  Sea 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

6trasU 

7 

X  la  parte  de  ^       y 
X — 10  Z2  parte  de  S 
JH-6  =  parte  de  C 
X-4-1  :=:  parte  de  D 
jr-t-i6  r:  parte  de  .B^ 
jr-Hió  r::  2x — 10 
4^  =  26 


^cuestión) 


De  aquí  se  sigue  que  las  partes  de  los  ciac^  compañe- 
ros son  respectivamente  26 ,  16 ,  32,  H^  jr  42  reales^ 
y  la  suma  repartida  143  reales.         '  ;      :  ^  *  '(¡ 

Cues- 


DB    Jí LG  E  B  RA.  ^ 

-  IifO  Cuostion.  36.  De  dos  jugadores  A  y  B  gana 
A  fi  B  10  onzas  de  oro ,  y  se  bolla  con  tantas  onzas 
como  ,el  4tro  9^6  mas ;  entré  los  dos  tienen  40  m- 
zas  i  iquanto  tiene  cada  uno^ 


Sean 


g  trasl 
5- (2) 


1  X  las  onzas  de  ^  quando  empieza  el 

juego 

2  40 — xz=:bL%  onzas  de  5  (cuestíon) 

3  df-hio  =  el  dinero  de  yí  acabado  el  juego 

4  y¡^x  rz  el  dinero  de  B 

5  jT-f» io  =  30 — x-^S  (cuesüon) 

6  2Jf  zz  26 

7  jf=V:;=i3- 


151  Cuestíon  37.  H^y  dos  cubas  de  igual  cabida 
llenas  de  vino;  de  la  suma  se  sacan  34  cántaras^ y  de  la 
otra  80  i  queda  entonces  en  la  una  doblada  cantidad  de 
cántaras  de  vino;  iquantas  cantaras  caben  en  cada  cu- 
ba estando  llenad 


Sea 


S  trasl. 


I 
2 

l3 

4 

I 


X  la  cantídad  que  sé  busca 
X — 34  n  lo  que  queda  en  la  ' 

primer  cuba  1 

X — 80  n:  lo  que  queda  en  la  >  (cuestíon) 

otra  I 

X— 34  =  2  X  (^—80) 
4r— 34  =  2x— 160 

áf=I26 


152  Cuestión  38.  Un  Tabernero  ba  mezclado  vino 
de  Valdepeñas  con  vino  de  Xetafe  ;  la  mitad  de  toda  la 
cantidad  -4-25  arrobas  es  de  Valdepeñas ;  \  — 5  arro-- 
bas  es  de  Xetafe  \  iquattsas  arrobas  hay  de  cada  uno  i 

Sea  I  I  (  ^  las  arrobas  que  hay  en  toda  la  par- 
I     I      tída 
Tom.IL  F3  * 


S6 


4X(2X3) 

5  reducid. 

6  tras!. 


PRINCIPIOS 

■j-  -H  a  5= arrobas  de  1 

Valdepeñas  i 

■f  —  5  ^=  arrobas  de  W cuestión} 

Xetafe. 

S*+i2o=:6* 
X—  120. 


■i-5=4 


1.^3  Cuestión  39.  Se  hace  una  ¡oteria  de  looooo 
iédulas  9  2^;mix  con  números  ^  que  son  las  que  ganan  ,  y 
0tras  en  blanco  que  no  ganan  nada.  La  mitad  de  las 
$édulas  que  ganan  añadida  d  ^  de  las  blancas  componen 
35000 ;  iquantas  son  las  cédulas  que  ganan\ 


Sea 


4  reduc. 


X  el  número  de  las  cédulas  útiles. 
lOOOOO — xzi  el  número  de  las  inútiles 
JL^  rooooo-^--3gooo  (cuestión) 

3^-4-200000 — 2X  =  2I00b0 
X  —  lOOOO. 


154  Cuestión  40.  Se  ha  hecho  una  porción  de 
pólvora  y  en  la  qual  entra  salitre  por  f  de  todo  el  peso 
H-ó  libras  i  de  azufre  \  de  todo  el  peso  — 5  libras  i  y  de 
carbón  \  de  todo  el  peso  — ^3  libras  j  i  quant^s  libras 
bqy  de  cada  ingrediente^ 

jr  las  libras  de  toda  la  pólvora. 

-  -4-  6  =  libras  de  > 

salitre, 
i  —  5  =:  libras  de 

azufre.  ^(cuestión) 

j —  3  =  libras  de 

carbón. 


i2- 


Sea 

I 

2 

3 

4 

3-H4 

5 

'-^ZZZiX 


55<(«.3.4) 
6  traal.  y  red. 


DE 
6 

5 


2x  =  48 


xzz 


— ,  4«    -i- 


t:24« 


15$  Cuestión  41.  De  Íoj  jugadores  A  jr  B,  ^^^  A 
ir/  principio  del  juego  $  onzas  áh  j  y  con  esto  iieneu 
tanto  dinero  uno  como  otro ;  en  el  discurso  del  juego 
recobra  B  lo  que  perdió  ^  y  gana  5  onzas  mas ;  •  coH  lo 
que  tiene  cinco  veces  mas  dinero  que  A  i  iquantas  on- 
tas  tema  cada  jugador  quando  se  pusieron  ájugarl 


Llamo 


3  trasU  y  red. 
4-(4) 


X  las  onzas  de  A  al  priocipio  del 

juego 
x-h  10  zz  las  onzas- 

de  B. 
jr-hic>+-5r:5{x(ji 

40  =  4^ 
xzz  lO. 


N  i  (cuestión) 


156  Cuestión  42.  Un  mercader  quiere  mezclar  56 
libras  de  té  superior  de  á  20  reales  la  libra  con  té  de 
inferior  calidad  de  á  14  reales  la  libra  ^  con  ánimo  de 
darlo  todo  á  18  reales  la  libra  >  ¿  quantas  libras  ha  de 
tomar  del  género  inferior  ? 


X  las  libras  que  busco 
1120  n  valor  del  té  superior 
i^jT  zz  valor  del  género  inferior 
50+Jir  =  número  de  libras  de  U 

mezcla 
(56H-áp)  .  18  =  10084-iaír  zz  va- 
lor de  toda  la  mezcla 
1120-1-144^  ir  ioo8-hi8jp 
ii2  =  4jr 


Sea 

I 
3 

4 

5 

6  trasL  y  red. 
7-5-C4) 

6 

1 

F4 


Cues- 


88  PRINCIPIOS 

157  Cuestión  43.  un  mercader  ¿a  comprado  30 
libras  de  azúcar  de  dos  calidades  diferentes  ^  que  entre 
las  dos  le  han  costado  19  ^esos ;  el  azúcar  de  superior 
calidad  le  ha  pagado  á  10  reales  la  libra ,  y  el  infé^ 
riúr  á  7  reales  i  iquantas  libras  ba  ccffpradé  d$  eada 
suerte^ 


Llamo 


3X 
4rQcL 

5- (3) 


I 
\  2 
3 
4 
S 
6 


X  al  azúcar  superior 
30 — X  el  inferior 

jirxio-K30—jp)x7— 19x15^»  (cuestioft) 
I  ar-i-2 1  o — ^x  zz  285  reales 

3^=75 


—  7 


'j'  =  2íf. 


158  Cuestión  44.  Hallar  un  número  ^  elqualpar^ 
tido  en  tres  ¿  quatro  partes  iguales  ^  el  producto  de 
las  partes  unas  por  otras  sea  uno  mismo  en  ambos 
casos. 

X  el  número 

|-  X  f  xy  =  -í^  =  producto  de 
las  tres  partes 

de  las  quatro 

■7r  =  ^   (cuestión) 

1^ ^ 

2  ^x"^  =  2  5  ÓJP^ 

2  fx  =:  2  5  6 

159  Cuestión  45.  Dos  negociantes  A  y  B  £an  Be^ 

da  compañía  ^  poniendo  entre  los  dos  500  doblones  de 
eaudal  ^  con  el  quai'  han  ganado  160  doblones  i  de  esta 


Sea 

I 

a 

!3 

4 

4x(ar) 

5 

5^x(3  56) 

6 

6^x^ 

y 

TH'^T) 

8 

DE    ALGEBRA. 


89 


ganancia  le  boa  tocad»  <í  A  3a  doblones  mas  ^ueÁB, 
iqttmto.es  la  puesta  de  cada  umí  .\, . 


Llamo 


3  trasl. 
4x(5o) 


2 

3 
4 
5 


1 

jf  la  puesta  de  -^^  ^  y  diré 
Todo  el  caudal  500  :  1 6o  de  ga- 
nancias ::  X  ^  puesta  de  ^ :  '-^^ 
ganancia  dé  jí  ! 

33  (cuestión) 


i5l 


=  160  — ií^ 

|50 


li^-.-^     ói-lxnó 


JT  cr  6  X  50  :=^ 


50 


30Ó* 


160    Cuestión  46.  JE/Jíre  flfo^  compilares  AyB  se 

reparte  una  suma  de  dinero ,  de  modo  que  la  parte  de 

A  es  á  la  de  B  como  5  á  3  ,  y  \rebaxándo  de  ella  ^  de 

toda  la  suma  vale  50  pesos  ,  iquanfo  ba  tocado  á  cada 

'tompahero'i  ' 


Sea 


I 
2 

4 

5 
6 


5 jc  la  parte  de  A  5  será  3^  la  <k  J9 

Sjfzrla  suma  repartida 

^  =  4  de  la  tai  5iima 
9         9 

S^f  —  -i-^  rr'so  (cuestión) 


45^ 403g 

9 
"9 


=  -^==^50: 


4-  ZE  10 


4x(9> 

5-^(5) 

6x(9) 
Al  uno  han  tocado  450  pesos ,  y  al  otro  270* 

161  Cuestión  47.  Dos  jugadores  AyB  se  ponen  á 
jugar  con  igual  cantidad  de  Minero  cada  uno  i  al  princi^ 
pw  del  juego  A  gana  ÍQl  dobJcnes  ,  y  -pierde  después. /a 


^ 


PRINCIPIOS 


mita  A  áe  Uéo  el  dinero  que  eon  esto  junta ;  entonces  U 
queda  la  mitad  no  fkas  del  dinero  deh^  leon  que  dme^ 
ro  se  pusieron  á  jugar  i 


162  Cuestión  48.  Ün  capital  puesto  á  ganancias j 
á  interés  simple ,  Jba  montado  en  8  meses  297  reales  6 
matavedis  j  y  en  ig. meses  monta  306  reales ,  iquanto 
era  el  capital  ^  y  de  quanto  por  100  el  interesí 


Sea 


4X 

5  trasL 

6^(7) 


^^1  capital 

297,  &--%r  =  el  interés  en  los  ocho  meses 

^oo—^m  interés  en  los  15  meses 

8  :  15; ::  297, 6— jr :  306— jr  ( propotc) 

2448~8jr  =  4464-- 154^ 

7J(r  iz  20l6 

jP  —  •^^  =  288 ,  capital. 


P^ura  hallar  de  quanto  por  100  era  el  interés,  consi- 
dero que  pues  la  suma  del  capital ,  y  del  interés  de  i^ 
meses  monta  306  reales  ,  rebaxando  de  306  el  capital 
2889  resta  189  ganancia  del  capital  en  el  mismo 

tíem- 


Sea 

I 

X  el  dinero 

2 

1XZZ  suma  del  dinero  de  amb. 

3. 

_  jf -+•  a  0 = dinero  de -íí 

4 

•j-  H-.  10  t3,siu  mit^íd,  dinero 

.   • 

• 

de  ^  al  último 

2—4 

5 

ajf ^ 10  =  dinero  de 

.      i?  al  última 

6 

3jf 2 ió=jr-t-3« 

6x(2) 

7 

4*— *jf — ao  =  air't-40 

^  trasL 

y  red. 

8 

x-r-í6o. 
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9* 


útmpo.  DfgO)  pues,  ahora  388  x  15  :  iS  neales  ::  100 
X  12  : 5  =r  interés  de  ioo  re^le»  en  I3  okses,  ó  al  añoi 
luego  el  interés  era  5  por  100. 

163  Gue^íon  49.  Un  barquero  sabe  per  experien^ 
eia  que  guando  navega  á  remo  ,  ayudado  de  la  marea 
común ,  desde  Landres  á  Grenvipi  ,  cuya  distancia  es 
de  s  ndlias ,  tarda  J  de  bora;  y  ^ue  quando  vuelve  á 
Londres ,  navegando  contra  la  misma  ffusrea ,  aunque 
iostee  la  orilla,  del  rio ,  donde  la  marea  es  la  mitad 
menos  rápida ,  gasta  hora  y  media  ;  iquanto  por  hora 
corre  la  marea  en  medio  del  rio  donde  es  mas  rápida^ 

x  el  camino  que  anda  por  hora 
la  corriente 

distancia  andada  por  hora  cob 
la  marea 

camino  andado  por  hora  coi^ 

tra  la  marea 
n^-ij-jp'—  efecto  verdadero  del  re* 

mar  por  hora ,  yendo  desde 

Londres ,  rebaxado  el  efecto 
,  de  la  corriente 
6 '^,~  zz:  ii  mstao  efecto  á 

la  vuelu 
a-F^x  —  ^-^-y^  por  ser  iguales 

ambos  efectos  de  la  marea 
2á — 2x:l.  ^k^x' 

164  Cuestión  50.  Dos  oficiales  A  ^  ¡B  han  traba^ 
jado  jodias  juntos  ,  ganando  20  rfaleí  de  jornal  ¿ada 
uno  ;  K  gasta  en  efte  tiewéosolo  6  rei^k's  al  dia  menos 
que  "Bí^y  ha  ahorrad»  doblado  dinero  que  ésrt  ,pagaf{- 

do 


ÍAaxútt. 

t 
1 

i 

2 

3 

>      . 

4' 

i 

• 

6 

trasiy  red. 

7 
8 

ga  PRINCIPIOS 

d9  el  gdstc  Se  dos  dios  mas  y  iquanto  Im  g(niad§  ai 
dia  C4ida  um  dcios  dos  i^ciaiesi  . 


Sea 


6x 

7  trasl.  y  red. 


X  reales  el  gasto  diario  dé  A 
20-^ár  n  lo  que  A  ahwr^  al  dia 
I4r-\v  ~  lo  que  ahorra  B 
looo — SOx=^  el  ahorro  total  de  A 
700~50ap  zz  el  ahorro  total  de  B 
lOOO — ^^ar  n  2.x  (700r-'5ar)  —2x 

(cuestíoo) 
iooo-"5;ot?=  1400— lOO* — 2x 

4?á:  Yt  =  7tV>  filMto  de  A. 


»  165  Cuestión  51.  Dos  mayorazgos  A  yB  tienen 
una  misma  renta  anual  i  A  ahorra  cada  año  ^  de  la 
suya  5  pero  B  gasta  al  año  60  pesos  mas  que  A^  que^ 
dando  debiendo  100  pesos  al  cain)  de  tres  años  j  iquan^ 
^0  es  lo  que  cada  uno  cobra  y  gastal 

bea     I     X  doblones,  la  xenta  de  cada  ma- 
yorazgo 

-^  =:  gdsto  ?uiual  de  A  7 

-y-  -f-  66  zz  ¿asió  anual 

de  5    '      ' 
y -+-'60^ —  ir  =:  lo  que 

J?  queda  debiendo        ^(cuest.) 
(^-+-60— -4f)x  3.=?= 
^  léó — 3Jf  =. 


{ 


S  red. 
6x(s) 
7  trasl.  y  red. 


0 


12* 

5 
100 


180  — -¿^moo 


»s 


Cues- 
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par  túfio  340  reales  i  iá  quOnto  ka  vendido  la  fanega 
de  mda  groflo'i  i  :  -      •      •     '   '      . 


V    f.Ü 


.  i 


.11  i' 


Sean 


«x(3) 
2  trasL  y  red. 


4r  é  ytír  prtóo  te^pectivo  dé  la 
^-^  ñítioff^  de  dKla  grano   - 
^  l^30*4-4Óvtd  270 


SO^^S^J' 


»:s.é5S}  ("<=?*»/.. 


^  x(4)    4    300tt4.i «qf  as:  1 360- 


¡5    9(Mr«)hi9q)'>=z9io^     i-     ..;-  x 
6    ii<xri::5í;o,  ó  »i4r  =  si 

170  Cuesticm  ¿6/  Un  hbmder  quieté  mezchrtídn 
üZ  fanegas  de  cebadé^  á  ^8  reaies  ta  fanega^  cerifeHo 
de  ú  36  reales ,  y  trigo  de  a  46  reales^ h  fanega^  de 
mode  que  én  todo  componen^  xóof  f anegad  de  grano ,  y 
quiere  venderioá  40  realds  ¡á  fanega' ^'^qtiantüi  fcH 
ne^  deifigb^j  y  quanidr  deceiA^^^^ifrieiKíiat 


1 


.    '      -.     Jl!  - 

»'l  • 

^  Smd 

?'' 

.>9 

<tra$L 

6-r(l2). 

3trasl. 

3 
4 

1 

»;.  'f*i:    f  •'  .  r/  " 


JT  é  jr  reispéctivametité  lai  &negás  db 
centeno  y  trígó^  •  1 

i— 224<^i'3jr  =:'40í)'  =    ■  ' 
I2j>-rr.6a4    .  ..  J- ..  •     . 

■y as  tV*  i£''5tt'^-    -^    '"  -  ^  •■       '     ' 

X  =  100^38— jr  =  20  .         •■"     •  ' 

Cuestiones  indeterminadas  de  primer  ¿radéi    '  ' 

T71.  Las  cuestionas  indéMÍntiikiadas  son  por' lo 
dicho  antes  las  que  por  té¿er  ruanos  equaciones  que 
incógnitas  paran  ett  iiüa'ilqiíacio»' final  con- mas  de 

una 


94 


M' 


4 


Í~r^  »^  40  JT  3  V.  f=.  '.^  2, 


6 '  r26*+i30«— 165*  ^  22^d 

—  91    -tT..^  <■ !  ••  I  !      .  ¡  ..1 


4,  red. 

*   5XC5-3) 

168  Ci(emonj^  C/h  «y»it}f ;f9  ^«^<  >¿«»^&r  v/w 
de  áS  reales  ¡a  arroba  con  vino  de  á^^  reales  t  en  tal 
proporción  ,,  que  saque  un  30  de  ganancia  pdfr  lOO  venr 
diendo  la  ti^ezclá  éyg'.re^tíes  ^¡a.vrr'fb'a"^  len  que  pro~ 
porción  ha  ,dt- hacer  la,,  mezcla} _  1  \  , 

I  \m  las  arrobas  del  vino  mas  caro 
9  arrobas  del  vida  mas  barato 
8<i  reales  —  coste  del  primero 
'^■^áles  rz  coste  del  peguado 
-  I  \^a4J^tt  costé  4et  t<¿a|  ? 

^4-9Jr.  rf  valor  4e^|:odo  á  9  r«^- 

le»  la  arroba    '    •    ¡ 
"QflH^  9* — 8<í-4»  3*  =1  Í<i+6*  £¿  la 
■  ganancia  =>'■  ¡  O      "''  •' 
%a^Í}c  i  á^x'v.  li^éotió  (díest.) 


Sea 

I. 

2. 

. 

X 

t 

4- 

-  .,  '"  'l  •    —    ,  ! 

^■1; 

'     '  { 

/t. 

8 

8x 

9 

9  trasl.  y  red. 

10 

.      lO't-(5lo>= 

i-i' 

5iOjr  zr  14011 


^  ^ 


Luégo^cda!  14  fifrobáí  dé-'Víno  'n^as  eat^  '!ia'db^niek<^ 

169  Cuestión  ¿;j;.  I^^i  lahuuior  eend^  «n^  partida 
d^  e^^^^rde:7f>:füneg^  dg^trigg^S  X49j^  ^bada^y 
Te  dan  portado  2^10  reales  i  ckspue\  yenda  otrm  partidfi 
de  sofriegas  de  tri^iy^j  ^le^Madfi  ^  \  le  dan 

por 


BE    JirOBSUA  gs 

por  tofio  340  reaksi  iá  qwtnt&  ka  vwiüdo  hi^fxMega 
ée  caM  grana'!  í  :  -   -•  '  ' 


.11    i  V    i- 


Sean 


»x(3) 
A  trasJ:  y  red. 


I     4P  é  j»'et-  pr6€iúr  4'e4pectÍvo  dé  la 
'    '  >  ''^  fiin6g»  de  cftda  grano   ' 

■i  ^30*H-4ÓK^  «?°l  ícuestionV 

4  !  flOOtr+iSQfias  1360-     ■:  ^    -: 

5  90ír«i*iaqyír:diOJ  .  '     •  -  »- 

170  Cuestión  56/  jy»  íabruchr  quiéfé  fnezdarUdn 
üZ  fanegas  de  cebada \  á  ^8  reales  ia  fanega^  cenfeHo 
de  ú  ^  reales ,  y  trigo  de  á  48  reaks'hifanegH^  de 
fBodp  que  én  todo  componen  tOtí  fanejg'ai  de  grano  ^  y 
quiere  iyenderiO'  á  40  realds  Id  fanega^ ^'^^iiantai  fin 
HBgai  áe  irígú^^  y  ¡^üantdfdecebMd^M^^de^ln^ 
4M  el  cem^eno^  '^ '  -';  ^^^  í^'  -   -    '  ^'^  ^-\-  -*  •»'''-^- 

jr  é  jr  féspírti^amettté  lai  fenegás  dte 
centeno  y  trígo^  •  1 

ioo8-4-36Br+36jfr!:^^60&-  {-  ' 

;^224^i<2jr  rr^c»  •        - 

ár=  100— 28— ;jf  =  20    .  '■     '   • 

Cuestiones  indeterminadas  de  primer  ¿rado^  '-'  ' 

171.  Las  cuesrion6$  ¡MteMrrtiitaadas^ñ  por  lo 
dicho  antes  las  que  por  té¿er  m^nos  equaciones  que 
incógnitas  paran  en  oba'C^áacio»^  final  con-ma^  die 

una 


■■  Sean 

r 

1 

.^9 

•'3x(36) 

3 

4 

<  trasL 
6-5-(ia)- 

1 

7 

3trasi. 

^6  ^  PRINCIPIOS 

Ut^  inq^Oita  ^  v..«gr.  tstíi,ax±l(y:ze  ^  en  k  i^l  a^ 
by  c  son  números  enteros  y  positivos  ,  y  cuyá^t^suN- 
lucíon  ha  de  dar  también  en  números  enteros  y  po- 
i JÍÓVP9  lós-valoces  de  x  é^y*  >  ^  !  • 

Claro  está  que  si  damos  á  Cualquiera  de  las  dos 
incógnitas  x  é  jr  el  valor  qu]e  se  oos  antoje  ,  sacare- 
mos el  valor  :de. te:  otra cinc<^it^>  ¡y  como  en  lugar 
de  y  podrios,  SilbiStituir  uog^  inanidad: -^(jte  números 
dliereiues  ,  taolbien  .sacacéfpps  ir^nitps  valores  de  x. 

^teeS'Ql  mQtivih,  la.repat(|)y  ¿^  U^mar^e  inde- 
terminadas ó  ilimitadas  las.  cuestiones  que  tienen  es- 
te paradero.  Pero  el  número  de  las  resoluciones  sue- 
le limitarse  añadiendo  la  condición  de  qué  los  valo- 
(«^  de  las  ipci^nit^s  seauN  nútn^íos ¡enteros  y  cppsiti- 
rvos^, .  ó ,  por  lo  m^nos  j  racÍQQales,  Mediante  esta 
-restricción  esa  yecQS  sumamente  corto  el  número  de 
resoluciones  qye  estas  cuestiones  admiten )  otras  vcr 
.ces  hay  muchísimas )  bien  que  oo  las  alcanza  desde 
•liicfo.  el  .^ntepdiiffiento  i>otr^  vfsces  po  adnvten  mo- 
guna.  De  aquí  es  que  para  resolver  esta$  cae$tiOoe&tf 
preciso  apelar  á  artificios  particulares ,  lo  que  sirve 
jQQUchisímo  para  que  los^  principiantes  ddqüieriul!  des- 
treza en  calcular.  Qomo  en  la  equacio6ají'±^  =  f,¿' 
puede  ser  ijoáevei^ó  negativo  ^  lo  que  wpone  algu- 
na vdiFerencia^entre¡  las  cueatipnes  ,  seguii.  sea  el  caso 
al  qual  corresf^p^dea  ^^  rjSsdivQrémos  primeror^  como 
mas  fáciles,  alguh«%  de  las  que  corr^spobáeo  ;á  la 
equacion  final  donde  J?  es  positivo. 

17a    Cuestión  i.   Hallar  é^  nimetos  cuya  suma 
sea  10.  c:    7  ?     ;,    -.._,.>:;.•     r 

Sean  los  dos  números  xéyi  será  x^y:=:i6^  y 
xz:  \(y^*  '.    ..V.  0^  ^r.     -\  :\.  ^\,r  -■  '-  -.  ,.") 

Aquí  no  conocemos  de  y  mas*  circunstancia  sino 
que  ha  de  ser  un  número  entero  y  positivo.  IVxfarian^ 
pues ,  substituirse  en  su  lugar  todos  los  números  en- 
teros^ desde  i Ms^M  infinita»  p^ro^  como  jr  ha  de 

aec 
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ser  también  un  ndaiero  positivo  ^  claro  está  que  y  no 
puede  pasar  de  10 9  pues  eu  pasando j^  de  10,.^  se- 
rá negativo ;  y  si  desectianios  el  valor  x  =  0^  tampo^ 
co  puede  y  pasar  de  g.  Luego  la  cuestión  no  da  mas 
que  los  valores  siguientes. 


áP  =  9>Sí7 


:t: 


5>4»3>«>í 


Y  como  los  quatro  últimos  valores  son  los  mismoi 
que  los  quatro  primeros ,.  la  cuestión  no  admite  en 
realidad  tnas  que  cinco  resoluciones. 

173    Cuestión  2.  Partir  25  en  dos  partes^  que  ía^ 
ma  sea partible  por  2  ^yla  otra  por  3, 

Sea  la  una.  de  las  dos  partes  ar,  y  la  otra  3jr; 
Será  24P^-3^  =  2¿  ,  y  2jir  =  25 —  3j; ;  partiendo  por  2^ 
saldrá  xz=z  ^~^.  Saco  de  aquí  desde,  luego  que  x 
no  puede  ser  un  numero  positivo  ^  á  no  ser  que  3j^ 
sea  menor  que  2^,  y  por  lo  .misnx)  y  menor  que  8. 
Vuno  25 — 3^  por  2  para  sacar  todos  los  entero» 
que  pueda  ,  y  sale  xz::  1 2— j^h-^^,  de  donde  se 
sigue  que  i  —  j^  6  y  —  i  ha  de  ser  partible  por  2# 
Hago  ,  pues ,  j; — i  =  218  ,  y  sale  y  =  2«4-i ,  por  ma- 
nera que  x=:  12—25? — i-r-2=  11—35?.  Pcro  como  y 
no  puede  ser  mayor  que  8 ,  tampoco  puedo  tomar 
en  lugar  de  «  número  alguno  que  haga  2«H-i  ma- 
yor que  8.  Luego  z  ha  de  ser  menor  que  4 ,  ó  no 
puede  ser  mayor  que  3  9  de  donde  dimanan  las  ú^ 
guientes  resoluciones. 


Sihago)K  =  Q' 

esj^=:r 

X^ll 


«=  r 


«=2 


«-3 


Luego   las  do6' partes  que   buscamos  de    iSp  son 
.Tom.Il  G  !.• 
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j.""  224-3;  2.^  i6-i"9;  3.^  iCH-i5;4.^  4f4-2t. 

174     Cuestión  3.  Partir  IQO  en  dos  partes  ,  que  la^ 
una  sea  partible  por  ^yy  Id  otra  por  11. 

Sea  la  una  parte  7^  y  ta  otra  i  ly  9  será  5  pues ,  7JP 

H- 1  ij^  rr  1 00,  y  por  consiguiente  xzz.  ^~í?  = 
9l±±izl?r:l^  ó>  =:  14  ^y  -H.i=í?^  luego  2  — 

^y  ó  4y— ^  ba-  de  ser  partible  por  7*  Pero  si  4j^— 2 
es  partible  poc  7  >  io  será  tan^bien  su  mitad  2j^— i.^ 
Ji^g9  >  P^^s  í  2 J^  —  I  rr  T'sr ,  ó  2j^  =  f  í5  -♦-  i, 
y  será  x  zz  14  —  j^  —  2z*  Pero  como  2y  =: 

.72:  -t-  I  =z  62?  -H  «  -+-  I,  será  y  =r  S^r  -h  í^S 
y  será  preciso  haCíer  ¿-hi  =  2» ,  ó  á:=  2^  —  i  ][  este 
supuesto  dá  jr  zz:  3z  4-  tt  ^  y  píKfrertiQS  tomar  por  tt 
qualquier  numero  entero  que  no  haga  negativo  x  6 
y.  Pero  como  y  llega  á  ser  7«— S  y  x=  19 — i itf, 
la  primera  de  estas  dos  equacioaes  está  dídenído  que 
^u  ha  de  ser  mayor  que  3,  y  por  la  segunda  i  tu  ha 
de  ser  menor  que  19  ^  óu  mqnor  que  -if  ^  de  donde 
se  infiere  que  u  no  puede  ni  siquiera  ser  =  ^^y  co^ 
mo  no  es  posible  que  este  numera  sea  =lO,,  es  pre- 
ciso que  tt  =  i  i  único  valor  que  se  le  puede  dan  Si- 
gúese de  aquí  que>  =  8^  é  jr  =r  4  ^  y  que  las  dos  par- 
tes de  100  qué  buscamos  son  ¿6  y  44* 

^75'  Cuestión  4,  Partir  ico  en  dos  partes^  que^ 
partiendío  la  una  por  5  qu^de  el  residm  Zi  y  partiendo, 
la  otra  por  7  ,  quede  el  residuo  4» 

Ya  que  partiendo  ía  primer  parte  por  5^  queda 
el  residuo  2 ,  la  haremos  =  5jc-h2 ;  y  porque  partien- 
do la  otra  por  .7  queda  el  residfio^4  ^  la  haremos  =  "¡y 
H-4  Luego  5*-h7y-i-6  3='ióo>  ó  ¿ir  =í 94— Tj;  =  90+- 

4— Sy — ^y  5  de  djnde  sale  xz^  i  8  —y —  '^. 
Sigúese  de  aquí  que  4^ — 2yy  ó  2jH-4dla  mitad  j^ — 2 
ha  d«Ker  partible  por  5. .  Coa  est;e  motiva  haremos 

y 
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f — 2  =1  gz^óy=z  Sz-f-2j  lo  que  nos  dará  4P  =  16 — "¡rz^ 
y  manifiesta  que  7«  ha  de  ser  menor  que  16  ,  y  z. 
menor  que  -^f- ,  (quiero  decir  ,  que  z  no  puede  pasar 
de  2f  Luego  la  cuestión  propuesta  admite  tres  so- 
luciones, i,"^  z  =  o  d^  x=z  i6  y  y/=z  2  y  de  donde  se 
sigue  que  las  dos  partes  de  200  son  82-4-18 ; 

2.**«=  I  dá4P  =  9éj^=7,  y  para  las  dos  parte? 
de  ioodá47-hS3; 

^.^  z=  2  dkx=2  éy=i2  ^y  para  Ifis  dos  par- 
tes i2-h88. 

176  Cuestión  g.  Dos  hueveras  tienen  entre  las 
dos  100  huevos  i  la  una  dice  á  la  otra :  si  cuento  mis 
ktdevos  de  ocho  en  ocho ,  me  sobran  7  ;  la  otra  le  res^ 
pohde,  i  si  yo  cuento  los  mi  os  de  diez  en  diez  me  sobran 
también  7  ,  iquantos  huevos  tenia  cada  bueveral 

.  Ya  que  el  número  de  los  huevos  de  la  primer 
huevera  partido  por  8  dexa  el  residuo  7  ;  y  que  el 
numero  de  los  huevos  de  la  segunda  partido  por  10 
dexa  el.  jti^smo  residuo  7  ^  el  primer  número  será  84? 
+7,7  éi  s^ulndo  ic>y-4"7,  -con  lo  qua 84^4-10^+14 
=  100 ,  ó  Sjc  =  86  —  iqy ,  ó  4jr  =  43— SJ'  =  40+3 
— 4j^— :y.  Por  consiguiente  si  hacemos^— 3  ==48  ,  de 
nx>do  que  y  =  4^8-1-3 ,  sacaremos  jf  =  10 — 4» — 3 — z 
=  7 — 5«  ;  de  donde  se  evidencia  que  $z  ha  de  ser 
menor  que  7 ,  y  «  menor  que  2 ,  esto  es  ^  que  no  hay 
mas  que  las  dos  soluciones  siguientes. 

!••  2:  =B  o  dá  ^  =  7 ,  y  j^  =:  3 ;  luego  la  primer 
huevera  tenia  63  huevos  ,  y  la  otra  37.  2.*  «  =  i  dá 
áp  =  2  é  j^  2s  7  í  luego  la  primer  huevera  tenia  23  hue- 
vos 5  y  la  otra  77. 

177  Cuestión  6.  Se  ha  hecho  wta  merienda  en  la 
fonda  adonde  entre  hombres  y  mugeres  han  gastado  loob 
reales ;  cada  boifnhre  ha  pagado  por  su  escote  19  reales^ 
y  cada  muger  13  reales  por  el  suyo ,  iquantos  eran  los 
hombres  ^y  guantas  las  mugeresi 

Sea. el  número  de  los  homl^res  se  ^  ,  y  el  de  las 

G  2  mu- 
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mugeres=j^,  será  194^  +  133^=  1000.  Luego  t3y=s 
1000 —  I9¿ip=:988h-i2—  i34(^— 6jr,  éjí  =  76— jt-h 
íi^=^  5  de  donde  se  sigue  que  i  a  —  6x6  6x — 

12 ,  ó  también  x — 2,  sexta  parte  de  este  numero,  ha 
de  ser  partible  por  13.  Hago ,  pues  ,  x — 2  =  13^,  y 
sacoár=  i3«-í-2  ,  é  j^=  76 — i^z  —  2  —  óar,  ó  j^  = 
74—192: }  lo  que  manifiesta  que  ;s  ha  de  ser  meqor 
que  \^  y  y  por  consiguiente  menor  que  4  j  por  manera 
que  se  verifican  las  q<|¡iatro  soluciones  siguientes. 

i.o  2  =  o  dá  JT  =  2  é  j^ :=  74.  En  este  caso  había 
.  dos  hombres  y  setenta  y  quatro  mugeres  i  aquellos  han 
pagado  38  reales  ,  y  estas  962. 

2,^  «  =  I  dá  jT  =  15  ,  número  de  los.  hombres, 
é  j^  =  55  ,  numero  de  las  mugeres ;  aquellós*h2la  gas- 
tado 285  reales ,  y  estas  715?.  ' 

'3."*  z  =  2  di  para  el  número  de  los  hombres 
dp  =  28  ,  y  para  el  de  las  mugeres  j^  =  36  i  luego  aque- 
llos han  gastado  532  reales ,  y  estas  468. 

4.*  2  =:  3  dá  ¿r  =  41 ,  é  j^  =  17 ;  por  consiguien- 
te los  horntures  han  gastado  779  reales  ,  y  las  muge- 
res  221. 

178  Cuestión  7.  Un  labrador  compra  d  un  tiempo 
muías  y  bueyes  en  lo  que  gasta  1770  pesos ;  caaa  muía 
le  tuesta  31  peso  ^y  cada  buey  21  ,  iquantas  mulos  ,  y 
quantos  bueyes  ba  compradol 

Sea  X  el  número  de  las  muías  ,  é  j^  el  de  los 
bueyes  :  luego  %ix  4-  2Ty  =  1770  ,  ó  2ij^=  1770 
— 31^  =  1764  4-6  — .  2ix  —  xox ,  esto  es  ,  j^  =£: 
84— j;-+-^Y^*.  Luego  6— 10^,0  su  mitad  3— Sop 
ó  5^ — 3  ha  de  ser  partible  por  21.  Hagamos  ,  pues^ 
5y— 3=  212,  saldrá  5jr=  2i«-h3  ,  é^=:;84— -Jr — 
22;,  Pero  como  x  zz,  ''ií^^  =:  ^z-^  ^^ ,  será  ne- 
cesario hacer  2-^-3  =  ^u ;  cuyo  supuesto  áiz—  gu — ^ 
jr=z2ü/—i2,éj^=84— 21(^-^12 — lOcH-ócsioa*— 3111. 

Si- 
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$gue$e  *  de .  aqut  que  u  ha  4e  ser  ma^r  qtte  a ,  pera . 
menor  que  4,  de  donde  se  sacan  las  tres  soiodones  ú^ 
luientes,   j.'  •  ^ ..  .  ">  ^9   /;">  <!»!''    -•'•  I-^   '  ^- 

,1^  u  s  li  dar  para  el  miopero  de  kte  mula^  jr  s:  ^/ 
y;  para  el  de  las  bueyes  j^=  71  ;  lu^o  las  biaUs^báti' 
costado  279  pesos ,  y  los  bueyes  I49i*^'tayas>  d<W 
panidascomponen  iTTppésosj  i  5 
:.!  a.^.«j=3  2  ÚL  s  *=^30  ,  e^y  =í2  í|0 ;  luego  las  muías* 
han  coscado  930  pesos  ^  y  los  bueyes  840 ,  cuyas  doSL 
Iflartidas^  componen ^mas  1 770'pesosi      •  ^ 

3  ®  í/  =  3  dá  jp  =  51  ,  é^  =  9;  han  costado ,  pues,, 
las  muías  1581  pesos-,  y  los  bueyes  189 ,  cuyas  dos 
pai  tidas  condonen  juntas  •  í  770  pesos.  .      ^ 

1^  l^odas  las  cuestkínesi hasta  aquí  resueltas  en- 
camioajn  í  equaqonés  dei  está  forma,  ax^by  ^c^  en. 
la  qual  a  ^by  c  representan  nútni^ros  enteros  y  posi* 
¿vos ,  y  de  las  quáíes  tambie;i[  se  han  de  sacar  núme- 
fos  enteros  y  positivos  para  los  valores  de  x  é  y.  Pe- 
ro quando  b  es  liégatiyo  Vy  tiene  láéquac^Qn  esta  for- 
ma aM  =  ¿y  ^c^  las  cuestiones  son  dejínuy  distinta 
naturaleza  ,  y'  admiten*  una  infinidad  de  soluciones^ 
Vamos  á  resolver  algunas ;  la  expresión  general  del  Va- 
lor de  x.eH  en  este  caso' x  ±¿  ^i^l 

Aquí  pueden^  ocurrir  tres  casps;  i.^  quando  la 
equacion  tiene  todos  sus  térpiinpSp  y  las  incógnitas^ 
jjo  tienen  mas  C9e6ciente  qu^  la  unidad  v.  gr.  x  —-^ 
y  :=zc  ^  de  modo  que  a  =  l  y  b=  1.  h  una  equacion 
de  esta  forma  encamina  la  slguknte  cuestión  ,'  y  todas 
las  que  se  &  paüecea      '         '■^' 

180^  Cuestión  8.  tiallar  dos  números  cuya  áifenn^. 
da  sea6.-.:  ,,r.^  -o -<-;;;-/  ,  :':' ¿^ 
.  LlamQ  4p,el  míitiero  mtnot ,  6  y  el  mayor }  será, 
pues  ,  y — *.=  6 ,  y  j^  tt  €Hnx.  Podemos  substituir  en 
lugar  de  x  todos  los  nútmíA>&  enteros  'posibles  y  é 
y  wernpre^KPá  §  üwdadw; mayor  que  x  Si  hago. 
y,3fom.IL  G^  y. 
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V.  g.  X  =5 100 )  serijo  =:  106 ;  luego  cabe  una  iafioidad 
de  aoluciones* .    :       .  .    :.  l         . 

181  2*^  £1  segundo  caso  es  quando  la  equacion 
no  tiene  mas  téifminos  que  I69  dos  qué  llevan  iniróg- 
oita ,  siendo  c  =  o ,  v.  gr.  ax — hy  =:0,yibf=:  by  ^y 
los:  Qoefíeieptes  de  las  incógnitas  números  enteros 
mayores  que  la  unidad.  A  equaciones  de  esta  formal 
encaminan 'la  siguiente  cuestión.,  y  todas  las  que  St  le 
parecen. 

Cuestión  9.  Hallar  un  numero  que  sea  partible 
por  $  y  por  7. 

Llamo  A^  el  número  que  busco  ,  y  como  es  coodi-» 
cion  precisa  que  se  le  pueda  partir  por  5 ,  será  desde, 
luego  iV=;  5t  ,  y  será  también  N  :=z  ^y  ^  porque  el 
número  ha  de  ser  tan:ibíea>  partible  ^  por  71  Luego  gx 

=  7y  y  y  ^  =  "T*  ^^^*  como  íjr  no  es  partible 
por  5 ,  es  preciso  que  lo  sea  y  j  haré ,  pues  ^y  =z  gz^ 
y  tendré  j:  =7^;  por  "manera  que  Nz=z  3«  ;  y  como, 
puedo  tomar  por  z  Un  nümefo  enteró  quaíquie'ra  ,  se 
echa  de  ver  qué  puedo  sacar  infinitos  valores  d%  JV^ 
V.  gr.  los  siguientes.       '  "  '       . 

35»  7<^y  105»  140»  I75i  910»  ^^ 

Sí  ademas  de  ser  partible  ^por  los  números  expresa- 
dos ,  se  añadiese  la  circunstancia  de  ser  también  partía- 
ble  por  9 ,  tendríamos  A^=  35^  ^  y  haríamos  N=zgu; 
luego  sería  ^$zzzzgu  ^  y  uzn^-^  ^  donde  se  ve 

á  ^s  claras  que  z  ha  de  ser  -partible  por  9.  Haríase^ 
pues  ^z=gs  i  sería  por  consiguiente  u  =  35J ,  y  -¿V 

182  3.^  El  tercer  caso  es  quando  c  no  es  o^  la  equa>* 
cion  tiene  todos  sus  términos  9  y  las  incógnitas  coefi- 
cientes mayores  que  1&  unidad  tal  es  ax  —  iy=:  c*  Lá 
resolución  de  las  cuestiones  que  encaminan  á  equa- 
ciones ide  esta  forma ,  -  tieoea  alguna  mas  dificultada 

que 
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^e  las  de  los  dos  primeros  casos ,  conforme  lo  dirán 
¿s  exemplosu 

Cuestión  iq.  Hallar  un  numero  N  partible^^or  5, 
pero  tal  que  si  se  le  parpe  por  7 ,  quede  el  residuo  3. 

Aquí  ha  de  set  N=  gx  ^y  también  N  =  7y-h3,  de 
donde  salé  gx  =  Jy^n-  3 ,  y  por  consiguiente  x  z=:  ^-^^ 
L.  ^^s^:^y  ^i2±?^  Hagamos;  2^.^-^3=5% 
^Idrá  ^  =jM-«  ;.pero  por  s?r  íj^fjj  =  $z ,  ó  '2y  5=  $» 
—3  ,  es  y  —  ^5=i  >  6  j;  =  2«H-l=5..  Hagamos, 
jxies , «— 3=r  .2ir ,  sera  a:  =  21/+3 ,  é  jf  =  5tt+6  ,  y 
*=jHt« 3=  7* h- o.  Luego iV=  35íí  +  45-,  en cuyp 
v^lor  poderlos  substituir  en  Kigar  de  r/  po  solamente 
todos  los  números  .enteros  positivo^  ^  sino  también 
húmeros  negativos.  Porque  como  basta  que  N  sea  po- 
sitivo ,  podemos  hacer  £/— — i  ,  de  lo  que  sale  N=  la 
Los  demás  valores  se  sacan  añadiendo  de  contino  35, 
dé  modo  que  los  valorea  dé  iV^son  10 ,  4^ ,  80 ,  1 1 5, 

183  La  resolución  de  las  ^qpestiones  de  la  naturas 
leza  de  la  última  es  mas  ó  menos  dífícultosa'^  según 
•ea  la  razón  entre  los  dos  números  que  sirven  de  par-' 
tídores  ,  quiero  decir  que  requieren  mas  trabajo  ^  se- 
gún sea  la  naturaleza,  de  estos  partidores.  Lo  harán 
patente  laá  dos  cuestiones  siguientes:  \'       ^ 

'*  'Cuestión  íty  Hallar  un  numeró  que  partido  por 
6 ,  dexe  el  residuo  2,  y  paftido  par  13',  dexe  el  r^- 
siduo  3. 

Sea  N  el  número  ;  será  iV=  6jp4-2;^  j  N:=:  i^y 
-4-3  i  luego  64^+2  =  i3j^-f-3  ,  y  6x  =  13^+1 ,  y  ár  íi 

49tí  j^  =;  6*í-W  i  y  Xc^  ^-4ríi/^H3«-r-.? i  de  donde 
*4e;  si^  qiieaA^3=/^8a;«^io..r)á^.pu«s.9la  cu^t^^ 
valores  siguientes  08 ,  146  ,  224^  302,,  380^  &c.  qup 
'€WlV0DW;lini;prfig€e9t^  diferen- 

-  G4  cia 
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tía  es^Ssró'*^  13^  Basta  por  CQnstgEuteke  conoce» 
utio  de  estos  valoies  para  sacar  á  poca  coísfta  todos  iM 
4emaf . .    ;■     ^  v  f.-.-,.,    ^  ;.\  -.-   ...7    .>;  í:^-*  ..í!.* 

Ha  sido  iQuy-^  Qcil-la  cesplucion  de^^sta  cuo^sitioa 
No  sucederá  lo  misniocon  la  siguiente.   \  r  '  ¡, 

184  Cuestión  12;  Hallar  m  numero- 1^  ^  eí  qtiál 
di'iidiéndoIepDr,^^^yjkv9  e¡  residuo  i6 ,  y4ividiéndqle 
por  56  j  dexe  el  residuo  a^. 

Des4e  luego  W  tic  ser 'iV^=:*Í3'9V"^  i  6  ,  y 

despqes  iV":;=:  56.^  Hr-a?:  ,  íuego^  3  9^-4-1*6  = 

$6^-4.- .2ír,  ó   39p:=:  S^í?  -4n-i í  ^  rJi^ízGS 

lugar;  iJeiícp.  Ppí  .^aíis^guie5,te:-3,p,r,  ^,  j^^ 
-Hi  I •,  y  ^=: S2^Ji  =  -ar -f.«=ií  =  2r -4-^^^ 
pói;  manet^  ^pe  '.f^^  ^^  ,  6.',  i^V^:  s^r  -^ 
1 1  ,  de  donde  se  saca  r  =  ^''f'^if.^  ==:  =^3x0^^ 

5í.=  2^  Hr-i.i  5  de. donde  .se  saca  x.;;;;  ^f—'iTT 
2^  -+-  '-=íi  fr**2r-4-a ,  haciehdo  u  zn  í=^  ^  y  th. 

*2«-+»  iirCotnóya  no  hay  fracción  alguna  ,  se  piede 

e»mar  u  i  ^rbitri9  »  y  solo  faltará  refc^ríéi:'  ácía.  atrás 
s  siguientes  détefmináaooes.  ^      '   „  ''     ' '^      -, 

.^-^  2/+» :?:  5»+aa  .  ^   .    »     V 

r  =  3í+f ^  i.'S^tni  • ". .  -  •;  '■-■:'  -  •:- .. '."  c/.  j"  i  -> 
4?=  2r^j^30tt-+-¿76  '•.\";  .  '.      ^, 1^_.  , 

p  =  V-fír  =  50í/-f"253^ ,  ^'^naitfieiite  ií7^  39-.  56b-(« 

"^jB8y.  "Él  váíoriVhliítnfo  |)&sibfó  da  JV^» 'tacata '^liá»- 

cietídb  tt  =  •:-^-4  jcliyo  supuesté'd^-A^'4:'.|.i4!^.  Si  li^ 

ciéramos  u  s=  x —  4 ,  saldría  N  =r  2i84ií^'>--  87^i4- 

9883  ;  é  N-=s  diSir-H-  il4t<'<'F^iQait>lttto»4«í(n«Ms 

•    -  f    f  una. 


una 


ma  precesión  •arismáica',^  cuyo^^  pritber  .tétjmiiiO'  es 
1 147,  y  la  diferencia  es  2184;  SLqxúvtÉa^igañc^desm 
términos.  .,        .  .  ^      .         .         • 

1      -  '1 147  I  3331  5  ^¿5".  7^99^  9¿fe  rSf<^-  ^ 

185  Cuestión  13.  Una  quadrilla  de  hombres  y 
Wtígeres  van  a  merendar  junios  á  escote ;  cada  bom^ 
ifT  gasta,  35  reahs^ ;  j^  cada  mager  aé  •;  til  repasar  Ja 
cuenta  se  baila  que  ehgasU)  tieaodáf  Jaisifnugpres  yuaí 
tM  moidiii  fíetd'^mus '  qUe'\el  ^^a^tü  éar todos  los 'bom-^ 
inres  ^  ^waims  ^ran  hsr  1í(f9iíbres ,  y  quantus  las  nm*, 
'geres^  *  '^ 

4i!v  iS^  el^úúmtío  de  las  mugeres  =^9  et  de  los 
hombres  =  ^r ,  el  gasto  -de  lá$>mugere9  $eri^  iffft  y  y 
«d'jds  las^bóiiilbti»  35^  ;  lü^o^  1 6p  zr  d^^r^  r,,  y^p  = 
t»Ég|íi  ~:  ^-¿^  «f-Jí  — :  jí-HT.  Como  liemos  hecho 

•fi  p^ii  /^.iSii  zsr-r'-HT  J."Por  co'nsigwente  una  vez  igue 

Jtíí  i=-jr.^  f, quiero  decir  qror  ií=:^^~i,  óT^ítz: 
2>f H- 1  5  luego/ síí  3^'  =  3/-f-  ~  =:  3>-r-¿ís 
haciendo  «  zz:  '-=-' «  ó  2t/  z=  r  —  i  ,  pcfr-  iñahera 

Luego  VecortietidQ  áck  f  ^ittU  1m  valores  liaUados^ 
tendremos, 

j'  =  r-h^  =  i6tt-+-7^  .-jJí.j:-  .'-  (v  u 

Por»  f^^oént^  «1- numero  de  .hsmugetes  era  2gfi 

•+-11  ,  y  el  de  los  hombre  1611^^7  ^  en  cuyas  fórmulas 

se^i|ette  5ii^(i^  en  {ugai;  ^  f/  r Ids  núq^eros  enteros 

-j.  i  '  *         .        .  ^^^ 
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que  si  quiera.  Los  valores  mkúmos  son  én  virtud  de 
esto  los  aiguieofees. 

Número  de  las  mugeres  =  1 1 ,  36  ,  6  r  ,  8jS ,  i  n  &¿ 
de  los  hombres  =    7 ,  23 ,  39 ,  55  y  71  &c 

^or  la  primer  solución  y  la  que  consta  de  los  números 
misiimos,  las  ;ixiugeres  gastaron  176  reales,  y  los  hoai» 
laires  175 ,  estofes,  i  real  meoos^ 

186  Cuestión  14:  l/n  ^Man  compra. cabaüas y  bue^ 
yes  i  por  cadáMbaHo  dá^i  pesos  ^ y  2o.pesos  por  cada 
buey  \  al  asustar  su  cuenSa  halla  que  los  bueyes  ie  batf 
tostado  7  pesos  mas  que  ¡os  caballos  >  igmMos  bueyes  ba 
voütprado  j  y  quanios  caballosi 
: .  Sea.p  ^1  número  de  los  bue;jres  ,  y  q  d  de  los  di^ 
ballosj  ha  de  ser  20/7  =  3  iq-^^^ y  p  =  ^^z=zq 

"^^^\5^  ^^  íM"^5  c^^  ^^'^  tenemos  2  or  ;=  1 1  q-^f^ 
y  yr=  '-^ii^=^H-^i?  =rr-*-x5luega.  1 1^  =s-9r 
^f.yYr=i^-^^=:s'¥-^^:^S'^t  ^  esto  eí, 
9r=  2j-+.r,  y  X  ==  ?í=?  =  4í-HÍ=^ 
en  virtud  de  esto  2u=zt  — ^ ,  y  í  =:  2í/  -^'¡^. . 
/.     Wgo  j  _  ..      . 

s  =  4/+«  =  9tt4-28 

r  =  S'^t  =  iitt-hi5 

f  =  rHhx.  =r  ftoi/4-03: número  de  los'caballos* ' 
p  =  í+r  =  3 1  «-H98  número  de  los  bueyes. 
Luego  los  mínimos  valores  positivos  de  p  y  ^  se  sa- 
can con  hacer  «  =  —  3  ;  bs  valores  m^ores  siguen 
formando  una  progresión  arismética:,  conforme  aqut 
manifestamos.  '     '      \ 

Número  de  los  bueyes 
I>  =  5í36^^7i98í  "9*  160,  191 ,  222, ^53 81c; 

Número  de  los  calíallos 
Sr  =  3,  23^43,63,83,  IP3,  123,-143,163^0. 

Pa- 
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187  Paremos  un  rato  la  consideración  en  el  modo 
coa  que  el  valor  de  las  letras  pyfit  determina  por 
medio  del  valor  de  las  letras  siguientes ,  y  reparare- 
mos i.^  que  el  número  7  se  halla  con  signo  positivo  en 
las  equaciones  de  número  impar ,  v.  gr.  en  la  prime- 
ra p  =  ^-í|^%  en  la  tercera  r  =  iíi±i2  &c.  y  con 
signo  n^átivo  en  las  equkdones  de  número  par ,  v.gn 
en  la  segunda  j^rr^'~''  ,cn  la  quartaj  =  ^  &c, 
2.®  que  en  el  segundcr  níicmbro  de  la  equacion  que  ex- 
presa el  valor  de  cada  letra ,  se  halla  un  número  pro- 
cedente de  la  relación  c|ue  hay  entre  31  y  20,  ó  uno 
de  los  cocientes  q|iie  jsalen  si  se  busca  el  máximo  co- 
mún divisor  de  estos  dqs  números  ,  sirviendo  de  coe- 
ficiente á  la  primer  tetra  de  dicho  miembro  ,  no  te- 
niendo la  otra  letra  mas  coeficiente  que  la  unidad, 
i^tos^  coeficientes  siguen  el  orden  de  las  divisiones  de 
Hías  quales  salen ;  quiero  decir  que  en  la  quinta  equa-^ 
don  t  ==  2¿H-7  9  el  coeficiente,  de  la  pciqíer  letra  u  dék 
s^un  Jo  míembrg  9$  2  ,  quinto  cocy^te  ;.  mi  la  q^artí^ 
equacion  x  =  4^  +  ti ,  la  primer  letra  i  del  segundo 
miembro  lleva  el  coeficiente  4 ,  quarto  cociente  9  y  1^  la 
unidad.  En  las  e^quaciones  tercera ,  segunda  y  primera, 
la  primera  letra  del  segundo  miembro,  lleva  por  coefi- 
ciente la  unidad.,  porque  las  divisiones  i  que  dá  moti- 
vo la  investig^ppp  del  máximQ  comi)n  divisor  de  31 
y  20  no  dan  otros  cocientes.  Aquí  van  en  la  tabla  si- 
guíente  todos  estos  cocientes. 


'-.    i 


20 


io8 


:PRINCIPIOS 


^        ■:■■  r:      dOj-Sr 

U'í   <    .-Mr.        ' 


í'    f 


XI 


i  'I 


20 
II 

9 


II 

'..' 

9 

— 

a 

9 

s 

I 

i( 


'  2 

I 


Todas  estas  consideraciones  las  hará  muy  ptttented 
ta  siguiente  tabla  ^  en  la  qual  manifestamos  primero  la 
resolución  délos  námero* 31  y  20,  y  después  la  d^ 
terminación; de^ las  létíras  p^q  ^r^ &c. 


31  =  I  .  20-1-11 
30=  1 .  1 1+9 

II  tr  I  .     9*f-2 

9  =  4.    2+1 

2  =  2:     1*H> 


p=i .  q+r 
q=  i  .  r-hs 
r  =  I  .  í-w 

í  =  2.  tt-*-7 


188    Del  mismo*modo  figuraremos  el  exefflplo  de 
antes  (184) 


56  =  1 .  39+17 
39  =  2  .  17^5- 

5  =  2.    2+1 
2  =  2.    i+o 


p  =  I .  ^-4-r 
q  =  2 .  r^s 
r  =  3  .  j-i-# 
X  =  2  .  /-hll 
í  =  2.«+II 


Su- 
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'  189  Suministran  estas^  consideraciones  un  modo 
brevísimo  de  resolver  Í2ís  cuestiones  parecidas  á  las  úl- 
timas qué  quedan  resueltas. 

Sea  V.  gr.  la  equatídtí  bp^zst  aq  -h  nenh  qual  pa- 
ran 9  donde  a^b  ^n  son  úiimeros  conocidos.  Hare- 
mos las  mismas  operafdone^  que  si  buscáramos  el 
májumo  común  divisor  de  los  números  a  y  h^y  ^  he- 
chas que  estén ,  podremos  determinar  sobre  la  mar-  C 
cha  p  y  í  por  medi^de  las  letras  siguientes,  conforme 
aquí  se  vé. 

Síeaii  =  yá*4-r  >        <p  =  jíq^r 

c=zCd+e   \'u\rzzCs^t 

En  la  última  equacion  se  le  dará  á  «  el  signo  4- ,  siem- 
pre que  el  número  de  las  equaciones  sea  impar ;  y  se 
le  dará  al  Contrario  e^sij^;^  -^-^  qüarido  el  número  de 
las  equaciones  sea-  píir.  Manifestemos  iahóra  con  algu- 
nos exemplos  la  ulitldad  de  las  consideraciones  en  qufe 
nos  heQ)D3  detenido^  »     •  " 

190  Cuestión  15.  Hallar  un  número  el  qual  diviJt^ 
do  por  1 1  dexe  el  residuo  3 ,  y  dividido  por  ig  de^e  el 
residuo  5?  •       . 

Llamo  A^ el  numeró  ;  será  Nzn  i ip-h3  ,  y  Nzz 
^99^3-  Luego  i  rp  ='  19^  4-  2 ,  dé  cuya  equacion  se., 
saca  la  siguiente  tabla. 

19—1.11+8  przq^r 

11=1.    8+3  qdir^s' 

Szz2.    3-1-2  r±:-^2i4ií' 

3  =  í  •    2-M  xrr /+ÍI'   ,  -     ^     ' 

2  =  2  •     IH-O  f  =  2«+2. 

Aqui  se  le  puede  dar  á  »  el  valor  qué  se  quiera  ,  y 

de- 
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.determinar  después  retrocediendo  las  le£ras  anteceden* 
ees  una  desf)^^  de  oQrd^ldrá.        .^ 

pQ  aquí  sale  Nz^zzogif^is^r^  lUetgo  el  niímero/tníili- 
.  mo  que  pueda,  expíe^í^r  M  v^l0r;d©.  A^» es  1 57. 

191  Cuestión  19.  Hallar  un  número  N.faJ  que  si 
se  le  parte  ppr^^  11,  quede  Si  residuo  3 ,  y  si  st  ¡¡e  parte 
por  19  ,  quede  eil residuo  Si  y  si  se  h  parte  por  29  que^ 
de  el  residuo  10*  .     ,  i       • 

Por  la  última  .C0od¡?iori  ^iV  z=  39p-4-fí>^y  como 
el  cálculo  ya  se  hiapcoQ  los  otros^dos  nómieros,  es 
preciso  por  lo  hallaflo,  <{\}^N  n  t209tf-PiS7  len  cuyo 
lugar  pondremos  Nzz  209^+157;  iuego  29P-H10  = 
2099-^157  ^  ó  29P  =:  2099-^147  i  de  donde  jiale  el  sí- 
luiente  tipo. 

209  =  7.^20-^6    luegap  =  74r+r  . 
20  =  4.    04-5     .         jjF¡=4r4-x 
6*=i;  •  ^H-i    .;.    :  r  =  ^+í 
5  =  5.    i+o  ^=5^—147 

Y  si  volvemos  atrás  ^  salearemos 

r  =  í+r=6/— 147 

:  -  .    .  í  =  4^+j  =  99^-^735 

í)  =  7í-t-r  :;;i  209/— :$  292*  : 

Luego  A^=r6o6if--ii 53458.  El  i^úmerq  mínirpo  se  ha- 
lla con  hacer  í  ji;  ?^  cuyo  supuesto  dá  iVr:  4128. 

192  Harejx^QSQuaa  prevención  jnuy  .neee$íiria  en  es- 
te asunto, y  e^:  qye la  equacion  kp:^aq-\r  n  solo  se 
puede  resolver  quando los  dos QÜcqergs ay  bno tienen 
inas  divisor  común  que  i ;  en  no  concurriendo  esta 
circunstajocia  ^  la  pue^úog  $e(á  imposiliie^  á  no  s0í: 

que 
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que  el  divisor  común  de  n  y  ¿\  lo  sea  también  de  n. 
Si  se  pidiese  v.gn  que  gpzz  15^4-2,  oomo  3  divisor 
eomun  de  9  y  15  no  lo  esde  2  ,  no  s^  puede  resolver 
la  cuestión  ^  porque  como  gp — 15^  siempre  es  paftiblé 
por  3^  nunca  puede  ll^ar  á  ser  =  2.  Pera  si  en  el  caso 
actual  fuese  n::z3yónzz6  &c.  la  cuestión  seria  posi- 
Vte  :  bastaría  dividir  primero  por  3  y  de  donde  sadría  ^ 
3pii:  5^-4-1  ^  cuyaequacion  es  muy  fácil  de  resolver ' 
por  la  regla  de  antes.  Queda  ^  pues,  patente  que  los  ñú-t 
meros  d  y  'b  no^  pueden  tener  mas  común  divisor  que 
kí  unidad  ^  y  que  la  regla  dada  sale  Mida  en  todos  los 
áemas  casos. 

193  Lo  haremos  todavía  mas  patente  cOn  resohret 
la  equacion  gp  —  i5í4-2  por  el  método  común»  Saca- 

tAos  p  =  ^^^^  2=  í"^^^^  =^  í'^^i  P^^  manera 
qué*9r  r=z  6j^-h-a  ^  &  6q  z±  gr—2.  j  iuego  f  r:^ 
9j^_^^^^|r— x__^^^^  ,  demodaqne  ¿r — ^a 

=;  6  s  5  6  3r  =  6^-4-2.  Por  consiguiente  r  ¿z; 
Si~  r—  áx.H^  7  r  de  donde  seváciaramentQ  que 
esta  expresioB  jamas  podrá  ser  un  nünléira  entero  y  por 
ser  incüspensablemente  s  un  número  entero»  Esta  con- 
sideración acaba  de  .confirmar  que  las  cuestiones  de  es* 
ta  natursíe^ar  son  imposibles.;     f  "  ?  '  ^      ^  :    r    - 

Método  pár^^.  dééermkútr  i^r  medita  U!r  dos  equaciones 
tres  ó  mas  fñcégnítas. 

194  En  las  cuestiones  indeterminadas  hasta  aquí 
jp^'puestas  ^  el  empeño  estaba  eA  determinar  por  una 
ecuación  dos  éacYtidades  íncógntcás  >  y  sacát'su  valor 

j         ch  ñdmerés  enteros  y  positivt>s* 
\  Claro  está  que  quando  hay  dos  equadbnes ,  la 

:         cuestión  no^  puede  ser  indeterminada  á  Yio'ser  que 
fe»  iücc^nitas  sean  mas  de  dos.   Suelen   ofrecerse 

cues- 
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cuestionen  en  que  se  halla  esta  dificultad ,  las  quales 
se  resuelven  por  la  regia  que  el  gran.Ealer  llama 
Sj^gla  del  ciego  ^  cuyos  fundamentos.  Tamos  4  mann 
festar*      ;  ' 

19^    Cuestión  i.  Treir&a  personas  ,  entre  bomhreSj 

mugeres  y  niños  gastan  50  reales  en  la  fonda ;  el  escate 

4e  un  hombre  es  de  3  reales ,  el  de  una  nrnger  de  2  rea-- 

'  les  ^  y  el  de  un  niño  es  i  real ;  iquantos  hombres  babia^, 

quantas  mugeres^ y  quantos  niñoñ 

Sea  el. número  de  los  hombres  =p  ,  el  de  las  mur 
geres  ri  y  ^  y  el  de  los  niños  =  r ,  tendremos  por  la 
cuestión  las  dos  equaciones.  1?  p+q-^r  =  30 ,  \2?  3p+i 
2^-hr  =:  50  )  de  las  quales  hemos  de  sacar  en  niíxne- 
ros  enteros  y  positivos  los  valores  do  p^q^  r.  La¡ 
primer  equac¡9n  dá  r  zr  30 — p-^q  ,  de  donde  inferí* 
^  mos  desde  luego  que  p-^q  ha  de  ser  menor  que  30J 
substituyendo  este  valor  ele  r  en  la  segufiUá  equácion,' 
sale  2^+^^-4-30  =  50,  por  manera  que  q  zz  20 — 2p,  y 
p-^q  —  20-r^pi  lo  que  es  patentemente  también  menos, 
qiie  30.  Pero  como  ,  pOr  lo  qué  manifiesta  ésfa  egua- 
Qton  y  podemos  substituir  en  lugar;  de  ^odos  los  Qu- 
ineros que  no  pas^n  de  lo,  tendremos  la$  oace  solu« 
clones  siguientes.  >  . 

Núnjero  de  los  hombres. 

f=   0,1,2,3,4,5,6,7,3^9,10 
Número  de  las  mugeres. 

^=¿0,18,1^,14,  1^,19,  8,. 6^4>,2,Q: 
Número  de  los  niños^ 

r=  10,  II,  12, 13, 14,  15,  16, 17,  18, 19,  2Q 

*  .  * « •  ■' 
.  196  Cuestión  2.  Un  hombre  compra  |oo  cabeifasil» 
ganado  pttre  cardos  ,  cabras  y  carneros^  m  Jo  que  gaffOr 
100  pesos;  cada  cerdo  le  cuesta  3f  pesos  ;  cada  cabra  i^ 
peso  ,  y  cada  carnero  |  peso^  j  quantos  cerdos  compró^ 
quantas  cabras  ,  y  quantos  carneros  ? 
.    Sea  el  número  de  los  cerdos  =  j> ,  el  de  las  cabras 
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7?.^f  y  €l  délos  cameros  =  r  ;  tendremos  "estas  dos 
Oqu^cíoncs  !.■  j>-hí4-r  z=  lOO  ,  2.*  3ii>-f-  i-Jf  4-irr:, 
icxd;  mulcipiíco  Ja  ultima  por  6  para  eliminar  los 
quebrados  9  y  saco  2ip-h8í+3rz:6cx)*  Pero  la  pri- 
mera d4  r  z:  100— p — q  i  luego  con  substituir  este 
yalor  de  r  ea  la  s^unda  ^  saco  18^-^5^;  =  300  9  óf 
5^=300-^  1 8p,  Y  q:zz6o í|£-.  Es,  puesy 

preciso  que  i8p  sea  partible  por  5 ,  y  sea  $  un  fac- 
tor suyo.  Hago  pzn  gs  ^  y  saco  q  m  60— i8í  ,  y 
♦•m  35-1-40,  donde  en  lugar  de  s  puecjo  substituir 
qu&lquier  numero  entero ,  menos  aquellos  de  cuya 
substitución  resulte  q  negativa.  Poí  esta  circunstan-^ 
cia  el  valor -de  s  no  puede  pasar  de  3 ,  de  suerte  que 
6i  desechambs  o  ,  la  cuestión  no  admite  mas  que  las 
tres  soluciones  siguítntes. 


Quando  .r  rr    i ,    2  ,    3 
í  =  43  ,  2 


sale>  =  .  5  í  ío  5  15 

=  42  ,  2^ ,  16 

r  =  53  ,  66  ,  79. 


•  Los  principiantes  que  quieran  dedicarse  i  la  reso'? 
lucion  de  estas. cuestiones. han  de  poner  sumo  cuidadq 
en  que  sean  posibles  las  que  se  propongan.,  paralq 
fúal^  les .  ser vijráa  de  norma  las  consideraciones  si- 
guientes. . 

Supongamos  que  la  resolución  de  una  cuestión  nos 
encamine  á  esta»  dos  equaciones.  i?  x-^yt-zzza^ 
^^fx+gy^bz  zzk  ^  doníde  fig^  ky  ay  b son  nú- 
eeipís  dados ;  ^[suponemos,  que  de  los  tres  números 
f^S^b.tl  primeíp/^a  el  mayor  ,  y  i&  el  menor  í  ya 
qae  por  ser  x-hjH-z  —  a.,  ha  de  ser  fx-^fy^fz  —fa^ 
es  patente  ^^fx-^fy^z  es.  mayor  que/jH-¿'j?4-itej 
luego  es  preciso  que  fa  sea  mayor  que  b^ó  b  menor 
que  fn  ;  y  ¿orna  también  bx-^by^zzz  ba ,  -yJbx-^by 
^Jbz  ,  es  sin  duda  alguna  menor  que  fx^gy-^bz^  es 
también  preciso  que  ba  sea.  menor  que  b  ^  ó  b  ma*- 

Tornan.  H  yor 
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yor  que  ií^  Sigúese  de  aquí  que  si  ^  no  es  menor  tfág^ 
fa  ^  y  al  mismo  tiempo  mayor  que  ba  j  la  cuestión 
será  imposible. 

Esta  oondícion  se  expresa  con  decir  que  b  ha  de 
caber  dentro  de  los  limites/^  Y  ba;  j  conviene  tam- 
bién que  dicha  cantidad  no  se  acerque  mucho  al  uno 
ú  otro  de  estos  limites ,  porque  entonces  no  se  po« 
drian  determinar  las  demás  letras. 
"  En  la  cuestión  última,  donde  ii=ioo ,  /=3i  y 
i&  =1 ,  los  límites  eran  350  y  50;  si  en  lugar  de  ha- 
cer b  =  ICO ,  hiciéramos  ^  =  51  ,  las  equaciones  se- 
rian x^y-^zzzioo^  y  3i¿r-f-itjH-i«zz5i ,  ó,  después 
de  eliminados  los  quebrados  ,  21^+^-4^32:=:  306; 
multipliquemos  la  primera  por  3 ,  de  modo  que  3Jí-ir 
Zy+3^  =  300 ;  restemos  esta  equacion  de  la  otra, 
saldrá  i8áP  4-5  j^zz  6  í  expresión  imposible,  porque 
X  é  y  han  de  ser  números  enteros  y  positivos. 

197  Cuestión  3.  Un  monedero  tiene  tres  suertes 
de  plata  ^  la  primera  de  7  onzas  defino  por  marco  ^  la 
segunda  de  gi  onzas  ,  y  la  tercera  de  4Í  onzas ;  tiene 
que  bacer  una  aligación  de  30  marcos  de  á  6  ohzas 
defino  en  marco  y  iquantos  marcos  han  de  entrar  de 
eada  suerte^ 

Si  toma  X  marcos  de  la  primera, 3^  nríarcos  dé  la* 
segunda ,  y  z  marcos  de  la  tercera ,  será  jf-4-y-4-íiJr:30, 
primera  equacion. 

Ya  que  un  marco  de  la  primer  suerte  tiene  7  on- 
zas de  plata  ftira ,  los  x  marcos  de  esta  Suette  tendrán 
7jr  onzas  de  fino  }  los  y  marcos  de  la  segunda  suerte^ 
tendrán  5ij^ onzas,  y  los  z  marcos  de  la  tercer  suer-' 
te  tendrán  4^2  onzas  de  plata  fina  ;  por  manera  que 
toda  la  mezcla  tendrá  7dp4-5tj^-f-4i2:  onzas  de  fina 
Pero  como  toda  esta  mezcla  pesa  30  marcos,  y  ca- 
da uno  de  estos  marcos  tiene  6  onzas  de  plata  fina, 
sígnese  que  en  toda  la  mezcla  habrá  180  onzas  de 
plata  fina ;  de  aquí  se  deriva  la  segunda  equacion 

7* 
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^jN-5ij^+-4f«  =  180 ,  <S  n^^iiy^hgz  =  360.  Si  de 
esta  e<}uacion  restamos  la  primera  después  de  muiti- 
trucada  por  9 ,  esto  es  gx-^y-^^z  zz  370  ,  sacarenios 
^«-h2y=90 ,  de  cuya  equacion  hemps  de  sacar  en 
números  enteros  los  valores  d^  x  é  y.  Por  lo  que 
toca  al  valor  de  z^  será  fácil  sacarle  después  de  la 
equacion  «=30 — X'^—y,  Pero  la  equacion  de  antes 
dá  2j^=90— sx,  éj^  =45—^.5  hago,  pues, 

4P=2ii ,  y  saco  j^=45— gw   y  zz=z^u — 15; 

^ñal  que  u  ha  de  ser  mayor  que  4 ,  pero  menor  que 
10 :  por  consiguiente  la  cuestión  admite  las  solucio- 
nes s^uientes. 


»=s 

6 

7 

8 

É 

df=IO 

1*2 

14 

16 

18 

j'riao  15 

10 

5 

0 

«=:o     3 

4) 

9 

ja 

Por  el  mismo  método  se   resuelven  las  cuestiones 
donde  hay  mas  de  tres  incógnitas. 

198  Cuestión  4  ^^^  labr0dor  compra  100  cabezas 
de  ganado  en  que  gasta  100  pesos ;  es  á  saber ,  bue- 
yes  Á  10  pesos  por  cabeza ,  roacas  á  5  pwo^  ,  becer-^ 
ros  á  2  pexox ,  y  cameros  4  i  peso  por  cabeza ,  iquan^ 
tos  bueyes  ha  comprado-^  quantas  vacas ^  quantos  be^ 
cerros  ,  y  quantos  cameros  ? 

Sea  el  numera  de  tos  bueyes  ~  p  ^  d  de  las  yan- 
cas zzq  y  el  de  los  becerros  zir^  y  el  de  los  carne- 
ros =:j;  la  primera  equacion  será  p+^+r-f-jnioo, 
y  la  segunda  iqíH-5;í+2r+fx=  100,  ó,  con  eliminar 
los  quebrados ,  20p  +  iO^-h4r-4-jr:200;  si  restamos 
de  esta  equacion  la  primera ,  quedará  igp+gq^Z^ 
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í=  lOO ;  de  donde  se  saca  y  rr:  lOO— igp— «9^,  y  r=: 
33+t— 6í>— ií— 3í»  ^  r=33— 6p— 3^+  '-=?  j  luego 

1— p  ó  p~-i  ha  de  ser  partible  por  3.-  Haré,  pues, 
p — 1  =r  3/ ,  y  tendré 

p  =  y+i 

r  =  27— iQ'— 3f 
*  =  72+2^4-16/. 

De  aquí.  $¿  sigue  que  igí+Sí^  ha  de  ser  menor 
que  37  ^  y  que ,  con  tal  que  esta  condición  se  verifi- 
que ,  se  les  puede  dar  á  ^  y  f  el  valor  que  se  quiera. 
Ésto  supuesto ,  tenemos  que  considerar  los  casos  si- 
guientes. 


i.«  Si  /zio 


sale  p.::r  I 

r=:27— 3í 

S  =  72-h2g 


2.*>  Si  /  =  I 


J=88-4-2^ 


No  se  puede  suponer  rtz:2  ,  porque  de  este  supues- 
to saldría  negativo  el  valor  de  r,         . 

£a  el  primer  caso  ^  no  puede  pasar  de  9,  y  ea 
el  segundo  no  puede  pasar  de  2;  dan  ^  puea^^escos 
dos  casos  hiSc  siguientes  soluciones.. 

£1  primero  dá  estas  diez. 


-  «ft 

■     L. 


DVOyfíC^S^Bn'Jl 


'■J¿ 


'.. '.  I 


72 


11 


27.24 


74 


lU 


li  1 

.11 


ivlv 


1 
3 


31.  iS 
76:78 


VI 


45;  6 

80I82I 


■I 

84  I  86 


VII  vm  ixi  X 

X]    1  1 
.8-9 
O 


m 


90 


•:iüJ 


.<.\^Ti^"i^':^' 


1 

U 

III 

p 

■4, 

4 

4 

^ 

d 

í 

2 

il.  ^ 

8 

.5 

2 

í  J  88 

90 

92  1; 

.;íí.. 


Son  en  todo  trece  soluciones ,  que  se  reducen  &  diez, 
con  dQsbdi^Qlw\q|bie^liMilbjniK^^ 

Por  el  mifflio  método  se  resuelven  estas  cuestio* 
mk  yjdpn^ieilas^ letra*  estédikMpU^^  pbr  núott^ 
cosidadós»'^  i.  r.  /..  i.^.í  <  '^  /  ^;  •. S*- 1,:;*  •.  -.  -r^'--  -."."^ 
f  Jx^i^Xuestión^^  JS^ifÜMáñitreé  9$á$lm^^  ent¿fw$tmi 
2ss^  ^itsúiwi$skípUoit($t^féimeti6*^f9r  3V  eliMigm^ 

»a  S6o ;.  j? Mse^tnuMif^ca  H'^imim  por  94^^ iw 
g^f^^P^f  ^g^^yfl  ui^eh  pof'i^y  Insuma  de  Jos  phH 

-o  |SeR:>fia><piÉner^xiifa«ro)^  <iiegiinGbriczb>p:6l 

tfinseK^icx:  ;si  ttn|dreaios  «star;dps  requac^^ 
«f$jH-^zr^  jj.iipgjp*^5jií(*M^  rea» 

tamos  de  la  segunda  el  triplo  de  la  pismera^esto 
fSy^r4;i¿jHta^i:p!npi6ftDi  qilteduiffií^yíH^Sá:  2x^240; 
llutíeod^  pianAc^{safei9jH^^=3:690^:jqu&i#  jeüx 
0rJr9m.IL  H3         ^  iH 


<i8  }Rñt.ií^Ga;s^O'S(i 

I  ^4u~  T'-  trfwcgft  ¡8  ta  de  ser  paglblc^Mtf-j;;  ha- 
go ,  éuex,  «¿i¿^¿ . de/|^ypW^  tíí  efi=  J24— 
141/  3  snhsl^iuníinifr,  ¿stosl  ^¿aU>gefr  ta-la-t  pillee-  ^qua-* 

4f  =jí2í^-^b^  hágb;ah9^a'J(/4¿3)^S  1^  Pft¿^>  Por 
ÚIti4í  ¡a  ifeiie^e  MftíciQhj  ^g^^^  24- 

42^  Jg':?^'^^;jaáde^:^ 


tuir  ei  numero  encero  que  se  quiera  mayor  que  o ,  pe- 
ro ^^9smiamitMmb!m^^ií^  «ie;si»<bi»ydm§s9t^«3 

dones  que  las  dos  siguientes. 
I.  Si  í  =  I ,  salf  3r=:  «t;  j^ 
II.  Si  í  =  2  ,  sal*>l^¿&yi 


«  =  15- 
,  «  =  3<5* 

indo  grado. 


200    Las  equacnnés  'fleírS^^        grado  también 
pueden  ser  determi|Baás  8  itii^emninadas.  Tratare- 
mos 9  pues  9  de  unas  7  otras  separadamente 
fS-jíL  ¿  íiQouLdi  de  ^up  ^  üsupídijIo?.  ;>ooií  oboí  na  no8 

^  Equacionn^^termmMktt¡4e-j»fgu^  noD 

^i^aúii]   Sigúete.  db{ík6jdichte28nttsjildi3llui^ 
equaciones  de  segundo  grado  son  todas  aqueüuieigni 
¡aoógviitasxasaiei^dáá  labitgtttfA^k^o^miitaQoSbaas^en 
9iieuuikd)i^p 'pl^(fe'>lllA^r  Wgut&^^^  ptíík 

ner^po^ncia  4ei^ki»fnstfi)a^  mqfSgotta^  \j|  ft^iJO^  táfípm 
BQ.  todq)  ODqooHÍ(H\^^<Wrá;);i^\iMnsigtóeQ^^  «dfracse 

esta  expresión  general  ax^^bxzzc  ^éQtuA^isí^^»^ 
Js:  q  i^^Ándbiáb^é  (o  c^  300:  a9tíiá^€m^cm^>áá2a^  po* 
sjf^ff as  t  ^iwg;ttp0a8<^Lpcm>inaiicsa^]qi^  \k  JOLpusiatt 
«as  gtoeraú(ide:daak)fíqiisoK)Mi(i  4uadra)dl|^':5es^^  JM* 

i^ioasL^  i^faB^rtfomüao^^  ILiittdcquac¡cBif-qtiaárii4^  tt 
¿is(^^^en;¿4i94KcBe::o^c€9-C9rtJta^  oiio^^bad^ 

|iCi  ^    ¿H  il.uulwo 


ono^'tlev«:ui|sr43ioi]iqó»gn¡to  ;jhdec^oided'K)iiierel$|SI$irter 
tévmnOKiss  áquc&badDfiñeiéfliái^laiiiegúzKfaUpMS^ 
1Á  iiftSógiiib^Vi  e|j[ségu¿(k)::;:  «Ui^  rl^pm  gkpipiidér 
IJ<xbcidaV']l^''eL  úhimo  aq&elnfloo^    2i»  eesti  ir*  TeAt 
equacioo ^de 'segoádO'  gr{i4o'  ^oo  tienen. íok>  «rds  t¿i^ 

'i  o<^^  QueiidkiB^acbntdQfiS6|inida|^ 
mas  que  los  tres  términos  expresados*^  e»  mi]y.fiMSÍl 
db^'píi^otRirlb'^piéqde^^xj'  ndciiuede ^liaber  téivniao  al- 
gu(K>  donde  Úviacógtaita  pase  dd  qtiadradoi^  pbes  si 
Ueg^a:  t  ótra^^potendalnKQrM ^.  v.  civ' á  la  tejera, 
emónceS'^  la^^vqUadon  fá^  íkr^erí^  -^det  segundo  gnt- 
dosíi  síno^'XiéLteéoeco  v^y^^ic^inoLSisi;  la  '^iqoadoh 
tlevare'piuchosi«¿iH2iÍQos:iaon'  la>  prlmir  rpotencik  db 
Íaiinc<igBita'^  y^x)trds  3obnipuetft05'.  todos  de  cantídi^ 
dei-coooddas^  vw  gi^I^si:^  jr^rkjAatrxs^iH-^^^ 
-¿i/  Ir  vr;!;    ;>•*/' !v  iíin  nobu(oí¿i¿jpi  'jvi; .  «  .•  ^ ;"»!«' 
£icilísimo   reducir  las  cantidadesí>)qu¡é>'JCÓnopofil(íniM¿l 

íbíí  dUsioaáa  de  las  dos  }^  y  ddliimisfBd  nipAirsimf^ 
ütkirian'tafiíhíená  una  sola  caoti^adrtbdafJilas  qift 
nnnpoQCQ  ^1  terminó  conoddaii>ipor ufsaiidra  (^qúe-  9i 
4a'sunia.6.lB:  dtfefieada  de  m  jr^rcj^l^oyR-áuiSQilftt 
ió  dif&reaeta^  de  ofHf^-i^iciíi^ 
iÚMk  4»4rjp4^«ci)fi¡uiQanc)iimiieql^^    ^'iiutiiédotnlisi^ 

Ui  0quack>n)9«:M.{iatent0jqo|e  f/t^ndvkuáxtáí  xx^m  2m 

^j  S104  . f iRyrtowMesjhay gdeacffpa^  fradife^ie^bareoMi 
Hleiis^i{ndD;^'iéniHnor>,jési^  ái  abuíi|e 

ics-dl:  et/nombce  ;de  \9iiiuutiáxes  incmpktxs^  A  ¡purm^ 
^)eBde  ahora  .puede  pércftírse!qafe.:l¿iiiw>luod&'^de 
4as .  equadoae»  >  purasite  ufla^dár^  4p«ÍMÍ  'difioifltawjp^ 
áa  ccbol^cioaiid^|cialf  c^aesÉtoupu^^        soi  oJ 

H4  La 


ii90  xPRsIN^CIPIQSi 

1 .  faO0\.  Loirresélaflioagde  una  équactdn  j^W'^éllogm 
ttPnio^ftcar,  Ubraiíjvquádcada  de  (dada  mieníé>ro  suyot 

f tresi  ca3as  i)  «i?  qukodoívéc  es  unÍDqbadrado.  icabalj 
.elivalón  clel4í:  sale  cabak  j:.;pndic<id(!»;  ser  isa  numero 
j^l^tO'A^\^émíéck^^^  oa  esiuaqiwdiriiT 

do  cabal ,  el  valor  de  ^  es  zzifbc ;  sn^^gqondo^  ¡m 
jMItm»  ctittlii^.iaB8^  iijaposí- 

tt^S^d imagin^iaJ^t-'toq:^!)  r^  ..U'/í'íj  ^í,-;  <(.á  ^^i^y  cíav. 
.^  «Cocho  la  tedzde.itpdo:  qaaáradatppsitívó/pifedb 
iset.  {)p;^tívaV  .^;  negativa  ^  tamlHeiüideí  l&iie(|uaciop 

-J  l|uabdQ*.^±>Á(rfii»(Cx^>{¿i:.  ^Sfe^dfMidef  srjio6Áre 

i^aeitoda  (dqúaeJOQfdbioigpui^Q  <gc»loi(ttbdas iivalprd» 

áp  ;te'iiKrógQÍca¿LAiQgorítoda.. cuesta     ({ue  paiUvett 

^na«quacíoa;4uadra&iii4^^  ;dx)s  re^olucioifees»  bien 

^Hf^  ep  múcjios.  caaos:,  k.  gr^iqu^do  s^^tiiaisLdeiiqBfs' 

bres.,  no  sirve  la^ktsolucioo  que  da  negativo  el  va- 

]Íprnd**'4^ioc<Sgipta2í)LíiLi.:fH.o   >\\  -•  .jíI'm    ocie  .'•  i:'í 

6  i906':  ¿Pof  i.lovjqueomira/á  :las  eqoadooe^ 

.^<Uldó^.graab9>it«ribieni;spa  ¡fóciles  deiroaoLveir  pe^ 

^a  el.^ueJtíené  presente  lo  dicho  acerca  de  la  for* 

iinaaion  j.^l;.iquadi^40'.iie  xud  binomio.  Consta  que 

iftKqvaiira^o^^x.^'^  s.gci  e»JdP4p4J2((t4rHraa,ren.cuyé 

^qütekado  ncíimdeBe  KktjNkar  ^-^k^^-qae  olsoBSta .  dé  i '  tres 

^iSaafa»i7<jffi^  quc^.iiliiniorttáitoba^^ 

<riM|i  -tfipitad  s^Ml  cQ4^d£ats¿iqiie;liiixficJ^  incágaitaiett 

el  segundo  tj^fímo ,  esto  es  el  quadrado  de  a. 

^  s  d07x  Seotadoknto^  ipptmrdffifnstaQoiM:  bm.  dé 

concurrir  en  una  equacion.descsgondo-gflado  p^a-qne 

Mn^  cajciityMif^H^  :iflqi9{»t>iei|i»¿u:;>M8á^       -.icS  el 

t^uadradi^  de  ^fat  kxxSgpita  faai^eeSerpiMstívci,  y:^>fué^ 

««eiKgáfcivo^  te  le  tíasladacá  del  iln  'inieBcbfaró  al  otrdj; 

:j1^*  {dicfadi)i^dÉadop  no  fair>  dq  Htvar  naas  coeficieo- 

:ftopqk:ic  la:;QiHdidp(9.^bbnDAe  cátac>todoB  jcn  :ua  imem^ 

bro  ios  térmjnwiqugjtoraaj^  iiwriyMra.i>i4fci^MÍ>a  de 

rJ  f  H  '  ,  ser 
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ser  ^ette  tuiembio  un  ^quadiado  cábú^  afiadiéndole 
ho  .qfte  le.  falte  .para^^erio;,  «sea  es  ,  el  quadr^do  de 
U 'mitad  del  xodíciBote  dd  segundo .  térnüao ,  cuya 
caikiklad  ae<  añadirá  tapibieu  al  otro  miembro  á  Hn 
d&  que  subsisi:a  la  equacíoa ;  en  verificándose  todo 
esto  se  sacará  la  ráiz  quadrada  de  cada  miembro  ^  y 
M^rá.jesi^elta  la  eqqacion. 

PiropcSnesenje  y.  |;r. ,'  para  ^qu^  la  resuelva  i  la 
equacion  fix-^ij  ^-t-  di:^cf^  dop4?  el  quadra4o 
mx  está  muk^)licado  por  i  >  ;y  es  negativo.  Quito 
4^sde  luego  el  d^omín^dor  2; ,  mutup^ndolQ  todo 
por  2 ,  jr*saco  204? — ^x^2dd^2c(^  í  2.®  hago  positivo 
ér^llraáe^— *jr^as!tó&  y  los 

dornas  térmirtas  übe  ÜAxao  lariqcií^aita^  y  $acp  xx-^ 
2axzr.  2da^2cc  i  como-  echo  de  ver*  que  el  primer 
miembro  no  es' un  (^¿trádó ;  3.^  añado  aí  primer 
miembro  el  quadrado  deil^  mitad  dea^^  esto  es  loqiX 
U  fidta  ,para  «qi)^,  dichOj  9iíe;)[)b;:o  sea  el  ,qq;^r4dk>  de 
x-^a^  cuy  a  cantidad  ana4p  tambieq;4  ^^undp  piie^ir; 
bro  para  conservar  .la.  ^qt^cion.  .Gqn'.e^tp  ^qué^a  I9 
propu.esta  transformada  eri,  f^stotr^  \^x^2ax-\-0inz:^ 
Hdd  2cc+aay  y  sacando  la  raiz  de  oída  miembro  sal$ 
.    X'r^az=:%^(2dd^^ccr^aa\ 

*     Si  se '.m^  ofredera  resótv.er'1a'«¿tuacl¡irá9a%^ 
3^^4r=:«d?j. sacaría. pritpero » <tivÍdién4oTo  todoj  por 

^4A,.4f^,irr-|;í;=¿;  id^^P^*  afiadir^a  á  cada 
■á^cnAii'o^fel  qúadfádo^é'lá  mitaid^de'^  ,  6  d . 
-^«a^#>»Of  -éj  cuyo  T^ijadi;^©,  ef  ,^^  y  sar 
xiftríaé*wgH-J5;íS:'5¿-H¿,  y  sacando  úl^ 
ti^iaihente  la  raiz  q^uadrada  ^  haUarí^  ^ : —  ~-:=z 

=t^(¿-í>   •■  '-i 
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^  .  La  equacion  x^-^xx-^^^a  se-  cotivmirii  en'jrjr-^^ 
rr  ~íi ;  para  que  el  {>»rDeroiníefnbro  fea  wi  quadradó 
cabal  le  falta  el  quaxiieadá  de  >~i'  por  9er^-«-i  «Lcoe^ 
fidetite  de — x  r  añadiendo ,.  pues^  \  i  cada  miembca 
saldrá  xxr^^^^  =  i^^tf»  y  sacando  la  raiz^  sale  s — f 

.  Finalmente  ^  el.  primer  miembro  de  la  eqi^doA 
kx  4-  ítr  -^^'=zaa^  tampoco  e¿  *ua  quadrado  cabal^ 
^rque  laft  dos  cantidades  aJi^-=^4r .  no  son  mas  qué 
un  término,  y  son  lo  mismo  que  (it~>i)jr»  Luen- 
go he  de  añadir  á  -  cada  miemt^o  el  iquadrado 

(trf  )^2s(íí=:?)*;44tí¿ty^y  ba^^  raíz  ^  sale  ¿^¿ 

(•-=-')¿.^v[(í=í)«^«].;6.>,,^-,f,-i-éi 

'  9o8  Consta  9  j^ues^  de  ib  dicho  hasta  áqui  i/qúi 
&  toda  <equacíon  ^qüadrádá  "^e  íe^ede  dat  e^ta  f&rntiit 
Sirjr+í>4f^^S  dbñde  j^^y^í  xeptesentan  tíámeros  en^ 
eerós  ó  quebradas ,  positivos  ó  negativos ;  %?  qui 
¿cki  iañádir  á  cada  ttiiémbro  \ppt  quadrada  de  fp,  ttii^ 
tad  del  coefici^cte-del  segundo  termina^  sale  xx^+fx 
+IPP  PlppH-^,  con. lo  que  el  primer  miembro  es  un 
quadrado  cabal,  esa  saber',  el'quácírádo  de  x-^ipi 
áé^dófííé ^"3.^  finalmente  sale,  extrayendo  la  ráiz  qua- 
drada dtí  cada  miembro;  jr+tp'zry(iiííH-V)»  y:^=2 
^^lp-^{^pp^q)^  porque  toda,  tálz;  guadíada  pU6<i^ 
pfr  .afi^rmauva  ^^,pegat¡y%i  P(^ri,^l  :^^^^ 
muía  ,  Ó  expresión  general ,  podrá  todo  calcqlador 
que  !a  tet%a  tiíreieñté  saétfr  tobíré  la  iflárfchSí^lá^ái- 
Xot:  de  la  inc(5gnita  de  qualquíera  equacion  4eti$rnMr 
nada  de  segundo  grado  ;  no  tendrá  mas  que  substi- 
Tuir  en  lugát  de  láá  leti'as  p ,  q  los  nütíieros  que  re- 
presenten. .'  :i-., 
;,.Y                                                       '       Sea 
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rEka<y.%iVvld^quacÍQn  propuesta  xpc—ftxzz"^;  aquí> 
ptm:  6  yí  ^katf  ;i>  lucgo»iipg3¡3  y  ipí*  rr  ?/  =  9 ;  porv 

3-+-4  ó  3—4 ,  esto  es ,  jp  =  7  ó  áp  zr  — i.  Si  la  pro- 
puesta faese  jd^wiioAsr  r^ y  será  p  zzTiOj  q zz  —9, 
y  execiitando  en  la  fórmula  las  substituciones  corres- 
püodíepter ^vscrá  - ^vs: ^^  áiSví(á)B(-^  c:  5*44  epooes 
jrzrg  ó  i.  .(>  jví.  ca..-.-:m(\ 

Por' lo  mismo  ique  lás^  eq^n^ionts  purfas  |o»rtx]as 
%átes.  4^1  resolver  sque  tíC(.  las  in{xtasr,v  ]sd  Gotiseguirá 
la  resolución  de  estas  siempre  que-  se  qui^iía ',  con 
transform4rlas  en^quaciones  puras ,  par^  lojq£BÜi€o-£ 
do  se  reduce  á  quitarle^  !^u  segunda  térmmbí.;Ctíh 
esta  mira  ,  en  lugar  derla  incc^fliita  sd  «ubstittiyj^ 
otra  9  menos  la  mitad  del  coeficiente  del  segundo  tér- 
sÑno^^qoaindfr  est«' tfSTposkivo  ^  ó' mas  la  mitad  del- 
mismo  coeificiente  9  quando  este  es  negativo  i  quiera 
éedr  i^e^sl^l^  equooíoQííprbpuestalfiiese  xw^-pscr^q^ 
ta  lugarideié  seJduIgstitiñrá  ^fjt^i;riy>si^fuese  xx^ 
fifimq  f  «en  iqgár* <|e.  2r5ise-kil^ 
S9ead6':4e-la  'eqóacjo»  kansformad^t  qufc  resta  eqüa^ 
don  ^aumibi^re  el  valor  de  {f  y--  se  •  conocerá  el  de  ;;i9 
substituyendo  ^n  y^\p  el  "valor  ^aumérico  deijr*  Vof» 
át'eüwñai;^  como/iose  hd:>dev:toicfrr:la  léNiminadioñ  de^ 
segundo  término  de  la  ecuación ;  substituiremos  *,)H^ 
eii*tl9g»tidé';É:V^<'^  1^  «UecL  oruj  of -mr-^  *.??  1  t 
Vj  irAx.iisj^  .\  .un  -/  r  ^3y4jyi>{j)p  '  •/  '-   '  '^^  <  '*      *f 

-¿vh  vi  ,  ^ — ^^'^ — i  K  ':   ti  'y(jyji)í')OÍJü:éí}^ifp^!i:^4)k  i'\i 


•cijrnjjjf.ri'»  jh:>ib 


do 
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do  gvsLdo\xy—ififh^qpeúkyzz  ^V(^*^^)^  Bna 
vez  averiguado  el  valor, tic j^^Tla^j^stalrlcaixMea'.  d  de-^ 
X  y  vib^túy^niia  aquel  ea  ia;  cl^uacioir  «  znjr4^|^.«*<  o 

►         •  .V '•  t"   .    í    ,  '•  '  (..       .  t  -  ,  i>  i-—:, 

.    Cuestiones- üesegwulogradih         '  ^ 

...  .;...., ^ 

^009;  OM^<mx^^J?43iHiri^ .Mis, dos, partes^  ctofú 

producto  sea  40.    "       ;  »     .  -    .  x 

Seaf  I.|iir4  la  una  liarte,  iá  otra  seri  22 — s^    1 

'(i2-^x).x  jr=r40  ó  i2a>-^i:jtz^oí(ciiest) 

a:j>-*i2jfrr-- 40 

arár-^  l2a>+-36  =  36-r40  =  — 4 

a? — 6=::.y(— 4)*; 

arrzó^iyí— ?4V     i,     ^  ^     r 


2  traslj 
^comp. 

5trasL  1  6 


a 

3 
4 

15 


Esta  cuestíoQ  ea  imposible ,  porque  di  para  s  >uit 
valor  imaginario.    >.-  ..,.;•-». 

2 10  Mora  podemos  demostrar ;x«^  (^«rla  auma  á 
diferencia  dé  cantídades  realtt.y  otra  tmi^inajcíat  e» 
imaginatía^^  Poique  sha-^V-r^  v.jgjc.MtSt.wa  ^anti^ 
dad  real  quales  *;  sería  iirh-y-«-*3=¿)^¿  aHfciíí^íír^Sí 
luego  la  difeceBcia'OT-^.de.dos  cantidades  reales^ 
que/ na  puede,  menos  ;de  stt  real  ^  sería  igual  á  uba 
¿antidaá>  libag;inaiSia. , .  okya; .  consecuencia:  e» .  un  .  ab^ 

211  2.*  Quando  uno  de  ;Ios  Jéirnunpa  de.  uo.^ljr^ 
nomio  es  un  radÍQfl:iin«gi{wwr&,  se  puede  eliminar  d 
radical ,  multiplicando  d  po^nomio  por  otro  que 
también  lleve  un  rádíáil  ímagmano ,  pero  díe^signo 
contrario.  Si  málfi^co  n— ^— A  por  a^^^-b  ^  el 
producta.i¿«»¿  no  tendri  ■ -niligun  radical  imagina* 
rio ;  fmqpit  ^  jNcodoaoi^  de  a  por  — .y.--^  ,  le  des- 
truye el  pcodacta.de  a  por  -kV— ¿.  Pero  (a— V — b) 
X(f^lf-^)  =  a^— «*»írH^--^^  sn  que  it^a¡yiui  r»^ 
dlcal  imagmarioJ 

;>  '  .un 
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un  radical  imaginario ,  será  también  imaginario.  Por- 
que la  suma  ó  diferencia  de  cantidades  imaginarias, 
y  la  suma ,  ó  diferencia  >ie  caatidides!  imaginarias 
.y  reales ,  es  imaginaria.  Pero  si  ambos  férminos  del 
binomio  fuesen  imaginarios ,  el  quadrádo  no  tendrá 
■inguna  imaginaria  j  porque  la  cantidad  radical  que 
Ueirare  será  por  precisión  positiva  y  real.  El  quadra- 
do  de  (■/— a— .y-->)*  v.  gr.  =—a^2Vab-~b ;  en 
cuya  expresión  es  positiva ,  y  por  ío  mismo  real  la 
cantidad  que  está  debaxo  del  radical.  Se  comproba- 
rá, haciendo  el  cálculo. 

213    Cuestión  2.  Hallar  un  número  ct^ya  raiz  qua- 
irada  tenga  con  su  raix  cúbica  la  rasum  de  $  Á  2. 

Sea'    I    **  el  número ,  *'  su  raiz  quadrada, 
y  X*  su  toa.  cúbica 
*'  :  X*  ::  5  :  2  (cuestión) 
^x^—$ix* 

2XZZS 

df « = 244, 1 40625 ,  número  pedido. 


8  multipl. 
3-f-J^' 

4-f-(2> 


214  Cuestión  3.  Hallar  dos  números  en  razón  de 
3  <í  5  tales  ,  que  la  quinta  potencia  del  f  rimero  tenga 
son  la  tercer  potencia  del  Segundxy  la  razón  de  072 

d  125. ;_  •  ■     ■    '•  ■•    :   . 

3df  y'sx los  dbs  números  •  •"   "     '  ••  .'. 

(3^)'  '.(S^y  y-  972  :  125  >  ó 
243^5:  t2¿xi ::  97?  :  125     (cuest) 

?43Jf5  X  125  =3  i254r^  X  072 

XZ=  2  •      -     '        :    - 


Sean     i 
2 

2X      3. 
3-M25J:»  j  4 

S 


I   * 


son  por  lo  misino  6  y  la  los  dos  núrtieros  pedidos. 

215    Cuesuoii  4  Ñallat.  tres  nútféro^  que  Kmgan 

la 


Sea 
será 


4 

Sx(4x9) 
6  red. 


4 
S 
6 

r 

8 


136  FRINCIPIOS- 

4a  razon.de  i  á  i  y  i  t  y  ^^  *«'»^  '^  ^*^  quadrades 

fea  S^.  j     ,      . 

1  *  el  pnitero  de  los  tres  números 

2  -  el  segundo ,  pues  ,  i  •  ">  =• 
jv  :  j  (cuestión) 

-í-  el  tercero ,  pues »   |-  :   7-  " 
jc  :  i  (cuestión) 

x*-t-*^H-^  =  549  (cuest.) 
3  6  jc*  -H 1 6  *  *  -H  9  4f*  =  3  6  X  s  4  9 

^._-36xp=36x9  ' 

jp=r  6  X  3  =:  18. 

Luego  los  tres  números  son  18 ,  1279.  Con  mucha 
mayor  elegancia  se  puede  resolver  esta  cuestión  ,  re- 
duciendo á  un  mismo  denominador  los  tres  qüebra- 
dosÍ9Í,y  ii  los  quales  serán  entonces  com<?<6,4,3. 
Por  consciente  el  primer  número  propuesto  será  bx^ 
y  los  otros  dos  4íf  y  3JP  i  luego  será  36*'+ 16*' 4- 905» 
—  540;  lo  demás  como  antes. 

216    Cuestión  5.   Hallar  dos  números  cuya  ge- 
rencia -b^y  su  producto  =  720. 

X  el  menqr  de  los  números ,  será 
x-k-ó  el  mayor 

2  ^^H-'ójprrJ^ao  (cuestión) 

3  xx-^6x-t-g  =  T^^^^9  =  T^9 

4      X-H3=V739==27 

5    ;f==a7— 3  =  34- 
'  Cues- 


Sea 


a  compl. 

3  resol. 

4  tras!,. 


DE    JtLGEBRA.  í'27 

9T7    Oléstlon  6.  Haltar  das  Húmeros  cuya  Suma 
zz60j  y  la  suma  de  sus  quadrados  zz  i 87a. 


Sea 

I . 

X  el  nnmero  mayor  ,  será  6o— jc 

. 

el  menor . 

3 . 

d(r*-+-  (6o  — df)*=:  4F*  Hp  3600  — 
i.3o*-t-  *'  =18^3  (cuestión) 

3  red. 

3-*-(3) 
4  compl. 

sv 

6  trasl. 

4 
5 

V 

6 

3** — 1 30*  =  —1738 

**— 60*= — 864 

** —  60*-+- ^00  =  —  864.-H 

900=^36 
*-3q=v<36  =  6 
*=-3o-h6  ==  36 

zna  cuestíox 

8    60— jf=r.a4. 
ic  una  riesdtudoD'  mas  geoeral  de-la  üú^ 

Sea 


2  red.  y  trasl. 

3^(3) 
4  compl. 

6  red 
Si  se  hace  ázz 
qué  ahte. 


ü  ia  suma  de  los  dps  números. 

¿f  la  spoia  de:sus  jquadrados, 

....  y*  el;n^flaerQ  mayor 


,3 
3 
4 
S' 

6 


*'-:f-tf*— 3íij(r4-**c:¿  (cuest.) 
3  X* —  55  (I*  =  ¿— |-a* 


ód  V  y>  =.1872  ,  is4cU:á  lo  mismo 

Cues- 


128        ^.principióse' 

1.218    CLiQstton.>  Partit.^Q  en  4oS  payesrtfíks^ 

que  el  producto,  de  vna.  por  ptrA  sea  =86i^  r   . . . 

60  r^  a-,  864=^,  JT  el  número 

mayor,  j  a—^x  ^\  menor 
a'x  "^xxtiHb  '(cuestioní) 

'XX — aát  z±:-'^b     ; 
xx^^ax^^aa-rz — b'^ — ^' 

m¿r6  mayx)r  \ 

ya^x  í=r  24  j  húhiero  menor. 

919  Cuestión  8.  Partir  60  en  dos  fortes,  tales^ 
que  la  suma  del  qdadfada  de'ld  nu^yor  multiplicado 
p¿^  lafnanor^  yd^l^quadrado  de  la  menor  mtdtiplitmdb 
por  la  mayor  sea  51840. 

Sea     i  1  ^  =  60,  *  rr  5 1 840  ,  la  parte 

mayor  x,  ^erá|¿i— jc  la  menor 

íiá? ' — x^-^a^x^--  2^4p  -+-áp'  =:  b 
(cuestión) .      • 


íSfea 

I 

■ '  '  '*;  • 

3  tifási. ' 

3  compl." 

4V/ 
^gítrasl." 

''2 

3 

•4 

5 
6 

T' 

2  red. 

v*3~trasn 

4-1-tf 

S  compl. 

Ofí'!.r    o.', 
7  trasl. 


,3 

4 
5 
6 

r 

8 


VjLJ 


X  — ax:z 

Cues- 
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220   jCjuesúon  9.  Hallar  dos  núkiéros'  ct^a  suma 
sea, 20  f  y  lasutña  de  sus  cubos  zz  3214a  < 

*.  el  número  mayary  »o=ra ,  será 
* — X  el  menor ,  »  a  40==^ 

3«**-+-3''*'—^*'=*  (cuestión) 


Sea 

I 

<  •  .- 

-  á 

3  red. 

3 

S-^S'» 

4 

4  cómpi. 

S 

sv 

6 

6  trasl. 

? 

ik 


;   **'  "i^. 


narr— '33i)=i«.      • 

921  Cuestíon  10.  Partir  a/p  en  dos  partes  ^tales 
fue  la  nutfor  partida,  por  la  menor  ^  sea  á  la  menor 
partida  por  la  mayor  como  147  <í  7^,  á  como  mávu 


Sea 


3x4r 

4x(4— ár) 

%-^m 

Tom.IL 


2 

3 

4 

5 
6 


a4o=flj  14?'=!='»»  rSi^^íJa 
parte  m^yor  =*¿  la  menor 
será  a — * 

—  :  —^  ::m;  «^ (cuestión) 

d — »  ~*^       » 

:=;  =  «('»"—*) 

nx*  =:  <»(<? — ^j?)* 
-^x*=z{a^)* 


l^RINCIPIOS 

Hago  Vi  =  l,  y  sale 
B  \  Bx  zz  ca — €x 

10 


130 

8  trasL 

9-K*^^) 

Como  (cuestión)  \/^  :p  V-^  = 

V^=f  >  sale  6=zs  ,  ^^7^ 

lo  qne  dá 

xzzl^zz^  X  ao=:i4a, 

II*  jF/e.  recibido  para  hacer  una 
ehra  i  jornal  dos  oficiales  Ay  Bj  que  np  ganan  un 
mismo  jornal ;  acabada  la  obra  ,  A  ^.que'  no  ha  hoU 
gado  ningún  dia^  cobra  96.  reales  y  y  h^  que  ha  bol-- 
gado  seis  dias ,  cobra  54  reales.  Pero  si  B  no  hubie^ 
rá  holgado  dia  alffmo  ^  y  A  hubiera  holgado  seis^ 
los  dos.  oficiales  hubieran  cobradi  una  misma  cantidadi 
iquantos  Sos  han  trabigádo  los  dos  oficiales  ^  y  que 
jornal  ganaba  cada  unoi . 


229: 


1 1 

Cuestíon 


Sea 

I 

X  los  dias  que  A  ha  trabajado ,  serán 
X'-^6  los  dias  que  ha  trabajado  B 

Será 

2 

Jé-  lo  qué  j4  gana  al  dia,  y  ^^^  el 
jornal  que  gana  B 

Será 

3 

¿=6  ^^^^  que  B  ganara  Á  trabajara 

• 

•      '  ; 

todos  los  dias 

• 

4 

-?"  ^  (jf— 6)  lá  ganancia  de  A  si  hu- 
biese holgado  6  días 

3=4 

5 

/*',=^'"*^'-*>  (cuestión) 

5  red. 

6 

S4**=96x(4f-6)* 

6^6) 

T 

7 

\ 


71/ 
8  red. 
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Sale,  pues ,  que  j1  ganaba   4  reales  de  jornal ,  j 
B  3  reales. 

223  Cuestión  I3.  Dos  viageros  A>B  salen  al 
mismo  tiempo  al  encuentro  uno  de  otpo  de  dos  ciuda- 
des distantes  una  de^  otra  320  ieguas ;  A  anda  cada 
dia  8  leguas  mas  que  B  i  y  el  numero  de  dios  que 
tardan  en  encontrarse  es  igual  Á  la  miia4(\del  número 
de  leguas  que  B  anda  al  dia ;  iquantos  dias  ban  tar^ 
dado  en  encontrar sei 


32or=:ii,8=:^,xel  número 

de  dias  que  fardan  los  dos  viage« 
"  ros  en  encontrarse 

2x ,  número  de  leguas  7 

que  B  anda  al  dia  XeuesL^ 

2  4rH-*5  numeró  de  leguas  P        ^ 

que  4fí  anda  al  dh  J 

2XXX  número  de  todas  las  leguas 

que  anda  B 
axx-^^x  todas  las  leguas  que  Jia 

andado^ 
j^xx'^^xzsa 
í*  — -1 

2^x:sii-úZ^  leg.  andadas  por  A 
2JcxH^xzz  193,  leguas  andadas 

I3  Cues- 


Sea 

X 

a 

s 

• 

J 

ax4p 

4 

-Z^* 

5 

4-+-S 

6 

6-K4) 

r 

compL 

8 

'}y. 

ft 

10 

* 

IX 

XX^^T  =:-r 


jrx 


2S*  :jprinoi\pios 

224    Cuestíoa  13.  Se   despachan  á  un  tiempo  de 
Madrid  dos  pr apios  para  otra  Ciudad  que^  dista  9O 
leguas  i  el  primero  que  anda  por  hora  una  legua  mas 
que  el  otro  pliega  .una  Jbgpa  antes  que  él^  iquantas , 
le¿uiís  anda  caM  propio  por  bhral 


Sea 


xvi-i 


Será 


Será 


4  red. 

r  red.  y  trasl, 

6  compl. 


4 

5 
6 

T 
8 


^  las  leguas  que  jí  anda  por 

hora ,  ^-- 1  las  que  B  an- 

d^  por  hora,  y  sea  go=za 

*^  éi  número  de  horas  en  que 

A  andará  todo  el  camino 

j^j ,  número  de  horas  en  que 

\  B  le  andará 

1  (cuestión) 


#— X 


ax — a  r=  ax-^x  -f-áP 


x^—x 


a 

4  ' 


xzp  iH-l/(a^i).=i9ÍH.f 
=  10. 


22¿  éaestion  14.  Hallar  dos  números  tales  que  en 
su  suma  multiplicada  pord  mcfj¡¡or  qúífpa  ico  veces  el 
menor ,  y  multiplicada,  por  él  menor  quepa  64  v^s  el 
nMyor. 

t  \xt\  número  mayor  ,jr  el  menor 


*\ 


Sea 

1 

"a 

•"•i  . 

3 

?X4' 

4 

•  • 

5 

(4P-hy)xj(: 


ucstioh) 


r  \ 


Dr  ^HGí9.Bn^ 


»Wt 


"4=5 


í..: 


..     ?♦(!*) 


«v'l  .7.. 


.•8 -Albst.  en  3  -''9 


I  o 


"  9 'red. 


-& 

•^     ** 


i"Ooy-r=:.64»*i 

a      8flP 4 


f  xe^¿=:6V        : 


«4 


»5 


Ji' '.5Íci«'_L^Oo'':; 


.   I 


J'2=:35f- 


•'J    ' 


ro  dado  ;-  6  ^  ^^^S^k^^  f9^  ^^zí^^.f^  ^^Aw.  d^[ 
^  9  y  y  ,^  de  ^7(ístrés  equáciones  siguiente^.     .       , 

_   »  _  _       ^'  _     i         •'  -• 

MultiplicknáCT ," . süe  ájjíj/rí: ■20(5í^+"aoqy=  i¿í)* ^^' 
»50«  c:  iflQf -f- 1 2o».  Rédücíéndb',    '  >    i.    - 

•■■■■'■■■    gojp+fioqjf  í:^  I502?>-, V  í '  iif+4y  =  32 
-'•••c  ■aoc3ÍHJ-8ííi>*±¿^2étef-^í^4B^>=32^' '^      ; 
Luego  *+4y  =:ig;dP4-2j^ ,  y  por  lo  mismo  y  ±:  axi» 
cuyo  walor^uliaaiüido'  fe&^¿=«jp-í^4/>  salé-'  ^t= V» 

Snbistittiyendo',  pues,  en  -^^  200  los  valo-- 
?«>  Ma^qs  ,de.^  y,» ,. .saíf  ~^.^ »PP ).  esía 
es  a  jp^  ií^Jáibo  f  luégrt  ji^  -¿ri  o  ^y  =t  20  ^-  ar=:3  ói) 
^  227  Cuestión  i6,  Háíhr  que  razón  boy  entre  doí 
números  ,  cuyo  rectánguia^  es  Jguai  al  quadraddde  >süp 
difwnewix:^     .^  ^*i../^  ■..;'.w:  .'.1   '.  •> 


i.^om.Il 


I3 


Sea 


184'  ^^'í»&rj^^IO^S'^ 

Sea  él  mSmerQ  menor  ál  mayor  como  i  k  x; 
si  llamo  z  el  núr^ero  men0r^^  el  mayor  será  xZj 
pues  1  :  X  ::  z  :  xz  :^  d^  ddnde  se  asacará  xz  X  2= 


3- 
—  2,6i8, 

228  Cuestión -f  7.  ,//ii//^;í  rf(?í  faj¿^  pro- 
^2/(;/o  es  300;  CQ3-Ja_fircuñstíínctfí'x)}U0i  fi  S£  ahack 
JO  /í/  menor ^.^  se^  ffi^.^  8  ¿f^/  wjíi)?or  ,>  el  producto  (ie 
la  suma  y  deja  resta  será'tkfnbien  n:  360. 

Llamo  X  el  niímerp  maydr  ^  jr  d  menor  9  300  zz  a^ 
lOzi  ^  ,  8 1=  c*  Tengo,  pues ,  por  la  cuestión  xy  — n, 
{x-t:c)  )C{jMv*)=^f  n'<^^  ^4^^^^-e)^-l^^?=ii^->R^tao- 
do  ;dé.?stajfq^acibn  estotqa;ryzzii^,>^^eda  JfXir^yr-i 

lór  substituido  en  la  'prinier  equacibn  tiá  -f^^*— ^5 ' 
de  donde saley-n-^j^n^^  y ,  completando  elqua- 

dradoi'>V'ib'-*-7^T^-^T  ^^ 

229  Cuestión  i^.J^ar.tír  jock  en  Josi  piwHSiJbff. 
les  que  su  difei^encia  )tenM^§fn,  su  wm4  U  misma  ra^ 
zon  que^^sü  refiíífigHl^  tfóh  ih?,4Í£^fff^  qua^ 

^  •  .íS¡M^4jf  I§;ipi^a^^de^  n^^  ^mK 

tad  de  la  diferencia  de  sus  dos  partes;  coo  esto  la^ 
parte  mayor  será  <i-Hr  >  y  la  xxiet\oi:  a^-x  (iif^^  lo* 
que  dará  2x  :  2á::  (;a+x)  X  (a — x) :  (41^-4?)*— 7(11-- jr)% 
óxf  a  ::  aa-^'-Axi 4^4?.  De  donde  se  saca  411a;* ü  á x 
(fia^'-^x)^  ó  4»*.=  ^* — 4P?^  y  por.  consiguiente.  srz3 
V,(~-)  ±:;  2  a  ,5^!^  Por  manera  que  la  p^rte  ntayor 
^•72f,36,  y  I9  menor  :27,64.: 

230  Cuesüon  19.  Partir  60  e;i  dos  pafteiytahp 


que  su  producto  sea  á  ¡a  sutau  de  sus  ¡qtáidrados  efi, 
razón  de\2  d.$. 

.  Sea  ÓQZZii^  X  h  parte -mayor  ^  la  meoQt  sera 
d — X  ,  hago  ^2zzmy  g  —  n, 

£1  producto  de  las  dos  partes  será  ax* — x^  ^  la 
suma  de  sus  quadrados  d*^^2ax^2x''.  Ya  que  m :  n  :: 
axr-x^ :  O" — a^-htfáp»,.  será  2mx*-^2max'¥ffk3í^  =  nax 
— ísr»,  de  doode  3ale  2mx^'^nx^-r^2m0Xr^-^faoc  zz ---^^ 
lOtW;  esto  es,,  (2iiH-n)  x  **— (2«+«)  x  4i4P  =.-r«Wi 
6  x^  -^--ax  -=:  =^.    Luego  jt*  —  at  -h  ^  =: 

231  Cüestíon  20.  Hallar  dos  números-  ooyi  pro" 
ducto  es  ^20  ,  >  /«'  diferencia  de  sus  cukefs  es -al  cu^_ 
bo  de  su  iHférenciá  ^  como  61  á  la  unidad. 

Sea  X  el  número  niaybí  ,  ^  el  menor ,  a=:320r 
6ir:a.^.    J-.   •  .  )•;       r';  s;-  /•  •         "  > 

.  Por  la  cutótion  x^r-y  l.ix—yY  •)«  J  i»  ó  cbií 
Ibl-hiáí'  el  ouBó  ¿ñatado.  df»^J'»  ^^j?í-^J(^jH-3a[)>**-^y 
rr'n  :  li'.ó.dividienda  3i>— S^ey'  í  i*'-r3í^>-i-3-'J|'*?r:y^ 
::  n — i :  i ;  ó,  lo  que  es  lo  misino,  ¿íyxCf— :y) :  (*r^)* 
"  n — 1  :i  í  '^  partiendo  por.  x-^y  sale  ^xy  •  (x-i-^y)* 
«.ffi-ii  5*!^ '1^ :3/í:^i-^)»  áiw^i'í  jy  por  serf^fjEnap 

lo  que  dá  (jt — yYzd-^-^''^'  y  bór  -lo  taiáme  jc^^— jr- 
:;=>/(—-,')  que  supongo  =^  Con  esto  las  eijua- 
ciones  ;^y==:¿r,-  y  *-~y=*  darán  jr  =:  i¿íí:r^^ll¿. 

Por  otro  rupjto.»  '.^^:.^  ,-.i  ..  .-.  >  ..  \  v.-,  i  '..n 
.  "Sea.íí.laí}n«»d!<íf  laj8i»n%ijy>«  Ja  ípitad  d^  lít  <iife- 
feocía  de  IjDs  i^ós  aúmelQ^-;  ¿mayor  sepa  p^r  consi-^ 
giM^^  js-j-y  ,  jr.  ^  nienor  «—a? ,  y  ppr  la  cuescioa,s<§-r 
l>  fe-»-x) XjC«i^rJ(^=^ ;« í-  yr iííHriar)ftnrOs-riP)».P-»ijK  (^tíéHr 
mo.p^\rff-\:::;:gl^  :í«'*rt-*c.^.=í8o*?.í  -Kiíltiua^^auar^ 
ic¿  1 4  don 
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don  partida  por  2ii?  dá  T8«H-i:'.  =  4njt«;  y  testaii<k> 
de  esta  el  triplo  de  la  primera,  sale  4^^  zi/^* — 2^ 
y  por  consiguiente  jrrrv/(-^^):±:a*  Luego  z  := 
Via-^xx)  zn  18  ;  yz-^-x  ±z  20  ,  ;zí— ur  zz  16 ;  estos  son 
los  dos!^  números  que  buscábamos. 

232  Cuestión  ^u  Un  labrador  ha*  cobrado  400 
reales  por  una  partida  dé  trtgo  que  ba  i>endMa  i^yta 
niisma  íuma  por  otra  partida  de  cebada  m  que  babid 
ib  fanegas  mas  ,  que  baldado  5  reales  menos  porfa- 
^g^  9  iqtianias  fanegas  ba  vendido  de  cada  granoi 

Llamo  a  lo  que  ha  válido  cada  partida  de  grano; 

¿^ ,  la  diferencia  de  las  dos  partidas;. 
.    v  ,  la  di{<^r^cía  de  precia  por  fanega; '        ^  : 
. .    x^  sü  numero  de  fanegas  de  tf^o; 
^Partiendo  todo  el  valor  por  el  número  de  £inegas 
será  -^  el  precio  de  cada  fanega  de  trigo  ^  será 

también  --^.  el  precio  da  cada  fanega  de  cebada. 

V  como  por  la  cuestión  ',—r.r*^  j^ü^íJ^^  íj saldrá 

ax^  ab — ax  rr:  rjir*-H  Scx ,  ó-  -^  rr  jt*  -+^W.  •  De 

don'de'  sal^  x':^y(^^^^y^^  b:  S^'/nú- 
nuero  dtülas.&i^gasídevti^gO^^^rifiér:^  59ri  d  nú^: 
mero  de^.la?i,fapega^  .de,  cébala*  ^  ,  ;.L 

233  Cuestión  2,2.^  lÁiSfieTcaderba  coínprado 'dos 
piezas  de  parió  él  tfncf  mas  'fino  que  el  otro ;  el  mar 
fino  le  ba  Costado  4  pesos  mas  en  vara  que-elotrp  ^y 
toda  la  pieza  360  fe  sos ;.  la  pieza  del  otro  paño  en 
que  bmy  10  varas,  mds'leiba  costado ^20  pesos ^^iquart-' 
tas  varas  ba  comprado  de  cada  suertel  '  ^ 
\-Sea  A-  ¿1  nüméfo 'dé  vataS'  del  pafib*  nrías-ifino, 
é  \f  los  pesos  que  cuesta  cada  Vara.  Será  jr-*-íO  las 
varaá  del  paño  inferior,  é  >— 4  lo  qbe  cuesta  cada 
vara» '  Pot  la  cuestión  tenemos  ';^y-rr  36o,>(a+io)  >c 
(3^— r4)  ±:  32a  >La  tíltináa  équacídti  ^;^)4'-i<:>f^^vt::^ 
^*  ^  ¥  •  36P; 
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36a;:r«baxahdo  de  ella  estotra  ^^^=360,  sale  loy 
--4jp±=.o.  Luego  i,<yc=:44f ;  j»=:-~-.  Substítu- 
yendo  este  valor  de  >  en  jcj^  m  3  6o  ,  sale  ~  r; 
360  ,  que  di  xzz  1/(900)  zz  30. 

234  Cuestión  23.  Hallar  dos  números ,  /^/^j  ^w 
e/  producto  de  los  dos  es  igual  á  la  diferencia  de  los 
ijuadrados ;  y  la  suma  de  sus  quadrados  es  igual  á 
la  diferencia  de  sus  cubos. 

Sea  X  el  menor  de  los  dos  números ,  y  el  mayor 
en  la  misma  razón  con  él  que  y  con  la  unidad ,  6^ 
16  que  es  lo  propio  ,  sea  xy  el  mayor  de  los  dos  nú- 
meros* Por  la  cuestión  es  ár  x  jry  ±1  xy^-^x*  y  x]y^ 
-f  jr*  r:  x^y^ — x^ ;  partiéndolas  ambas  por  x*  sé  redu- 
cen á  estotras  y  zzy* — i ,  y-f-i  =  xy^^x^  y  la  pri- 
mera de  estas  dos  diy^—y  zz  i ;  completando  el  qua- 
drado ,  sale  j^*  ---  ^  +  i  =  -J  ,  y  por  lo  mismo  y  ~ 
V=!=^A  Pero  la  equacionj^*-f-i=  xy^ — x  dá  x  — 

^^^^=^  ^con  multiplicar  arriba  y  abaxo  por  V($) 
—  I )  =-^'  í^or  consiguieoté  los  dos  números  son 

W%  rk^--  •-  ;  .     . 

^  P35  Cuestión  24  J)w  cqnreos  A  jf  B  y/^«  (i  í/» 
í/ewpo  ^'^  de"  Madrid  para  Zaragoza  ^  y  ^  de  Za^-^ 
rágoza  pdrd  Madrid ;  A'  Itiga  á  Zaragoza  9  horas 
después  que  los  dos  se  han  encontrado^  y  B  llega  á  Ma^ 
drid  16  horas  después^  iquantas  horas  ha  tardado  ca^ 
da  correo  en  su  carrerai 

Sea  X  el /número  de  horas  que  ha  andado  cada 
carreó :  anté¿  de  encontrarse  los  dos  j  azzg  y  b—  1 6, 
Ya  que  por  la  primer  parte  de  la  cuestión  ha  anda- 
do ^  en  a  horas  lo  que  B^n  x  horas ,  diremos  lo  que 
yí  ha  andado  "en  a  horas  es  á  lo  que  anduvo  en  x 
horas ,  como  lo  que  j?  anda  en  las  x  horas ,  á  lo  que 

an- 
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andará  en  las  9  ,  ó  a  :.x ::  ^  :  7  9  tiempáque  J^ 
tardará  en  andar  la  discanda  <|ue  j4  ha  andado  en  x 
boras.  Por  la  segunda  parte  de  ia  cuestión ,  ^  anda 
en  16  horas  lo  que  Jí  anduvo  en  x  horas;  luego 
íí  ir:  ¿  ;  y  xz:zy^al^=:  1257  P^^  consiguiente  yí 
Uegó  en  21  horas  á  Zaragoza ,  y  i?  en  28  á  Madrid. 

236  Cuestión  25.  De  qucUro  números^  que  están  en 
progresión  geométrica  ,  la  suttia  de  los  dos  menores  ei. 
SO,  j^  la  suma  de  los  dos  mayores  es  45;  bailares^ 
tos  números. 

Sea  X  el  primer  numero;  y  el  tercero,  20 =a, 
4^=^;  el  segundo  número  será  a~*x ,  y  el  quarto 
b-^y.  Los  quatro  términos  de  la  progresión  sentados 
por  su  orden  serán  Xyü — x  ,  y^b—y.  Luego  ,  por .  I9 
naturaleza  de  la  proporción  tenemos  x%{b — >)i:: 
(tí— jf)x^,  jry  —  ¡[tí— jt)'.  La  primer  equacíon  di 
yzzz—'y  substituyendo  este  valor  en  la  s^gunda^ 

sale  —.=(/!— j^)%  sacando  la  raíz  quádrada  x\/  i 
=r¿i-^j^;  luego  ;ipz:i: r-  =  8*  Luego  los 

quatro  números  que  buscamos  son  8 ,  X2,  18  y  27. 

237  Cuestión  26.  Hemos  de  partir  700  rMi!?^  e/i-r 
^r^  ^tf  tí/r/?  compañeros  A,B,CjpD,  ^í(ytí^  partes  - 
^jí^/i  i? «   progresión  geométrica ;  /a  diferencia  entre 
la  parte  mayor  y  la  menor  es  á  la  diferencia  de  las 
dos  del  medio  como  37  á  12.  Hallar  las  quatro  partes. 

Sea  o:  la  parte  de  -^,  ó  el  primer  término  de  la 
progresión,  cuya  razón  es  la  de  i  ^^.,'7^0!=  tí,  ^7^ 
—  m^  12— n.  ''  '  "./  '  ■'//'  ;'\  '■' 

Por  la  cuestión  X'\'xy+xy''+xy^:=ia\^  y'xy^—xi 
xy^ — xy ::  mm^  cuya  proporción  dá j^^— i  z:  {y-^i) 
X  -^ ,  ó  j;'-hj?-4- 1  =:  -^  ,  con  partirlo  todo  por 

y 
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j^-i.  De  aquí  se  saca  ;y-'»~«-^v(«m-.m.-^3^)  _ 

firtZ  —  ^,^  LueKO.¿rr=: í r  =  ^-i22íl??--' 

nr  108.  Luego  las  qoatro  partes  son  108 ,  144^  192 
y  256  reales. 

238    Cuestión  .27.  'Hallar  quatro  námeros  en  pro^ 
gresion  aritmética  ¡^  tales  que  la  suma  de  lb$  quaára^ 
dos  de  l9S  dos  medios  zz  4üa  ^  y  la  suma  de  los  qua^ 
^  dradBS  de  los  dcfs  extremos  zr:^6^  | 

Sea  400  =  tf ,  464  zz,Jb  ;  si  llam6  x  el  menor  de 
los  extremos,  é  y  Isl  diferencia  de  la  progresión,  lojs 
quatro  números  serán  x^  ^-^y^^  ^+2y  ^  ^-^SJ'- Ten- 
dré', pues;  por  la  cuestión  (j>hy)*4-(:i+2y)*=:ii,  y  V'h-' 
(^^3yT=^^j  ó  i¿^  sx^r^xy-^Sy^zza  ^  y  2.*'2Jt*+6jrjH- 
gy^zzki  restándola  primera  de  estas  dos  ecuaciones 
de  la  segunda  sale  4/=*— n  }  luego  y  =  ^^ 
=14.  Pero  la.  equacion  i.®  dá  **H-3jey=;;i-^ 
^  5  d?  U^qual  se  sacá  ^  considerando  j^  cpmo' 
oonoG¿Ía5'^==:^(f --f)-— f  ==  8.  Son,^ 

pues ,  los  quatro  números  que  se  piden  8, 12 ,  16 
y-  20.         "  '^  '         ' ' 

;  239  Guéstion  28*  Hallar,  quatra  n&meros  en  pro^ 
¿festón  MfismHica ,  'éuyá  suma  es  ¿6,  y  ia  suéa  de  sus 
quadrados  =26^' 

•-'  Hajgó  56  r:  ¿  ,  864  ±z  ít;  si  llamo  a  la  mitad  de  la 
stinóa  de  los  dos  números  medios  ,  y  :r  su  diferencia, 
los  números  mismos  serán  a — x  y  if-f-x,   y  por  la 
cnestioa  será  (a—^x)'^(a — x)  -t- (¿h- r)  -h  (a-^^x)  t!:  ¿^^ 
,     (fl--^3dr)*+(fl~arf4-(tf-hJiy4-(ii4-3Jrj^— r.  De  doqde' 
ssde  por  reducción  4a  =r  * ,  y  ^aiH^ioxxzzc.  Luego' 

¿:=  7  =  J4  V  J  *  =V^(¿  ~^)  =  2.  Lo. 
que  dá  á  conocer  que  los  números  mismos  son .  8, 
12 ,  16  y  2a  '   '^ 

Por 
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Por  ei  mismo  método  se  resol\rerá  la  cuestipa 
siempre  que  ia  progresión  conste  de6,8^iou 
otro  número  par  de  término»^  que  Uaibacénios  i?. 

Porque  como  la  suma  de  los  quadrados  de  los 
dos  términos  medios  (a— jr)  y  (ar^x)±:  2L^(áaA^x\ 
y  2  X  (aa-i-gxx)  ia  suma  de  los  quadrados  de  loi  dos 
términos  (a-r-^x)  y  (a-h^x)  inmediatos  á  los  medios, 
y  s  x(aa'i^2^x)  la  $uma  de  los^  quadrados  de  lt>s  dos, 
términos  (jOr-^Sx)  y  (a-^gx)  inmediatos  i Mos. dos  úl- 
timos ,  tendremos  2  x  (¿itíH-jpjr)^-^  x{aarhqxx)H-2i^,  ^ 
(aa'h2Sxx)8f,c.i:zCj  cuya  equaribn  .liadeodp  í-*^-H 
9-^16-4-25,  &c,  hasta  -^  términos  ^  rz/  será' 

naa  H-  ^fxx  i=  c.  Lo  ;que :  da  x.:^  V^(^^^  ;  y, 
sale  íx.rsz  —^  con^  lo  que  será  taíhbien  coftoGido; 

el  valor  de  a\     •  ^  . 

240  -Cuestión  29.  iSt»  despacha  un  propio  paf a  un 
par  age  que  está.  14Q  ik¿^(/gí  4/^^  í  .^  primer. Wa,  an^ 
da  26  leguá/y  el  segundo  24,  ^/  tercfro  22*  ji^trpsi^ 
¿ue  así  su  jornada  en  phgré^itíri  árisfáhtick  détreéieti' 
te^y:4n4ímdo.  1  leguas  menes  cada:  dia  y  ien^fuantoi} 
dios  llegará  á  su  paradero! 

Llamo  t  la  distancia  140 ,  hago  cdí26  las^  le- 
guas  andadas  d  primer  4fa ,  d:=z2  lo  qiie  apda  |ig¡e-' 
nos  tada  dia  ^  diferencia  de  la  prpgresioa  ^  y  1^:^.^, 
numero  de  días  qué  gasta  el  propio»      ,    :      ..,  ,  /^ 
La  cuestión  está  diciendo  que  el  propio  aodáiá  et 
último  dia  el  número  de  leguas  menor  que  las  que^ 
anda  el  primer  dia  todo  lo  que  importa  la  diferen-; 
cía  a  mult^lic^da  por  el  número  x — i;  4?  .^^raúpo^) 
por  consiguiente  la  expresión  del    úlcimo  ilia  •^er^^' 
^1-7(0;— i) X  ¿,  Pero,  la  sunia  de.un^  prqgreí^ion  aciSf» 
mética  es  igual  á  la  suma  del .  primero  y  último  tér- 
mino niultiplicada  por  la  mitad  de  todos  los  térmi- 
nos ;  luego  tendréníos  (c'+'C — (¿c— i).x  ^^  ^  -f  la 

ex- 
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expresión  át  todo  el  camino  andado  ,  y  será 
(jar— (jf— i)  y.d)^  zrzb  ^  que  dá  2cx-^dx^'^d^ 
=2^5  y  XX  —  ^—^  X  áf  :=  7.  De  donde  se  saca 

241  Cuestión  30.  Dos  horas  y  tres  quartos  des-- 
pues  que  salió  el  propio  A^  el  qual  anda  4  leguas 
por  hora ,  sale  otro  propio  B  para  alcanzarle  i  y  con 
este  empeño  anda  4Í  leguas  la  primer  hora ,  4I  la 
segunda ,  5  la  tercera ,  imdando  cada  hora  un  quar^, 
to  de  legua  mas ,  len  quantas  horas  el  propio  B  al-- 
canxará  al  propio  A? 

Hago  ^=4  camino  que  anda  A  por  hora,  ¿=11, 
l^as  andadas  por  A  antes  que  B  saliera  i  cz^z^i 
leguas  que  anda  B  la  primer  hora ;  dzz^  á^  legua, 
dUerencia  común ;  x  las  horas  que  busco. 

'  Por  la  última  cuestión  se  infiere  que  el  camino 
andado  por  B  la  última  hora  será  c-^ix — i)x¿í  y 
^2c-^(^—i)  xd)  X  ^  l2L  expresión  de  todo  el  ca- 
mino que^  andará  en  x  horas. 

Pero  como  lo  que  A  anda  en  x  horas  es  ax ,  to- 
da la  distancia  andada  por  A  será  ax^b  ^  la  qual 
por  la  cuesdon  es  igual  á  la  que  anda  B ;  luego 
(ac-H(4p— i)  X  ¿)  X  Y  =  ^^-+-^5  por  consiguiente 
ücx-^^x^—dx-n:  2aX'^2b^  6  jr^-H*^~^~^x  x 
=:-^,  que,  con  hacer  íí=~^=:/,  se  reduce 
ájc=:i/(-^H-£.) — í  =  8  ,  número  de  ho- 
ras que  se  busca. 

Modo  de  extraer  ¡a  raiz  quadrada  de  ¡as  cantidades 

binomias. 

243    Ademas  de  las  equaciones  mixtas  de  segun- 
do 


1 


143  PRINCIPIOS 

do  grado ,  hay  otras  muchas  de  grada  superior  que 
se  resuelven  por  el  mismo  método  que  ellas  j  y  soa 
todas  las  que  llevan  en  el  primer  término  el  qua- 
drado  de  la  incc^nita  ^  ó  de  la  potencia  de  la  ih- 
cógnita  que  está  en  el  segundo ,  las  quales  ciframos 
en  la  siguiente  fórmula  jp**-H¿jr"*=:r.  Quando 

111  =  3  la  equacion  és  x^-^-l^x^zzc;  resuelta  esta  co- 
mo una  equacion  mixta  de  segundo  grado  dará  x^ 

=:  —  -^dbv/(¿r-t— ^)  ,  y  sacando  de  cada  miem^ 

bro  la  raiz  cúbica,  sería  áf=:^(— 4— V^(t'+"^))* 
Si  fuese  ixi  r:  2  9  la  lequacíon  serfei  x^^+bx^zzcj  de 
cuya  resolución  sacaremos  x^ziz  —  ^  ±  ^í^*^"^)* 
Claro  está  que  para  hallar  el  valor  de  x  habría  que 
sacar  la  raiz  quadrada  de  cada  miembro ,  lo  que  daría 

:p=:V/(— T=*=V^(^-*-T"))-  La  cantidad  —  i. 
^tzv^(c  -t-  — )  compuesta  de  dos  términos ,  el  uno 

racional,  y  el  otro  irracional,  es  la  que  llamamos 
aquí  binomio  ,  cuyo  nombre  se  dá  á  todas  las  que  se 
le  parecen. 

Como  el  valor  de  la  íncc%nita  no  se  puede  sacar 
de  las  equaciones  que  tienen  la  última  forma  sía 
extraer  la  raiz  quadrada  de  un  binomio ,  declarare- 
mos aquí  como  se  hace  esta  operación ;  resolviendo 
primero  una  cuestión  que  acabará  de  hacer  patenté 
su  necesidad* 

943    Cuestión.    Hallar  dos  números  cuyo  produc^ 
to  ir  105 y  y  la  suma  de  sus  quadrados  =274. 

Sea  el  un  número  jr ,  y  el  otro  y.  La  cuestión  dá 
xynioSy  y  xx'+yy  =  274  j  de  la  primera  de  estas 
dos  equaciones  sale  j^  =:  i^;  si  substituyo  este 
valor  áey  en  la  segunda,  saldrá  jpjr-i-íí5gí— ^  jr^. 

luego  jp^-H  (105)*=  274j;dr,  6  **=274jw— .(105)% 

cu-» 
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cuya  equacion  resuelta  por  lo  enseñado  (208)  dá  xx 

=  137-^(7744^  *  =  >'[i37=^i^(7744)]>  y  para  co- 
nocer X  es  preciso  sacar  la  raíz  quadrada  del  bi* 
notnio  I37-V(7744)*  Busquemos,  pues,  una  fór- 
mula para  hacer  esta  operación  en  este  y  todos 
los  demás  casos. 

^  Sea  ifh^yn  A  binomio  cuya  raiz  quadrada  se  ha 
de  sacar ,  y  'Vx-^Vy  su  raiz  j  será  ,  pues,  'Vim^Vn) 
zriVx-^Vy  y  y  quadrando,  será  w-^yfirzáM-jH-2yxjfj 
Si  suponemos ,  como  es  muy  natural ,  que  la  pane 
racional  del  primer  miembro  es  igual  con  la  parte 
racional  del  segundo ,  y  la  parte  irradonal  del  prí« 
mero  con  la  irracional  del  segundo ,  sacaremos  es- 
tas dos  equaciones  á^+:y  =  l»,  ^V^^izVn.  Quadre- 
mos  ahora  estas  equaciones,  lo  que  nos  dará  es- 
totras dos  x^^2:^^y  =  1»» ,  y  /^y  =  «.  De  la  pri- 
mera de  estas  dos  resto  la  segunda ,  y  sale  x^ — ^ 
^xy-hy^zzm^ — ^9  ^o  ^^  ^stá  diciendo  que  x  é  9 
serán  comensurables  siempre  que  m^ — n  sea  un  qua- 
drado ,  por  ser  un  quadrado  la  cantidad  x^ —  2xy 
-hyS  cuya  raiz  es  x—yzz  V(m* — n)i  como  poco  ha 
hallé  X'+y  zzm ,  si  sumo  una  con  otra  las  dos  úl- 
timas equaciones  ,  saldrá  2x  rz  fii-»-y(i»*— n) ,  y  :crr 
lw4-f  y (m* — n) ;  si  resto  una  de  otra  las  dos  mis- 
mas equaciones,  saldrá  ayzzm — y(iii*— »),  y yzz 
|iw— 1(1»*— «).  Luego  Vx'^VyzzV[im'^iV(m^—ny] 
-l-y[|f»— ii/(fii*— «)].  Si  el  binomio  fuese  m^^Vn^ 
la  segunda  parte  de  la  fórmula  llevaría  el  signo  — • 

Apiiquémosla  al  caso  propuesto ,  esto  es ,  para 
sacar  la  raiz  de  la  cantidad  ^  37  ~  y  (7744)*  Aquí 
w=i37,  y/j  =  y7744,  11  =  7744;  m^—»=  18769 
—  7744=  11025  ;  ~y(m*— «)  =  y  (1 1025)  =  105; 
y(w,+y»)r:  y[i  w^i  y(iii*— n)]  -  y(i4»)±y  V  = 
y(iai)±y  16=  ii±4;  luego  jr  es  15  ó  7.  En  el  pri- 
mer caso  j^  =  7 ,  en  el  segundo  y  =  15.  Luego  los 
dos  números  qué  se  piden  son  15  y  7. 

Pro- 
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Propóngotne  sacar  por  la  fórmula  el  valor  de 
V(i+V^3).  Aquí  w  =  7 )  Y  Vn  =  1/48 ,  por  coasí- 
guíente  « i::  48  ;  luego  1»*  —  ^=49  —  4^=  i,  y 
y(fn^  —  n)  zzViiz.1.  Haciendo  en  la  fórmula  las 
substituciones  correspondientes,  saldrá  1^(7  +  '/ 48) 

Si  el  binomio  cuya  raíz  se  pide  fuese  4+21/39 
pasaría  2  debaxo  del  signo ,  y  saldría  44-1^12  ,  ea 
cuyo  supuesto  4=^9  Vi2  —  Vni  y  por  consiguien- 
te 11=12.  Executando  las  substituciones,  saldrá  que 

'  de  donde  se  saca  que  1/(44-21/ 3)=2-i-y  3,  ó  — i — y 3. 
Quando  se  haya  de  sacar  la  raiz  de  8-h2|/i5^ 
será  mzzSj  /i=6o,  y  por  lo  mismo  V^im-^ 
iV(m'^y]=Sy  y  i^[ im -i  •(!»•-. «)]=  1/3. 
Luego  y(8 +  21/15)  =  1/3 +V5,  ó  —V^^Vs* 
De  donde  se  sigue  que  ^(4  — 21/3)=  i— ^3,  6 
1^3— í  i  y  qiie  V(8— 2^  15)  =1/3—1/5,  0^5— V 3. 
En  general ,  V(m  —  Vn)  =  V[im  +  iV(m^—nf\  — . 
VCiw  — *y(m^— /!)],   ó   y[iwi-.fy(i»*  — n)]  — 

Sea  por  último  2V — i  que  no  tiene  parte  ra« 
cional ;  aquí  w  =  O ,  Vnzz  V — ^4  ,  n  =  — ^4 ;  luq^o 
w* — »=4>  y  i/(w* — ii)  =  2.  Lu^o  la  raiz  qua- 
drada  del  binomio  es  i/i  +  t/—- i  =  ih-V — ij  y 
con  efecto  el  quadrado  de  14-1/— *i  es  i4-2i/( — i>^i 
=21/ — I. 


Equacianes  indeterminadas  de  segundo  grado. 


247  Poco  nos  detendremos  en  este  asunto  díla^ 
tadtsimo  por  la  multitud  de  casos  varios ,  y  ele  las 
dificultades  muchas  veces  insuperables  que  indu* 
ye.  Nos  ceñiremos ,  pues,  á  manifestar  en  la  re« 

so- 


sólúcioh  de  ixmB  pocas  cuestic^ea  indeterminadas  al-'^ 
guno»  4e  los  klge^osoB  ájrcifidosoá  que  haa  apela** 
do.  iosr'.caiculadoc^s  ^  ¡^  resoli^ér  <uak  eqccdoá  inde/^ 
termioitda  de  segañdd  g|ra(|ola  ma^geríerai  qi»  pueda: 
ofrecerse.  :..  '.  •     *      -  .        .: 

248  Desde  ^  luego  será  muy  £icil  de  resolver  toda 
equacíon  de  segiiftdó  gradó  coa  dos  intógnitas  x  éyl 
íiémprfe '  cjúe  stó  lUStb*  tomar  ip(xt-si  -i  y  números  en- 
teros ó  quebrados  i  ^^^^klWís  ó  ■  he^rivos^ ,  cacióna- 
les  5  irraciotiálés,' Porque^  uha  vez 'ftxiiado  á  arbi- 
trio uno  de  los- des  núftiéroS  $  él  otro  Se  hallará  so-. 
lo  COA  resolv^ier  por  los  iñétodos  ^declarados  antes  de 
ahoca  vaa  Qqui^ioatd^iH<VQ94a«¿?iS%m  gr^do. 
Pero  quando  fuere  condición  precisa  qK&ji;^é  j^  sesif^ 
números  enteros  ^  ó  racionales  por,  lo  ní/énos  quando 
sean  fraccionarios ,  la  éuestíóri  es  nfiuy  difiijuttó'sa  y 
en  muchos  casos  imposible  de  í'esolver.  El  principal 
íirtíficío  para  resolverla ,  siempre  qute  se  pueda  en  nú- 
meros '  racionales ,  consiste  en  expresar  Jas  incógnir 
tas  ¡por  niedlq  de  las  cantidades  conocidas  de  la  cues- 
tión ,  y  de  uña  nueva  incógnita  escogida  con  tal  ti- 
no ,  que  en  las  equacibnes  qué  de  aquí  se  originen, 
las  incógnitas  cuyo  valor  sé  busca  no  pasen  del  prí;^ 
mer  grado ,  y  por  lo  mismo  venga  á  parar  la  cues- 
tión en  resolver  ntta  equación  de.  primer  grado.  Es- 
ta regla  tan  jg;eneral  la  darán  a  entender  los  exem- 
plos.  ' 

5i|9  Cuestión  i.  Hallar  dos  números  racionales^ 
(uya  suma  sea  á  la  de  sus  qüadrados  ,  como  man. 

Sean  .x  é  y.  los  dos  04^^^^^  4^^  busco ;  la  cues- 
tión me .  dá  x-¥y  :  x^-^y^  ::  mi  « ,  de  donde  saco  la 
equación  indeterminada  dfe  segundo  grado  nx-^ny  éi 
mx*^my^é 

Tomo  una  nueva  incógnita  z  ^  tal  que  sea  j^  rr  xz; 

hágolo  por  considerar  que  si  substituyo  este  valor  de 

y  en  la  equación  nx+r^zz  mxx^myy ,  todos  los  téc- 

.  Tom.IL  K  mi- 


minos  Iserán  partibles  por  jr^  con  lo  que  soto  teiuké- 
que  rjssulver  equadooes  de  primer  grado.  Executo  cooi 
efecto  la  expresada,  «ubscitucioa  «  y  me  sale  íA^Htxz. 
jzntxfrhipix^z^.y  ó]j  coa^^tárlo  todo  por  iij^iiíM-inr. 
=  mx-^mxz  5  de  donde  saco  x  =  ^i~r5  T  (P^^^ 
ser^  zzzxz)  ^y  F^^I^?/  Manifi^st^  estos  valore? 
áfx^éysiue  si.tonp^por.iis  el  niioijera  racional  que  yo 
qqiera  ^:  xéy  s^víq,  tanibíefit  numeps^racionales.  « 
.Si  liajgD,  yngr.  i9íí:=Í'Í.5  n  =;,Í2,  a:z:  i  jrSaco  x  =  2¿ 
j?  ir  2  :  si  hago  m  ^zi^  n^.4^  ^  ^  ^  i  .^^^^  «^  =  1% 
y  —  Vi  si-^  =  i^.n  ;:^ZrM=  4^  se^á:lPz:-^f,  j;— í^; 

250    CXiestíon  '2. '  Partif"  un  quadrada  dado  en  otros 
dos  quaárad&s^/  j        ^:  -      .^^^) 

!  Sea  aa  el  qiiadradq  dádó,\ír  é  j^  las  raices  de  los 
dos  quadrados  que  buscamos ;  tendremos  xx-^yy  =  aa. 
Tomo  una  nueva  incógnita  z  ,  tal  que  sea  j;  zz  Or^^-xz^ 
ó  y  =.  xZ'-^aj  con  la  mira  de  que  elevando  cada 
"miembro  al  quádrado ,  y  substituyendo  ppr  jy  su 
Valor  en  l?i  equacion  fundamental,  se  destruyan  unos 
á  otros  los  términos  donde  está  aa  en  cada  miembro, 
y  con  esto  baxe  la  equacion  al  primer  grado.  Y' con 
efecto ,  después  de  substituir  áa-^2axz+z^x*  por  jy, 
sale  xár -Híwi  —  2axz  -f-  2V  —  aa;  y  por  consiguiente 
borrando  HA  en  cada  miembro  ,  xx — 2axz-hz^x^  rz  O^ 
6  x(x — 2az-^z*x)  zz  6.  De  aquí  se  saca  i  *  a-  rr  O ,  y 
por  lo  mismo  y=  a^  ciiyo  valor  resuelve  la  cues- 
^tion  5  2^"  X  zz:  í^í-  Luego  si  se  toma  yzzz^í 
— xzy  será  y  =:  ""^p  5  y  «i  «e  tomó  yzrzzx — a^ 
stráy=z^^l^^\  Esta  resolución  dá  para\r  é  j^ 
números  racionales  ,  y  es  la  que  se  buscaba. 

Sea  v.  gn  na  =  05  ,  ó  a  =  5,  y  hagamos  2=3; 
se  hallará  desde  luego  xzz  ^i  y  substituyendo  por 
z  y  a  sus  valores  en  j^  =:  í^~i-  seraje  =:  4.  Sea 


n  rr  6 ,  «  =  9,  será  4f  =  y  ,  j^  zi  V-"    •  > 

*.  951  Cuestión  3*  .Hallar  4f^  quüdradof  ct^^Mif^. 
remiasea  igual  á  un  quadroíto  dadg. 
.:,  Se^  lu  eii)ua4ra^o  pfQpu^t^Of.  ^  é  y  la$.raice$  d<i 
los  dos  que  buscamos  ;  si  suponemos  y  mayqr  que  x^ 
sfitiyy — xjp  r:>M.^  Hagamos  jíiza-H«jr  ,  y  por  lo  mis- 
üioyy  zza*'h2axZ'¥z*x\Si  se  substituye  este  vafor  de 
jfy  en  la  equacion  antecedente, ,  y  se  borran  las  canti* 
dadés  que  se  destruyen ,  tendeemos  9tf«a'+¿V*^^? 
±r  o ,  ó  x{2az'^z*X'^x)  ~  o.  De  aquí  se  sada  i.**  a  *¿Oj^ 

y  =  ai  2/xzz¿z^^,jy='^^^ 

lores  manifiestan  que ;?  se  ba  de  tomar  menor  ^ue  if 

para  que  los  números  xéy  salgad  postftyo8«.    . ..'        í 

Sea  tf  =  4,  y  hagamos  «n  f ,  saldrá -a: 'ir  3y>r:j{i 

252  Cuestión  4.  Hallar  dos  númérót ^  tales  'que  I4 
suma  del  quadrada  del  uno  y  delproéifto  del  quadrado 
del  otro  por  un  numero  dado  b  y  sea  Igual  á  un  quadrado 
ifádo  aa«   '     .  . 

.  S^wsféy  los  40^  números  que  se  nos  piden. 
Las  condiciones  de  la  cuestión  dan  :rx+ ^!z;/3ra;,Ha-t 
go  X  rra  —  ^^ó  x^zzzy  —  ai  y  por  consiguiente 
tx  izM.  -~  203^  4*  z^y%  Después  ^e  substkvido  este 
valor  eu  la  equagíon  amecedente ,  y  borradas  las 
9atitida4<;s.  .^ue^e  destruyen  ,  sale  y'jí'^yr^TjaZ'fbyy 
zz  (Di  De  donde  sesaca  i .® jp  zz^^y  por  consiguíén-^ 
te  X  =  a ;  9.^ j^ = jjí-, ,  y  por  consiguiente  x  :S3 
btz  ^^~r*  Qualquiera  número  racional  que  se 
tomé  por  z ,  saldrán  también  racionales  los  valores  de 
X  é  y.      ^ 

9i53 '  Cii^t^on  5.  Hallar  dos  números  ,  tales  que  H 
del  quadrada  del  uno  fe  resta,  el  prodtfcto  del  quadrado^ 
del  otro  por  el  quadrado  de  un  número  dado  b)  Ía.rest0 
4ea  iguala  un  número  dado  a. 

¿Umo  xfiy  Ips.dos  número^,;  pQiq  la  x^estioq 
;•.  ^       '         ka  ^  "    se- 
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será  xx—Py^^zza.  Hagamos  x  zz  z--4y  ,  y  porrón- 
siguiente  :rjr  r:  a«—2tey  4-*»y.  Después  de  substítoi- 
do  este  valor  en  la  equacíocí  antecedente  ,  y  borradas 
tas  cantidades  qu«  se  desftruyen  ,  sale  a»— 2iay  =  a. 

Luego  j^  =:'^%  ^  =  ^■^•• 
,  254    Cuestión  6.  Partir  la  suma  de  dos  quadrados 
en  otros  dos  quadrados* 

*  .Sean  a^. y  bb.  los  dos  quadradps  propuestos  ,  xx 
é.jy  los  dps  quadrádó^  qué  vamos  á  buscar  j  será 
xx-^yyzzcia'^íb.  y om^tQmos^otvos  dos  números  ¿' 
y 'i/ ,  taleá  qDe  sea  o:  =  a — z\  y  zz  zu — b ,  y  por  con- 
aiguíeote  xx  zz  aa — Qaz-^-zz  y  yyzz  z'u^ — Qbzu-^bb. 
Después  de  substituidos  estos  valores  de  xx  é  yy  etk 
la  equacion  fundamental  y  y  borradas  las  cantidades 
ue  se  destruyen  ,  saldrá  — 2az+zZ'\'Z^u^^—2bzu  zz  o. 
pe  aquí  salé  1.^  ¿no ,  lo  que  daría  x zza^yzz-^bi 


t 


;^//H>hi» — b^  gj  fQjjj^uiQs  por  ^  un  número  raciooaL 

sea  el  que  Fuere  ,  isáldráa  tariibien  racionales-  ios  vaio* 
fes  de  X  é  \¡^.'  .  ^  "•  >  .. 

'  ^SS  Cuestión  7.  Dada  la  eqúacton  generad  de  se^ 
gundo  grado  indeterminada  at^H-btií^t-cx^-^t-H-exH-f  n  o 
en  la  qual  a,  b,  c,  d^'e^  ísohnúm^os'entens'cbmcidosi 
f,  jr,  X  nümeiros  incógnitos ;  M^¿r  dtettit  en  nufnerhsta^ 
tít^itíles^tos^palorest^y^  x.  ^  "  .    :  v. :.  z  ,     . 

.  Saco  de  la  equacion  propuesta  los  valores  de  Ik 
una  de  las  incógnitas ,  de  f  v.  gr.    y  sale  t  zz  — ' 

¿í,ttí=vC(»^-^-^ifii^      ya  se  ve  que  si  * 

ftiesé  ún  tíumero  racional ,  /  ló  será  también , ;  si  se 
tonsigue  hiicer  que  la  cantidad  que  el  signo  radical 
fcubre  sea  un'  quadrado  perfecto,  y  que  por  lo  mis- 
mo se  pueda  sacar  su  raíz  quadrada,  Pero  la  canti- 
dad que  él  radical  cubre  es  y  después  de  executsadas 
:  '^  las 
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las  operaciones  indicadas,  b^x^'^2bdx'hdd—/^cx^-^ 
^ex — ^f*  t  Para  abreviar  ,  hagamos  las  cantidades 
dadas  V" — ¿{ac  :=gy  2hd—4ae  zzJb^  dd—^fzz  ki  ten-  * 
arémosla  transformada  t=^i^-'^'^>^^^^^'^'^^). 

y  el  objeto  de  la  cuestión  será  cumplir  con  la  equa- 
<rion  jjy  zzgx^'i'bx^ ,  tomando  por  x  éy  números  ra- 
cionales. 

i  Puede  haber  entre  las  cantidades^,  b^  k  tales  re- 
laciones que  sea  ipiposible  sacar  racional  el  valor 
de j;,  aunque  se  tome  por  x  un  número  que  lo  sea» 
no  obstante  vamos  á  especificar  niuchos  casos  en  que  se 
puede  lograr  el  intento. 

i.^  Sea  *  =z  o ,  y  por  consiguiente  yy  zzgx^-^ix} 
con  hacer  gx^-'^^x  =:  jpV,  tendremos  x.zrz  *^ ' 

número  racional ,  éy  r=;  p!^  ,  otro  número  ra- 
cional El  número  arbitrario  z  siempre  se  podrá  tomaic 
tal ,  que  x  éy  sean  números  positivos. 

2.  Sea¿f  un  quadrado  cabal  que  llamaremos  mmyt 
siendo  ^ft  y  *  lo  que  se  quiera ;  será  yy  zz  mmxx  + 
íx-^k.  Haremos  V(mmxx^¿x+k)zzfnx+z  j  de  donde 
sacaremos  x  =:  ¿í^^  ,  número  racional ,  éj^  =3 

'p^  -♦-«=:  *i=!!!Hri2Í    otro  número  racional:  : 

3.**  Sea  k  un  quadrado  cabal  que  llamaremos  w, 
siendo  ¿f  y  i&  lo  que  se  quiera  ;  será  yy  zz  gx^-^-Jbx-^ 
ñn.  Haremos  y  (¿rx»+¿jc-Hí«)  =  xz-^-ni  de  donde  se  sa- 
ca x  =:  *=?"%  número  racional  ^éy=:  ^^^'^ 

otro  número  racional. 

4,"  Los  valores  de  ar  é  ^  se  pueden  sacar  en'nó- 
meros  racionales  ,  siempre  que  b^ — i^g  sea  lín  qua* 
drado  cabaL  Busquemos  ,  para  probarlo  ,  lói  dos  fac- 
tores de  la  cantidad  gx'^^bx^k ,  considerándola  co*^ 
mo  el  primer  miembro  de  una  equacion  de  segundo 
grado  ^.  cuyo  segundo  miemhfa  es  cero.  Sacaremos 
..Tom.U.  K3  » 
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X  zzz  —  "¿^  =^  yü!j:ií£)  ^  y  por  consiguiente 

gx''   ^    bx^   k  =    lgx^±^    V(Aí^4?l).)    X- 

(^  -H  -^  -H  -5ÍÜ^=:íí4^)  ^  conforme  lo  comprobará 

eí  que  executare  la  multiplicación.  Por  donde  se 
echa  de  ver  que  con  suponer  que  Jb^ — 4^g  sea  un 
quadrado  que  llamaremos  pp  ^y  hacer ,  para  abre- 
viar ,  ^  -,  X  =  5.,  ±.  ^  i.  =  r  ,  ¡será  gx"" 

-Hifrjc-Hftrr  {gX'^gq)x  (jf-Hr),  en  cuya  expresión 
todas  las  cantidades  son  números  racionales.  Haga- 
mos ahora  V(gx^'^bx-^k)j  6  VÍ{gX''i-gq)x(x'^ry] 
=  z(gx+gq)  i  lo  que  dá  (gx+gq)  x(jr-»-r)  -z^(gx+gq)\ 
6  4f-4-r  =  z\gx^-^gq}  5  y  por  consiguiente  x  =: 

^^^^  5  número  racional.  Luego j^=j:(¿fjr-i-¿fír)z:r 
-^!^~^'^  ,  otro  número  racional. 

¿.^  También  se  pueden  sacar  racionales  los  valo* 
res  de  X  é  y  siempre  que  la  cantidad  gx^-^-Jbx-fk  pue- 
de considerarse  como  la  suma  de  un  quadrado  y  de 
un  producto  formado  de  factores  racionales  ;  quiero 
decir ,  siempre  que  se  la  puede  reducir  á  esta  for- 
ma {mx-^íy  -H  («-hC)  (í^o^-h).  Porque  entonces ,  con 
hacer  V {gx^-^bg-^-k)  6  V[(f»áP-i-/)'-t-(»i:-4-C)x(íaM-«)3 
=  fiMf+/-4-i8(ftir+C)j  se  saca  (wjif-h/)'-h(*jr+C)  x  J'jt-h)  = 
(fii4(r+i)*+3(wx+í«(«u:4-c)+«'(*^+^)*  i  de  donde  se 

2¡%^€zz — t 
saca  :r  =  -  ,  número  racional.  Será  tam- 

í — 2mz—*zz 
bien  y  un  número  racional  ^  una  vez  que  y  =:  mx+l 

256  Cuestión  8«  Un  tabtmerú  cmpra  vino  Je 
dos  suertes  i  Ja  arroba  del  uno  le  cuesta  a^  la  arroba 
del  otro  b ;  paga  por  toda  la  partida  un  quadrado 
ingignito^  tal  que  ti  ge  k  aakidc  m  número  dado  dy 

la 
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¡a  sunutes  un  quadrado  cuya  raíz  es  el  námefo  de  todas 
¡as  arrobas  ,  i  quantas  arrobas  compró  al  precio  a ,  y 
guamas  al  precio  b  ? 

Llamo  t  el  número  de  todas  las  arrobas ,  u  el 
numero  de  las  arrobas  al  precio  *,  y  por  consi- 
guiente será  í— •»  el  número  de  las  arrobas  al  pre^ 
cío  a:  Claro  está  que  todas  las  arrobas  al  precio  t 
han  costado  bu  ;  y  todas  las  del  precio  a  y  han  cos- 
tado at^au.  Sea  xx  el  quadrado  incógnito  igual  al 
yalor  de  todas)  será  desde  luego  xx  ^  bu-i-at — au. 
Pero  por  otra  parte  V(xx-Hf)  =  /  ^  ó  xx  =  ft — d. 
Luego  comparando  los  dos  valores  de  xx ,  tendremos 
hu-^aí-^áu—  tt — d.  Supongamos  a>bi  esto  es  a  mayor 
que  bi  del  mismo  modo  discurriríamos  si  fuese  a<bi 
esto  es  I  a  menor  que  b.  la  equacion  bu+at-^au  = 

h^dái  uz=z  fí=^7=i,y  í— </  =  ííiz^^ 

Como  tt-^d  ha  de  ser  un  número  quadrado  ^  doy 
á  su  raiz  esta  forma  z—4  ,  ó  estotra  t — z  ,  de  dond^ 

saco  tp''--'2tz  ^^zz=  tt — d ,  y  por  consiguiente 
t  =  ^JCt^.  Tomando,  pues ,  por  z  un  número  ra- 
cional )  saldrá  también  racional  el  valor  de  t.  Pero 
z  se  ha  de  tomar  con  la  circunstancia  que  u  y  t-^^u  seaa 
húmeros  positivos« 

Por  la  primer  condición  es  preciso  que  ^*~^^'^- 
>o  ,  (con  multiplicar  cada  miembro  por  a—b)^ 

Mt^^(tt — rf)>o,  ó  tt — d — at<Oy  6tt at<dj 

6  tt — tfí-4--j-<¿-4— ^,ó  (con  extraer  de  cada 
lado  la  raiz  quadrada)  ,  í—  -j-  <V^(rf-*-  -5:)  >  ^  fi* 
pálmente  t  <  ^^. v^(í?h-  ^j. 

Por  la  segunda  condición  hadcser'í^=^^>o, 

6  ff — rf— ¿í>o  ,  ó  tt-^bt>d  5  ó  tt^^btH-  ~  >d 

K4    ^        '    *    H- 
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^i"  T"  í  ^  (con  extraer  la  raiz  quadrada  de  cada 
lado)  ,  t  —  4->v^(¿-f-^)  ,  ó  finalmente  t>±- 

Es ,  pues ,  preciso  tomar  1 6  S±í  entre  los  dos 
límites  que  acabamos  de  señalar.  Uoa  vez  hallado  el 
valor  de  f ,  se  le  substituirá  en  las  expresiones  de  »  y 
t — u;  y  se  sabrá  las  arrobas  de  vino  de  cada  suerte. 

Supongamos  v.  gr.  a  =  8  ,  *  =  5  ,  ¿  =  6oy 
será  t  <:4-»-v^?'6  ,y í>  ^±^.  Tomemos  el  nú-r 
mero  quadrado  inmediatamente  menor  que  76 ,  y  d 
número  quadrado  inmediatamente  mayor  que  s6j^ 
cuyos  dos  quadrados  son  64  y  289 ,  y  sus  raices  8 
y  I^Será4-^-v/64=Ia,y£ty-2!?=^»=II. 

Por  dónde  se  echa  de  ver  que  los  números  enteros 
entre  los  quales  esta  t  son  12  y  1 1 ;  tendremos ,  pues, 

^<iíi  ,  y  ^^  >  1 1  ,  de  donde  ííc  saca 
»< 1 3-4-84 ,  y  «>  1 1 -+-v'6 1.  Tomemos  el  qua- 
drado 81  inmediatamente  menor  que  84,  y  el  qua- 
drado 64  inmediatamente  mayor  que  61  j  echaremos 
de  ver  que.«  cabe  entré  21  y  19.  Si  hacemos  z  =  2a 
seráí  =  V,  »  =  *4,  í-«  =  f|. 

Fórmula  para  resolver  Jas  equaciones  de  tercer  grado. 

2S7    Cuestión  i.  Dado  el  producto z^yla  suma b 
de  los  cubos  de  dos  números ,  hallar  hs  dos  números. 


£lean 


X7 


I  j  df  el  mayor  ,  y  el  menor  de  los  dos 
números 


a 
3 
4 


XyL*](^^'^"") 


*V=ra' 


30- 

5 

4<4) 

6 

5-6 

7 

7^ 

8 

8-^3 

9 

9<^) 

I  0 

lO^ 

1 1 

a+jf 

13 

«• 
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*^-y  =  v'í**— 4«') 

2*»=*-4-l/(** 4tf^) 

*=:-^[4-H.ii/(*'-4^0] 

De  aquiíes  &cil  de  sacar  la  fórmula  de  Cardano  para 
la  resolución  de  las  equaciones  de  tercer  grado. 

Porque  si  hacemos  z  =  x^y  ,  y  cubicamos  ,  sal- 
drá. «^  =  x3+3a:>-h3xy-+;y3  =  Jr'+j^^+S^j;  X  (ah-j)  =s 
x^'^^^Z^  ^^  y  después  de  substituir  a  en  lugar  de 
'^9  y  ^  *^°  ^^^^  ^^  ^^h)^*  ^^  trasladamos ,  sacarer 
mos^  «5—3^  =  ir^-hjr'  =  ^.   De  donde  resulta  que 

«  ==  jf  H-  j^  CB  =  A^[]4*  -^  i  v/(** — 4^^)]  -»- 

verdadero  valor  de  la  raíz  de  1^  equacíon  ¡c^ — ^ax 

La  misma  fórmula  dará  la  raíz  de  la  equacion 
z^-Hz  =  ¿  9  cuyo  segundo  término  es  positiva  ^  con 
hacer  — 3fl=ír,  y  substituyendo  en  lugar  de  a^ — Jít,  con 
io  qual  será  z  =  ^{-f  -+-  v^[-^  i  (í-)']}-- 

'  T .  Acerca  de  esta  fórmir 


Hy -^^ir  Hrny 
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la  hay  varias  cotmderacíones  que  hacer ;  se  hallan  en 
el  tomo  tercero  de  mis  Elementos. 

258  Cuestión  2.  Dada  la  diferencia  ^  de  dos  nú^ 
meros  \  y  la  suma  2240  de  sus  cubos ,  bailar  los  ná^ 
meros. 

Llamo  X  la  mitad  de  la  suma  ,  y  i  la  mitad  de  la 
diferencia;  será,  pues,  w-^d  el  número  mayor  ,'y  el 
menor  x — d. 

Por  consiguiente  (j:-h/)'  +  (ar—- ^0^  =  ^^4^  í  ^^^ 
es ,  2a:3-t-6^a?  =  2240,  ó  x^^yí^t  =1120.  Hago  c  = 
3^*  =  12  ,  y  ¿=  II20.  De  aquí  se  priginará  la 
equadon  x^  -^  ex  ==  h.  Luego  por  la  fórmula  x  = 

n^-^*'C^^(í-)'jl----r..-.. 

x^d ,  y  8  =  X— </  son  los  dos  números. 

259  Cuestión  3.  Partir  el  numero  24  en  dos  partes^ 
que  la  diferencia  de  sus  cubos  sea  3584. 

Llamo  24  =  2tf ,  y  3584  =2*.  Será  a^x  el  nú- 
mero ó  la  parte  mayor ,  y  ^—:r  la  parte  menor,  y. 
por  consiguiente,  (cHrxY  —  {a—xy  =  2b ;  esto  es, 
6a*X'+'2x^  =  2^ ,  ó  x^-h^a^x  =  A.  Hago  í?  b=  3^1* ,  y 

'^\T->-yí-T->-(-rrl}=r.   Luego  ^^  ^ 

I 

-r-C 

cxz=:by  y  4r=  r  —  -  —  =  4  por  la  fórmula.  Por 

r 

consiguiente  8  y  16  son  los  dos  números  que  buscaba- 
mos. 


Prin- 


DE  ALGEBRA.  155 

Principios  de  la  aplicación  del  Algebra 
d  la  Geometría. 


.  260  Las  aplicaciones  del  Algebra  son  muchas^ 
pero  aquí  nos  ceñiremos  á  dos  principales.  Mani<^ 
festarémos  i.®  como  concuerdan  los  cálculos  algebrai- 
cos c6n  las  operaciones  de  la  Geometría  Elemental^ 
por  lo  tocante  á  la  medida  de  la  extensión ;  2.^  como 
se  hallan  expresadas  con  lineas  las  raices  de  las  ecjua- 
clones  de  primero  y  segundo  grado. 

I.  Si  representa  en  generad  r  :  r  la  razoq  entre 
el  radío  y  la  circunferencia  de  un  círculo  j  la  cir* 
cunferencia  de  otro  círculo  qualquiera  cuyo  radió  sé^ 
A  ,  será  -7^ ^  y  su  superficie  será  -^  x  \A por 
Jo  demostrado  en  la  Geometría  •  6  ^.  Maní- 
fiesta  esta  expresión  que  las  superficies  de  los  círcu* 
los  crecen  como  los  quadrados  de  los  radios;  por- 
que como  el  valor  de  -¿-  es  siempre  uno  mismo, 

la  cantidad  ^  solo  crece  á  proporcion.de  lo 
que  crece  A^. 
a  6 1    Si  fuese  H  la  altura  de  un  cilindro  ,  y  A 

el  radio  de  su  basa,  será  '-—  x  H  h  expresión  de 

su  solidez  (Geom.) ;  por  la  misma  razón  será  —-x  b 

.la  expresión  de  la  solidez  de  otro  cilindro ,  cuya  al- 
tura sea  ift  y  a  el  radio  de  su  basa.  Será ,  pues ,  la 
solidez  del  uno  de  estos  dos  cilindros  á  la  del  otro 
::  ^  X  £1^ :  ~  X  i&  ::  A^H :  a^b  ^  con  suprimir  el 

factor  común  ^  \  quiero  decir  que  las  solideces 
de  los  cilindros  son  como  los .  productos  de  sus  ál^ 
turas  por  los  quadrados  délos  radios  dé  sus  basas. 

Si 
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Si  las  alturas  fuesen  proporcionales  á  los  radios  de 
las  basas ,  sería  jíia  ii  H  i  b  ^  y  por  consiguiente 
*  =  "^^Y  Xz  razón  A'H  :  a^b  sería  A'Hi  '^], 

ó  ,  con  suprimir  ¿1  factor  común  // ,  y  eliminar  el  de- 
nominador A  y  sería ::  -4* :  a%  y  quiere  decir  que  en  es- 
te supuesto  las  solideces  serán  como  los  cubos  de  ios 
radios  de  tas  basas. 

En  general ,  las  superficies ,  según  queda  pro- 
bado en  la  Geometría  ,  consisten  en  el  producto 
de  dos  dimensiones ,  y  los  sólidos  se  sacan  por  el 
producto  de  tres  ;  por  lo  que ,  si  cada  dimensión  del 
uno  de  los  sólidos ,  ó  de  la  una  de  las  dos  super- 
ficies que  se  comparan  tuviese  con  ftada  dimensión 
de  la  otra  la  misma  razón ,  las  dos  superficies  ten- 
drán una  con  otra  la  razón  de  los  quadrados ,  y  los 
sólidos  la  razón  de  los  cubos  de  dos  dimensiones  ho« 
moletas. 

Esto  demuestra  de  un  modo  general  que  las  su- 
perficies de  las  figuras  semejantes  son  como  los  qua- 
drados de  dos  de  sus  dimensiones  homologas  ,  y 
las  solideces  de  los  sólidos  semejantes  como  los 
cuboa  de  las  mismas  dimensiones.  Porque  ,  sean 
las  que  fueren  las  tales  figuras  ^  ó  los  tales  só- 
lidos ,  las  primeras  siempre  se  pueden  considerar 
como  compuestas  de  triángulos  semejantes  (Geoffu\ 
cuyas  alturas  y  bases  son  proporcionales  en  cada  fi- 
gura i  y  los  sólidos  se  pueden  considerar  como  com-t 
puestos  de  pirámides  semejantes ,  cuyas  tres  dimen-* 
siones  son  también  proporcionales.  Es,  pues  ^¿uma- 
mente  fácil  comparar  las  cantidades ,  una  vez  saca^ 
da  su  expresión  algebraica  ,  no  solo  quando  las  can- 
tidades son  de  una  místtía  especie  ,  mas  también 
quando  aon  de  especie  diferente ,  como  un  cono  y 
una  esfera  ,  un  prisma  y  un  cilindro ;  bien  enten-^ 
dido  y  que  es  indispensable  sean  de  una  misma  oatu^ 
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raleza yeko  es  ,  ambas  sólidos,  ó  ambas  suf^rficies* 
Sf6a  Sí  en  virtud  de  lo  que  enseñamos  {Geom.^ 
para  baHgr.  Id  solidez  de  una  pirámide  truncada ,  ó  de 
un  cono  truncado ,  llamamos  H  la  altura  de  la  pi- 
rámide entera  ;  A ,  la  altura.de  la  pirámide  quitada; 
S ,  ta  superficie  de  la  basa  inferior  is^  la  de  la  ba« 
sa^  superior  ,  tendremos  (Geom.')  S :  j  ::  //»  :  Jb*  ^y 
por  lo  mismo  b^  z=,^  ^  6  ^  =:  H^/-^.  Si  llama- 
mos K  la  altura  del  trozo ,  tendremos  K  =  ü/— ift, 
y  por  consiguiente  K  zz  //— .H\/-j-  ,  ó  /T  =i 
H^s-H^s   ¿^  Jqj^j^  sacaremos  H=z'^^.  Pero 

la  solidez  de  la  pirámide  total  es  (Geom.)  .S"  x  - , 
y  ia  de  la  pirámide  quitada  es  x  x  - ,  ó  (poniendo 
en  lugar  de  b  su  valor  sacado  poco  ha)sxy  y/  -', 
luego  la  solidez  del  trozo  será  -~  —  ^  ,  6 

-7  («y—  w)  '^  finalmente  f(íiíÍ5ií^').  Ponga-  , 
mos  ahora  en  lugar  de  //  su  valor  hallado  poco 
ha' ,  y  sacaremos  3^^!^,  x  (.í^^írpíi)  ^  que, 
con  omitir  arriba  y  abaxo  el  fector.  común  VS ,  se 
f educe  á  5.  x  [^^§=^)  ,  y  partiendo  por 
ySj—^Vs  y  se  reduce  á  5.  (s'-f-V'^'j-H-f) ,  cuya 
exprésicm  está  diciendo  que  toda  pirámide ,  ó  todo 
cono  truncado  se  compone  de  tres  pirámides  de  una 
misma  altura  y  de  las  quales  la  una  tiene  por  basa 
la  basa  inferior  S  del  trozo ,  la  otra  la  basa  su- 
perior ^ ,  y  la  tercera  una  medía  proporcional  VSs 
entre  la  basa  superior  s  y  la  inferior  S  i  porque  ,pa« 
ra  sacar  la  solidez  de  estas  tres  ^  pirámides  basta- 
ría y  una  vez  que  todas  tienen  una  misma  altura, 
multiplicar  la  suma  S-^VSs-k'S  de  las  tres  basas 
por  el  t&rcjo  y  de  la  altura  común  ,  y  se  saca-?- 

ría 


1S8  PRINCIPIOS' 

Fig.  ría  lo  mismit  cantidad  que  acabamos  de  haUar.  /        7 

263    Si  liamamos  a  el  radio  de  .  und;es£era  ,  será 

{Geom.)  í^  lá  superficie  de  su  ¿írculb' máximaj 

*^  ó  ^  será  (Geom.)  la  superficie  de  Ja  miáma  es^, 

fera  ,  y  por  consiguiente  —  ^^^j  6  -¿r  x  -^ 
será  su  solidez  (264). 

364  II.  Veamos  ahora  como  se  hallan  en  lineas  las 
raíces  de  las  equaciones  determinadas  de  primero  y 
segundo  (¡prado  ,  cuya  operación  se  llama  construir  di^^ 
chas  equaciones.  Por  lo  qué  mira  á  las  equaciones  deter- 
minadas  de  tercero  y  quarto  grado ,  y  á  las  equaciones 
indeterminadas ,  acuda  el  que  quisiere  al  tomo  tercero 
de  mis  Elementos. 

Supongamos  que  se  nos  ofrezca  construir  la  ex-» 
presión  x  zz  a-^b-^^  ;  tiraremos  una  linea  recta  DC^ 
y  desde  uno  de  sus  puntos  ^  tomaremos  AB  =1  a^ 
l.yBC:=zb  acia  el  extremo  C.  Después  tomarécbos 
desde  C  acia  D  6  A  \i  porción  OE  r:  ^ ,  la  qual  6e« 
rá  negad\ra  respecto  de  AB  y  BC  ^  por  seguir  di-» 
reccion  contraría .  á  la  de  estas  lineas ,  y  será  AE 
¿1  AB  ^BC'-CE  =  a-^b—c  zz  x. 

'265   Si  hubiésemos  de  construir  la  expresión 
X—  ~-^  en  ía  qual  a'^b  ^c  representan  líneas  co- 

nocidas^  formaríamos  con  las  dos  líneas  indefinitas  ASl'y 
AX  un  ángulo  qualquíera ;  sobre  la  una  de  ellas  AX 
2.  tomaríamos  una  parte  AB  igual  con  la  linea  que  re- 
presenta c ;  tomaríamos  después  otra  parte  AD  igual 
con  qualquíera  de  las  dos  líneas yi,¿  v:  gr.  con  íei;  sobre 
4á  otra  línea  AZ  tomaríamos  una  parte  AC  igual  con 
la  linea  b.  Hecho  esto  ,  por  los  extremos  jSy  Cde  la 
primera  y  tercer  linea  tiraríamos  la  linea  BC\  por 
el  extremo  2>  de  la  segunda ,  la  línea  DE  paralela 
á  BC\  y  la  parte  AE  que  determi|xaría  en  la  AZ 

se- 
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sería  el  valor  átx=  "^  5  porque  las  paralelas  DEj 
BC  d^n  esta  proporción  AB :  AD  ::  AC :  AE ,  esto 
tsc\  a  ::  b  :  AE  ^  luego  AE  zz:xz=z^.  Por  con- 
siguiente se  reduce  la  operación  #  hallar  una  quarta 
proporcional  á  las  tres  lineas  dadas  Cyü^b. 

266  Infiérese  de  aquí  que  si  se  ofreciese 
construir  xz=:~  ^  sería  este  caáo  el  mismo  que 

el  primero;  no  habría  mas  diferencia  que  el  ser  iguales 
las  lineas  ay  b. 

3  6  J^  Para  construir  x  zz  ~J^* ,  considero  que 
esta  cantidad  es  la  misma  que  ^^^2^5  considerando, 
pues ,  a-¥b  como  una  sola  linea  —  w ,  y  c-^d  también 
como  una  sola  linea  ziff,  quedará  reducida  la  equacion 
á  JT  iz:  -^ )  que  ya  sabemos  como  se  construye. 

268  Si  fuese  X  =:  ^^^^  consideraré  que 
aa — bb  es  lo  mismo  que  {a-k^b)  (a — b) ,  por  lo  que  la 
equacion  será  x  =  (^-^^X^— »)  ^  y  p^j.^  construirla 

se  buscará  una  quarta  proporcional  á  las  lineas  Cy 
a^b  y  a—b. 

269  Para  construir  la  equacion  x  =  ~yh 
pondré  en  esta  forma  xz:z  —  x  -j^y  después  de 
construida  -^5  conforme  queda  enseñado,  llama- 
ré m  la  linea. -^,  coa  lo  que  -y-  x  |  será  -7^ ,  que 
ya  dexamos  enseñado  como  se  construye* 

-  2  5ro  Por  consiguiente ,  para  construir  xzz^X^ 
la  pondremos  en  esta  forma  xzzz-^  x  y ,  cons- 
truiremos -^ ,  y  llamando  m  su  valor  ,  construi- 
remos después  -^^ 

De 


i6o  PRINCIPIOS 

Fig.      271     De  lo  dicho  hasta  s^qui  se  evidencia  que,  todo 

el  artificio  de  estas  cpnstrucciones  está  en  resolver  la 
cantidad  propuesta  en  porciones  que  cada  una  de'elteá 
tenga  esta  forma  -^  ó  -^  5  y  áühque  ócurrferi  ca- 
sos donde  puede  pai^cer  dificultosa  esta  resolución^  sin 
embargo'  se  consigue  con  &ciUdad.  por  medio  de  la^ 
transformaciones. 

Supongo  y.  gr.  que  se  me  ofrezca  construir 
¿1^^]  j  Supondré  á  arbitrio  i?  =:  a^m ,  y  r*  c=  artj 
con  lo  qual  ^^^^se  transformará  en^^¡^.]^  ,  cu- 
ya cantidad  es  la  misma  que  í^^  ^  ^-^r  ^^- 
cil  de  construir  despue?  de  lo  dicho  ,  donde  son 
conocidas  m  y  n  j  cuyos  valores  se  sac^  de  la« 
equaciones  P  z=z  d'm  ^y  c^  zizan  j  las^  quales  dan 
mz=:~^y  nzz  -^j  que  ya  sabemos;coni5triíir. 

Por  consiguiente  siempre  que  la  expresión  por 
construir  sea  racional ,  esto  es ,  no  tenga  radicas, 
y  el  número  de  las  dimensiones  del  numerador  no 
sea  sino  una  unidad  mayor  que  el  número  de  las  di- 
mensiones del  denominador ,  se  reduce  su  construc- 
ción á  buscar  una  quarta  proporcional  á  tres  lineas 
dadas. 

2^9  Veamos  ahora  como  se  construyen  las  canti- 
dades radicales  de  segundo  grado. 

Sea  la  primera  x  zz  Vab.  Tiraremos  una  linea 
indefinita  AB  y  tomaremos  en  ella  ,  una  á  continua- 
ción de  otra  ,  las  partes  CA  —  a^y  BC  —  b j  áobfe 
3;  la  linea  AB  como  diámetro  trazaremos  un  semi- 
círculo que  corte  en  D  la  perpendicular  CD  levan- 
tada á  la  AB  en  el  punto  Cj  será  CD  el  valor  de 
.  Vab ;  manifestando  esta  construcción  que  para  sa- 
car el  valor  de  ^ab  ^  debe  buscíirse  una  media  pro- 

por- 
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potcional  entre  las  dos  cantidades  a  y  b.  Sabemos  Fig. 
con  efecto  (Geom.)  que  AC  :  CD  .:  CD  :  CB^.  ó . 
a  :  CD,:i  CD  :  b;  luego  multiplicando  extremos  y  3* 
medios  ,  sale  (CDy  rz  ab^  y  por  lo  mismo  CDzzx  r 

273  Si  foese  X  —  V(^ab-hb^)  j  repararé  que  esta? 
cantidad  es  la  misma  que  V[(3<i-+-¿)  x  í];  tomaré, 
pues ,  una  media  proporcional  entre  3¿n-*  y  b. 

274  Se  me  propone  que  construya  la  equacion  xzn 
V(aa-^b).  Reparo  desde  luego  que  el  segundo  miem- 
bro es  V[jia-hb)  x  (a-^b)'];  luego  tomaré  una  media 
proporcional  entre  a-^-b  y  a — b.  Si  se  me  propone 
X  zz  V(a^  -H  be) ,  haré  be  zzam  ^  y  será  V(a^  ■+-  be)  zzj 
V(a*^am)  =z  Vl(ar^tn)  x  a]  ;  tomaré  por  lo  mismo' 
una  media  proporciolial  entre  a-^m'  y  a ,  después  de 
sacado  el  valor  de  m  por  las  reglas  dadas  ant^.     * 


27S  También  se  podría  construir  la  equacion . 
y(a*-H¿*) ,  haciendo  b^z=:am^  después  de  lo  qual 
construiríamos  V{a^r^am)  por  lo  dicho  últimamente. 
Pero  Ja  propiedad  det  triángulo  rectángulo  nos  su- 
ministra una  construcción  mas  sencilla ,  y  es  la  si-' 
guíente. 

Tírese  una  linea  AB  igual  á  la  linea  tí ,  y  en  su 
extremo  A  levántese  una  pierpendicular  AC  igual  á  4* 
la  linea  b  i  tírese  después  la  BC^  esta  linea  será  el 
valor  de  y(fl'H-¿'').  Porque  por  la  propiedad  del  trian-' 
guio  C/f i?  rectángulo  en  *-/í,  tenemos  (Geom.')  (BCy 
zziABy-^^ACfzza'-^^b^i  luego  (5C)  =:  V (tíV**). 

27.6  .  También  se  puede  construir  y(a* — ¿O  por    'j 

medio  del  trtát^ulo  rectángulo ;  con  esta  mira.^e  tira*? 

XSL  una  linea  Jtf^.zz tí ;  .sobjeiel  jdiámetro  AB  se  trár.  g, 

zara  el  semicírculo  \ACB ;.  desde  éi  pupto  A  se  ti-j 

rara  una  cuerda  ^C=  b  ;  finalmente  se  tirará  la  BCi^ 

\         que  será  el  valor  dey(«*— -¿^).  .Porque  del  triángu-. 

\         lo  rectángulo  ABÓ  sacamos  ^Geom. )  {ABr=:  f^C)\ 

'TomU.  L  ^ 
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Fig.  -h(50*  i  luego  (BCy=:  {ABf^AC)^  =  a»-**  j  \^tr 
go  5Czri/(ii'— ¿').  I 

2f7  También  se  puede  coofiti^uir  "/(^-hífc)  por 
un  método  distinto  dei  prppttestó  poco  J^ ,  Haga-- . 
se  be  tzm^^  y  construyase  y(íi*+f»') ,  conforme  he-, 
nos  enseñado  poco  ha.  Pero  primero  se  ha  de  de- 
terminar m  tomando  una  media  proporcional  entre. 
b  Y  ^  '>  coQfocme  se  indicia  de  la  equacion  éczzm^ , 
qne  dá  M^zi/bc. 

-:07B  Aun  quando,  incluye  A  radical  mas  de  dos 
términos  se  consigue  su  construcción  por  alguno  de 
los  métodos  enseñados.  Supongo  que  se  me  ofrezca 
construir  x  =  V(ái'4-Ac-^í^) ;  luce  be  z;z  ám^  efzz  an^ . 
y  tendré  V  (d^  -i-  be  -^^  zz  !<(«' +.  m»-*^  áwi-^nr 
y[(<i4-w-i5»»)aj,  cuya  expreáon  se  construirá  tocnaQ- 
do  una  media  proporcional  entre  a. y  a*hwhhn  ^  des- 
pués de  determinados  los  valores  de  m  y  n  por  me- 
dio de  las  equaciones  mzz^^  ^  njzz^. 

279  También  se  podria  hacer  bezim^  y  efzín^^  y  la 
expresión  por  construir  entqqces  sería  V^a^-^rm^-^n^). 
Peio  quando  el  radical  incluye  una  serie  de  quadra- 
dos.  positivos  como  este  y(4*4-m*4-»*H-p*) ,  se  hace 
^  'V{d'+m')zzbi  V(¿V»")-/i  /(;^-hp^)  =  *,  y  se 
prosigue  á  este  tenor^  y  como  cada  una  de  estas  can- 
tidades queda  determinada  por  la  antecedente ,  la 
última  dará  el  valor  de  y(tí*H-iw*+»*+p*+&c.).  Pa- 
ra construir  estas  cantidades  por  un  método  muy 
sencillo  9^  se  considera  succesívamente  cada  hipote- 
6.  nusa  como  un  lado ;  después  de  tomar  ABzz  n,  y 
levantar  la  perpendicular  AC:=im^  y  tirar  la  BC^ 
•  que ''será  ¿,  se  levantará  en  el  punto  C  á  la  BC  la 
perpendicular  CD-zín ,  y  después  de  tirar  lá  BD^ 
que  será  / ,  se  levantará  en  su  extremo  D  á  la 
BD  la  perpendicular  DE'zipj  y   BE  será  k^  ó 

Si 
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Si  alguno  de  los  quadrados  que  cubre  el  racfi*  Fig. 
cal  fuese  negativo ,  se  tendrá  presente  lo  dicho  para' 
construir  y(fl* — b^).  ^ 

>  280    Finainieíite ,  si  ocurriese  construir  tona  canti- 

dad  de  esta  forma ,  -^r^—r^  se  la  transformará  en^   " 
lsíE*:gtl-tí3^  multiplicando  ambos  términos  por 
y  (rf4^)  j  buscando  después  una  media  propordonat 
í  ^H-^  y  rf+^S  y  llkmándóia  f» ,  la  expresión  pdt 
construir  sería  ~~. 

281  Prevenimos  que  todas  las  reglas  dadas  en  este 
asunto  no  son  mas  que  reglas  generales  >  en  muchos 
casos  se  pueden  construir  las  equaciones  por  méto^ 
dos  mas  sencillos,  fundados  todos  ellos  en  los  mis*- 
mos  principios  que  dexamos  sentados.  Estos  méto- 
dos mas  sencillos  se  sacan  de  algunas  considerado^ 
nes  particulares  y  propias  á  cada  cuestión ,  las  qua« 
les  no  se  pueden  determinar  sino  al  paso  que  las 
mismas  cuestiones  abren  camino  para  ella 

282  Enseñemos  ahora  como  se  construyen  las  equa* 
clones  determinadas  de  segundo  grado,  las  quales 
pueden  todas  cifrarse  en  esta  equacíon  general 
xx±ax±bczzio  y  6  en  estotra  xx±ax^dd::z  o  ^  con 
transformar  el  reaángulo  be  en  un  quadrado  dd. 
La  equaclon  getieral  dá  las  quatro  fórmulas  siguíen-- 
tes. 

ir.  xs^trx-^dd  —  d  ,  6  x^  ^±iV  (j  -+-  dd) 
llt  xX'±ax''^dTZOy  ó  ^=— |:^V'(^ — dd) 
IV.   xx'-ax'^ddz=.i)^  ó^=f  ±V/(^"— rf¿) 

ConstruirértiDs  'CSdí  .íifrffllúas   en  új  iupüestb  ^áe 

L  2  las 
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Fig.  las  cantidades  positivas  van  de  la  izquierda  á  la  de- 
rjecha,  y  las  negativas  van  por  lo  mismo  de  la  de- 
recha á  la  izquierda. 
.    Para  construir  las   dos  primeras  trazaremos  un 

[  7*  triángulo  ABC  rectángulo  en  B ,  haciendo  BA  = 

4^  BCz=zd^  y  con  esto  stti  ACzzzVQ^-^ddX 
Al  uno  y  otro  lado  del  punto  A  tomaremos  las  lineas 
AO^  AM^  MK^  iguales  cada  un?»  de  ellas  con  AB^ 
y  la  MN  igéial  con  AC  ^  lo  que  dará^ 

Para  la  pri- í 0C=:  1/ (-^ h- rfá)—  ^ 
mer  fórmula|  AN-^  [V  {—  -+-  ¿W)  -f-.f 

Para  la  seg.(M7=  \/{~^d(í)-^^ 

-    fórmula    {Ari\r=-[i/(-^-Hrf¿j—f] 

Para  construir  las  dos  ultimas  fórmulas ,  en  las 
qnales  suponemos -~- >  ¿¿,  con  el  fin  de  que 

sean  reales,  haremos  un  triángulo  rectángulo 
ABC^  cuya  hypotenusa  yíC=  -j-,  y  el  lado  BC 
9.  z=zd  y  Y  por  consiguiente  será  el  lado  AB  =1 
V[~ — ddy  Tomaremos  las  tres  lineas  AOj 
AM  y  MK  y  iguales  cada  una  de  ellas  con  AB^ 
y  la  linea  MN  igual  con  la  ACy  y  tendremos 
Para  la  ter-(KN  =  —  [^  —  x/(^.f±  -  dd)l 
cer  fórmula|/fivr=:  —  [f  "^  ^(4  —  ^^)j 


Para  la  quar-(;ífC=  f  -h  \/(-^  -  dd) 
.  ta  fi^rmula  {pC  =:  f-  —  Vi^^  —  dd) 


Jtj^ 


f 
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Resolución  de  algunas  cuestiones  de  Geometría       ^^' 
de  primero  y  segundo  grado. 

283  Cuestión  r.  Prolongar  una  recta  dada  AB 
dividida  como  se  quiera  en  el  punto  C^  de  modo  que  el 
rectángulo  de  AE  por  £B  sea  igual  al  quadrado  de  CE. 

Haremos  AB  zza^  CBzzb^  BE  —  x\a,  cantidad  9^. 
incógnita  de  cuya  determinación  pende  la  resolución 
de  la  cuestión.  Ya  que  por  los  términos  en  que  esta 
se  propone  ,  AE  x  EB  —  (CE/ ,  será  (a  -t-  x)x  zz 
{b+xY  ,  esto  es  ax+xx  =  bb+2bx+xx  ,  ó  ax^—2bx 
zzzbb^  qjue  dá  xzzzj—^^'^  luego  a — 2b  :  b  ::  b  :  Xy 
cuya  proporción,  manifiesta  que  la  incógnita  BE  es 
tercera  proporcional  á  a^ab  y  b.  De  aquí  se  saca 
la  siguiente 

Construcción.  Hágase  la  CD  =  b  9  con  lo  que  se- 
ta AD  zz  a-^2b.  En  ios  puntos  C^B  levántense  las 
^os  paralelas  CL ,  J?// ,  que  la  primera  sea  zzAD^  lá 
s^unda  zzCBy  y  tírese  la  LB.  Tírese  la  HE  pan 
ralela  á  la  LBy  cuya  paralela  HE  encuentra  la  AB 
en  el  punto  Ej  y  determínala  linea  .ff£  que  sepideu 

Porque  los  triángulos  semejantes  LCBy  HBB 
dan  CL  :CBv.BH:  BE^  ó  a^2b  :b::b:BEzz 


Esta  cuestión  dá  motivo  á  alguna?  considera-- 
clones  importantes.  Si  ¿<-j-,  el  punto  D  siem-- 
pre  estará  entre  yí  y  C,  y  se  verifica  la  construc-: 
¿ion  enseñada.  Pero  sib—-^y  el  punto  D  caerá' 
tVL  A  ^  y  será  AD  =  o  j  luego  también  Cié  zz  o ,  el 
punto  L  caerá  en  C,  y  la  LB .  est^i  sobre,  la  C£¿ 
por  consiguiente  la  HE  paralela  á  la  LB  no  encon- 
trará la  linea^  AB  sino  á  una  distancia  infinita*  Fi«» 
nalmente  si  ^  >  ^ ,  el  punto  Z>.  caerá  mas  allá 
JonuII.  L3  de 
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^ig*  de  yí ,  y  será  yf  A  negativa  ^  por  lo  que  5  deberá 

tirarse  la  CZ>  á  un  lado  opuesto  al  primero  ^  de  lo 
qual  se  seguirá  que  la  HE  pataleta  á  la  LB  en* 
COQtrará  la  j4B  i  un  lado  opuesto  al  primero* 

284    Cuestión  2.  En  un  triánguh  dado  £HI  tra^ 
IC^  Mr  un  quadrada  ABCD* 

Por  triángulo  dado  $e  entiende  un  triángulo  del 
iqu^l  se  conocen  los  ángulos  ^  los  Wdos ,  la  altura  ^  &c. 

Si  se  considera  con  algún  cuidado  la  cuestión  se 
echa  de  ver  que  su  asunto  es  hallar  en  la  altura  EF 
un  punto  G  y  cal  que  si  por  él  se  tira  la  j4B  para- 
lela á  Hly  sea  la  lima  AB^OK  Mirada  á  esta 
hu  la  cue$doa  es  aiyy  fácil  de  resolver;  todo  está 
en  determinar  la  expresión  algebraica  de  JÍB  y  la 
de  GFy  é  igualarlas  después  una  con  otnL 

Llamemos  ^  pues  ^  n  la  altura  conocida  EF;  b^ 
la  base  conocida  Hli  y  x  ^  \dL  linea  incógnita  GFi 
en  virtud  de  estos  supuestos  será  EG  :=z  a-'^-x.  ÍAxe* 
|[o  p^r  ser  jÍB  paralela  á  HI^  tendremos  JSF  :  £"0 
::  Fr:  GB ::  HI:  AB  j  pues  son  semejantes  ks  trián« 
¿ulos  EHI^  EABy  esto  es  EFi  EG^z  HltAB^á 
a  :  a-^x ::  B  :  AB  5  iiíego  /fg-rr '^~^;  y  comer 

ha  de  ser  AB=:GFj  tendremos íí=íí=:x,' que 

dá  x:=^  ;  lo  que  suministra  la  siguiente 

Construcción.  Hemos  de  trazar  tina  quarla  pro* 
porctonal  á  n-^b %h  y  a.  Con  estí^i  npira  llevaremos 
desde  F  z  Q  una  linea  FO.rziiH-^f  esto  es  —  iEF-+- 
/// ,  y  tiraremos  la  EO  i  tomaréfiíos  después  ía  FM 
:nHI—b^  y  tiraremos  á  la  JBO  ía  parálela  MO^' 
la  qual  encontrarfí  ta  EF  ^nG^  y  determinará  GF 
valor  de  Jr.  La  piHieba  es'  que  los  triángulos  seme- 
jantes EFOy  GFM  data  FO  ^.  FM  ::  FE  :  FG  ^  6 
a^bibv.a:FG:=i~. 

Si 
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Si  el  itugúlo  EIH  fuese  agudo,   seri  la  resolu-  Fig* 
cion  qual  la  hemos  dado ;  si  fuese  recto,  el  lado,  BC 
del  quadrado  se  confundirá  con.  BI i  finalmente,  si> 
fuese  obtuso,  el  quadrado  ABCD  nojescará  Inscrip*  ii. 
to    en   el  triángulo ,   porque  parte  de  aquel  estará 
fiíera  de  este.  Lo  propio  digo  del  ángulo  EHL 

aS^    Cuestión  3.  Dadas  dos  circuios  cuyos  ceñiros 
sean  respecfivamenie  ios  punios  A^,  tirar  una  tínea  IS»- 
tángeme  de  amhos^ 

Sea  CD  esta  tangente,  la  qual  concurra^  pro-- 
longándola ,  con  la  AB  en  el  punto  E ;  tírense  las 
A£^  BD  á  los  puntos  de  contaao ;  y  llaoiemos  AB 
zza  ,  ACzzR^  BD  zzr  ,  BE zzx.  Por  ser  rectos  k)S> 
ángulos  en  C  j  D^  los  radios  AC ^  BD  seria: 
paraklos  ;  luego  serán  semejantes  los  triángulo» 
EAC  ,  EBD ,  y  será  R  :  r  ::  a^x  :  x ;  lu^a 
R — r  z  r  ::  a  :  X  j  de  cuya  analogía  se  infiere  la 
siguiente 

'  ConüruccíM.  Tírense  como  se  quiera  dos  radios 
paralelos  AL  ,  BM^  y.  la  4^nea  XAf,  la  qu¿rf,  pro- 
loogáüdola^  cortará  la  AB  en  el  punto  Ei  si  desdó 
este  punto  tiramos  una  tangente  á  qaalquiera  de  los 
dos  círculos  ,  esta  tangente  lo  será  de  ambos,  y  re- 
solverá la  cuestión.  Porque  los  triángulos  semejantes 
dan  LA  :  MB  r.  AE  :  BE;  lucjpo  LA--MB :  MB> 
::  AB  t  EB^  ó  A— r  :  r  z:  a  :  BE. 

Bien  se  dexa  conocer  que  desde  el  mismo  punta 
E  también  se  puede  tirar  otra  tangente  Ed  ta  qual 
tocará  ei  otro  circulo  en  el  punto  c.  También  es  pa- 
tente que  nuestra  resolución  solo  se  verifica  en  círcu- 
los de  diámetro  desigual ,  en  cuyo  caso  la  tangente! 
concticce  con  la  linea  de  tos  centros  del  lado  y  mas 
allá  del  círculo  menor.  Si  los  círculos  tuviesen  un 
mismo  diámetro ,  la  tangente  seria  paralela  á  la  rec- 
ta AB ,  y  el  punto  E  estaría  á  una  distancia  inñ- 
Bita  {Geam.}. /P^ixy  entoncet  serta  senciltisima  la  reso- 

L4  lu- 
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Fig.  lucíon  del  problema;  porque  con  levantar  un  radio 
perpendicular  á  la  ÁB  ^  y  tirar  por  el  punto  don* 
dé  corte  la  circunferencia  la  tangente  ^  esta  será  tan* 
•     gente  de  ambos  círculos. 

Aunque  del  punto  JS  no  se  pueden  tirar  mas  que 
dos  tangentes ,  admite  no  obstante  la  cuestión  mas 
de  dos  resoluciones.  Porque  también  se  pueden  tirar 
xa.  dos  tangentes  desde  un  punto  qualquiera  F  entre  ^ 
y  Bj  para  lo  qual  haremos  BF::izx  ^  y  tendremos 
R:  r  •^  a — x  :  Xj  y  componendo  Ü4-r  :r::a:x. 

Prolongando ,  pues ,  el  radio  MB  hasta  /V^ ,  y  ti- 
rando la  LN  j  el  punto  F  donde  esta  corta  la  yíB 
dará  otras  dos  resoluciones;  quiero  decir,  que  la 
tangente  tirada  desde  dicho  punto  al  uno  de  los  dos 
.  círculos  será  tangente  ^e  ambos.  Estas  tangentes  se- 
rán JCH  y  Mh  i  pero  las  que  dá  el  punto  F  serán 
imaginarias ,  si  los  dos  círculos  se  cortan;  y  lo  secan 
todas  quatro ,  si  el  un  círculo  está  dentro  del  otro« 

286    Cuestión  4.    Dada  la  longitud  de  la  linea 
BC ,  y  dados  los  anguhis  B,C  que  con  ella  forman 
13.  las  dos  lineas  BA ,  CA ,  determinar  la  altura  AD 
d  que  se  encuentran  las  dos  últimas. 

Sirven  los  ángulos  en  los  cálculos  algebraicos 
por  medio  de  las  lineas  trigonométricas.  Así,  quan-» 
do  decimos  que  un  ángulo  C  v.  gr.  es  dado ,  que* 
remos  decir  que  es  dado  ó  conocido  el  valor  de  su 
seno  ó  de  su  tangente,  &c.  Sentado  esto,  llamemos 
BC^  ai  AD^y ;  d*  radio  r  ;  y  m  la  tangente  del  án- 
gulo ACD.  El  triángulo  rectángulo  ADC  nos 

dará  (Trigon.)  CD  :  DA  ::  r  :  tang  ACD^  ó  CD  : 
y::rzm^  luego CDzn^.  Por  el  mismo  camino 
hallaremos  ,  si  llamamos  =  ti  la  tangente  de  ABD^ 
BD:y::r:ni  iuegoBD  —  ^  f  pero  BD-^DCzzz 
BCzza  \  luego  -^  h-  f = ^5  de  donde  sale  y=^^. 

"Po^ 
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Podemos  simplificar  esta  expresión  eon '  introdu-  Fig£. 
cir  en  lugar  de  las  tangentes  191  y  ^  de  los  dos  án- 
gulos Cy  S 9  sus  cotangentes  ,  que  Ikimacémos  res^ 
pectivamente p,  ^i  para  cuyo  fin ,  de  lo  dicho (Trig.) 
sacaremos  tang  i  R  :i  R  :  cotaug.  cuya  pro|X)rcioQ 
nos  dá  m :  r  :i  r  :  p  y  fi  :  r  ::  r  :  ^.  De  aqui  se  saca 
tn=^--y  nzz—  5  substituyendo  en  lugar  de  f»  y  fi,    * 


«•♦ 


estos  valores  enql  de  j^,  tendremos  v= — ^ 


Esto  manifiesta  que  quando  no  le  sale  al  calcu« 
lador  un  resultado  tan  sencillo  como  desea  echando  ^ 
mano  de  alguna  de  las  cantidades  que  puede  con-- 
.  siderar  como  dadas ,  puede  escusar  empezar  otra 
vez  el  cálculo  para  indagar,  si  echando  mano  de 
otros  datos  9  podria  alcanzar  un  resultado  mentís 
complicado.  Le  bastará  hallar  equ^ciooes  que  ex- 
presen las  razones  de  aquellos  datos  á  que  apeló  pri-* 
mero  9on  los  que  quiera  introducir  en  su  lugar.  En 
la  ultima  cuestión  hemos  echado  mano  de  las  equa^ 
ciones  iw=— ,  «  =  ^9  para  expresan»  y  «5  y 
sin  mas  empeño  que  practicar'  algunas  substituciones, 
hemos  sacado  un  resultado  que  pende  de  p  y  q. 

287    Cuestión   5.    Dados   los  tres    lados    de  un 
triángulo  ABC ,  Jballar  los  segmentos  AD ,  DC  que  ja 
forma  la  perpendicular  BD  ,  y  bollar  también  la  per^ 
pendicular  BD. 

Esta  cuestión  nos  proporciona  enseñar  á  un  tiem- 
po  el  modo  de  trasladar  á  equacion  las  cuestiones 
de  Geometría,  y  como  con  el  auxilio  de  diferentes 
preparaciones  pueden  inventarse  proposiciones  nuevas. 

Si 
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Fig«  Si  conociéramos  cada  una  de  estas  lineas  ^  las 
CQQsprobariam^  idel  «iodo  sigoiience.  Sumariamos  el. 
quadt^do  de  BJ>  coa  el  quadrado  de  CD ,  para  ver 
9i  s¿^drta  uua  ;suüia  igi4^  con  el  quadtrado  de  BC^ 
conforme  co^pe^onde  ^  por  ser  rectánguto  el  trtáa-? 
guio  J^DC  {G¡¿pmi¡)..Süfi\2^í^mo$  también,  el  quadra^ 
I4«  do  de  ^D  coa  el  quadrado  de  BD^  para  ver  si  sal** 
dría  una  suma  igual  con  el  quadrado  de  ^B. 

Vamos  ^  pues ,  á  hacer  esta  comprobación  del 
liiismo  modo -que  íi  conociésemos  hs  dos  lineas.  Lla- 
¿Kcnos  BD=y^  CD=Xy  BC=a^  AB^b^AC 
r:  ^.  En  virtud  de  cuyos  supuestos  AD  zi  AC — CD 
zzc — x^  y  será  xx'^yy:=:aa^  ce — 2cx'\rxx+yyzibb. 

Como  XX  é  yy  no  tienen  en  cada  equacion  mas 

.  coeficiente  que  la  unidad ,  resto  la  segunda  equacion 

á^  ía  primera ,  y  saco  sobre  la  marcha  icj^-^cc  zz 

demos  escribir  así  J  /ii¿Hlz±í  ^  ^c.  -   . 

Esta  exfpresio»  de  jpfdi  á  entender^  coaforme  dí- 
jeimos  ames  ^  que  su  valor  de  haUará  buscando  una 
qtisrta  proporciotial  k  c^  a^b  j  a^b^  y  después  de- 
hallada ,  se  sumará  su  mitad  con  ic ,  quiero  decir, 
con  la  mitad  dei  lado  AC ;  cuya  operaciod  con»^ 
cuerda  puntualmente  con  lo  dicho  (  Trigan.). 

Pero  de  /estas  aquacianes  pueden  ínfisrkise  atra& 
muchas  consecuencias^  y  nos  detendremos,  especifí* 
cando  algunas ,  á  fin  de  que  se  acostumbren  los  pria*« 
cipiantes  i  leer  en  una  equacion  todo  \o  que  tu  ella 
va  cifrado. 

28B  L  La  equacion  2rá^—<^z:íW—¿^  es  la  niisoM^ 
que  jC  X  (2X'^c)  =  (a-hB)  (a — b).  Como  d  producto^ 
4e  iQSudosprixoefos  ductores  es  igual  al  produao' 
de  los  dos  últimos  ^  podemos  considerar  los  dos  pri» 
meros  como  los  extremos  9  y  los  dos  últimos  como, 
los  medios  de  una  proftorcíqo  ,  y  teadréosos  c  :  a+i^ 
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sr  a — ¿  :  ^x^a  pero  2x — c  es  x — (c — x) ;  luego  si  Fig* 
ea  lugar  de  estas  letras  substituimos  las  lineas  que 
representan  ,  sacaremos  AC:  BO^AB  ::  BC — AB  : 
CD — AD  ,  icuya  proporción  es  la  misma  que  saca« 
mos  en  otro  lugar  (Trigon.) 

289  II.  Si  desde  el  centro  C,  y  con  el  radío  BC,  14* 
trazamos  el  arco  BO  ^  y  tiramos  la  cuerda  BlOy 
tendremos  (BDy -i- iDO)^zz(BOy;  ptroDQ^Cü-^ 
CD  =  BC—CD  =  a^x  ;  luego  {BOy  zz  j^y^aa^ 
Qojf-HJrjr;' antes  de  ahora  ya  hemos  hallado  jiy-^xx 
Tzaa  i  luego  (BO)^  zz  2aa — 2ax  zz  2a {a — x).  Luego 
finalmente  si  en  lugar  de  4;  substituimos  su  valor 
^-1^%  sacaremos  (BO)'=atf(ií-H-íí=—^')=;: 

^^ (*^^'=~  =  f  (**  —  (^ -  ^T)  >  porque 
2flc — aa — cczz'-^aa—2ac+cc)  =:  — (c — «)* ;  pero  si 
consideramos  c^—a  coma  una  sola  cantidad  ,  esta  b^ 
— (c — a)'  es  lo  mismo  que  (A+c— «)  (h — c+a)  i  lue- 
go (50)'  =  y  {b-*-c—a)  (k — c-i-a),  cuya  exprer 
sion  podemos  poner  en  estotra  forma  (BO)^  zzs 
-(a-^í-i-c — 2a)(aH-&-*-c — 2^)5  luego  si  lla- 
mamos af  la  si|ma  de  los  tres  lados ,  tendrémo^ 

<W=T  (a*--a«)<ax-raO  =4f  .(¿^^i)  .(^-í). 
Si  desde,  el  puntó.  C  se  haxa  á  la  ^  la  perpendíco* 
lu  Cl  y  teodrémos  (Trigoa.')  por'  di  triángvlo  rec- 
tángulo Cío.  cstsí  propofcion  CO  :  01::  R:  sen  OC/^ 
esto  €6,  a:  ^BOy.R  i  sen  OCI^  luego  ^  flO  = 
S2S?^',  ó  50=  ^-^  ,  y  por  cónsiguieute 
(50)*=¿5í^-^í«^S  «  igualamos  uho  ¿on  otro 
los  dos  valores  dt{BO)' ,  sacaremos  4íiíí|i^  — 

^  (4— «)  (i— í);  6.,  partiendo  por  4*  yy  eliminan-* 

d»  los  ¡deaoBQióádMtSt  ^ .  sea'  OCf  :::  £?  (x>r-á)t(Jr~^) 

lo 
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Erg,  Jo  que  da  esta*  proporción  ac  :  (^— tf)  (*--<)  -  íl*  s 
sea^  OCA  De  esta  resolución  se  podria  sacar  para 
resolver  una  cuestÍQn.  de  Trigonometría  resuelta 
tiempos  h^  un  tn4to4p  diferente  del  que  allí  osa-^ 
mos. 

290  IK»  La  equacion  jjy-hápjf  r:  aa  da  syzLoa — xx 
zz{Qr^x)  (a — xy  i  luego  si  substituimos  en  lugar  de  4r 
«u  valor  ,    tendremos  j{y  =:z  ( ij  -4-  ''^~f^^'t^^ )  x 

^ -* íT-j  —  i r. )  "^  I— ir~ j 

{a-i~c — ¿)  (¿-Hí- — a)   (¿ — í-t-Éf) ,  6   ^í-íjjy  == 

*•  .  .  .  ■     ' 

(llH-¿-4->)     ^a-^h-^C 2Í)     (a-H^-HT 2tf) 

(^-♦"¿-f-r — 2c).  Luego  si  llamamos  2x  la  suma 
o-f-^-f-i?  -de  los  tres  lados  ,  tendremos  4^03^  i= 

(s'-^a)  (s — 6)  {s—c)  5  jdividiendo  por  16,  redu- 
ciendo y  sacando  la  raíz  quadrada  ,  sale  ^  =z 
X/[s.{s—ay(s^í)(s—c)y  Pero  '^^  ó  ^^  es 

lá  superficie  del' triángulo  ^ÉC;  luego  p^irtf  x^r^rr 
/tf  superficie  de*m  triángulo  por  sus  ^tres  ¡ades  ^  se 
ha  d^  restar  skccesivamenSt  de  la  mitad  de  la  sa^ 
tna  de  Jos  tres  lados  cada  uno  de  ellos ,  se  multipli-^ 
carán  una  por  qtra  las  tref  restas  ^  y  por  la  semi^ 
suma^  y  se  sacará  finalmente  ia  raff:  quadrada  def 
f reducto.  • 

991 .  JVi  La  tquadoD  icjiy^c^aa — ^  da:¿^rui^ 
+  CÍ— 2C4p;  pero  sí  la  perpendicular  cay^a  fuera 
del  triángulo,  y  representáramos  las  lineas  con  las 
mismas  letrasr  que  hasta  aquí ,  •  tendríamos  jgr^hxx 
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^^-^  es  ahora  ir+x  Luego  sí  restamos  la  primera  Fig.. 
equacipn  de  la  s^unda,  tendremos  cc+ícszzjhb^-rnay 
ó  c{c  +  2x)zz  (*-h*)  {b—:a)y  de  donde  saiKirémos. 
c  :  iH-a  ::  B — a :  cA-2x.  Pero  como  c4-2ar  es  x-^c-^x^ 
será  por  lo  mismo  CD-^uíD  ;  luego.  -¿^C :  yíB-^^BC 
::  ^5 — BC  i  CD-^jíD  ^  segunda  parte  de  la  propo- 
sición demostrada  en  otro  lugar  [Trigon.^ 
-  292     V.  La  misma  equacion  í:í?rH2M~*¿— ¿M  da    .: 
^bzzjm-¥cC'^'2coí ;  si  conr^pafamos  esta  equacion  con 
estotra  bb':=zaa'\-ec — 2cx  ^  que  corresponde  á  ía  fi-  14. 
gura  14,  echaremos  de  ver  que  el  quadrado  ¿A  del 
lado  AB  opuesto  al  ángulo  agudo  C  vale  menos  que 
la  suma  aa-^cc  de  los  quadrados  de  los  otros  dos  la-^ 
dos ,  pues  vale  dicha  suma  rnenos  2r:r. 

'  Al  contrario  ',  el  quadrado  bb  del  lado  AB  ig. 
opuesto  al  ángulo  obfuso  vale  aa-^ec-^^cxi  esto  es, 
mas  de  la  suma  de  los  quadrados  de  los  otros  dos 
lados*  Podrán  servir  estas  dos  observaciones  para 
averiguar  quando  ocurra  calcular  los  ángulos  de  un 
rriángulo  por  medio  de  sus  lados ,  si  el  ángulo  que 
se  busca  ha  de  ser  agudo  ú  obmso. 

293    VI.  Las  dos  equaciones  bb  =  aa-bcc^^^cx^ 
y  bb  rr  aa-^-cC'i'Qcx  confirman  lo  que  llevamos  dicho 
acerca  de  las  cantidades  negativas.  Se  viene  á  la  vis-  14» 
ta  que  según  caiga  la  perpendicular  BD  dentro  ú  15. 
fuera  del  triángulo ,  el  segmento  CD  coge  de  la  de- 
recha á  la  izquierda  y  ó  de  la  izquierda  á  la  dere« 
cha  y  y  que  respecto  de  los  dos  casos  tiene  el  tér- 
mino 2CX  signos  contrarios.  Luego  reciprocamente, 
qualesquiera  cálculos  que  se  executen  con. el  uno  de 
dichos  triángulos ,  se  sabrá  los  que   se   habr4n   de  -     ' 
executar   para    los   casos   análogos  con  el  segundo 
triángulo ;  bastará  dar  signos  contrarios  á  las  par-- 
te$  que  en  una  misma  linea  estuvieren  en  distintos 
lados*  Pero  en  lo  que  diximos  antes,  así  respecto  del 
cálculo  del  uno  de  los  ángulos ,.  como  respecto  del 

cal- 
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Fig.  cálculo  correspondiente  á  la  superficie ,  Ho  se  halla 

el  segmento  CD ;  l^iego  ambas  proposiciones  se  apli-^  i> 

can  indiscíntaaietite  á  qualesquíiera  triángulos  recti^*  / 

Úneos.  ' 

294    Caestton  6.  Cmstnár  m  triángulo  equilát^         ¡ 

ra  ABC  ¡gual  con  el  quadrado  de  la  recta  dada  CMv'         j 

Levántese  á  la  base  BC  la  perpendicular  ylD ,  y  f 

16.  MimiBi&e2)C,  Xy  por  consiguiente  cada  lado  del  trián^ 
guio  por  coi^rair  será  ±:fijr;  \\ie%o  ADziV  {^xx — xx^ 
=  ^V3i  luego  la  área  del  triángulo  j4BC  será  rr 
**  Vs  ,  la  qual ,  si  llamamos  CN  ^  a  y  será  x^V$:=uíay 

Para  &cilitar  la  construcción  de  esta  equacion^ 
considérese  que  x*  V^zzaa^  multipliQada  por  a  es 
x^aV^zza^y  ó  xW^aa^a^  ^  lo  que  en  lugjir  de 
X  y/^,  da  áP  =:  V^;;^-  Hecho  esto  ,  prolongúese 
la  CN  káai  G  9  hasta  que  la  CG  sea  quádrupla  de 
la  CNt  trácese  el  senüdrculo  GMCj  y  levántese 
la  peqsendicular  NM^  la  qual,  por  la  naturaleza 
del  círculo,  será  zzV^a.  Córtesela  QN-ziV^aOj 
y  después  de  trazado  otro  semicírculo  QFC^  tírese 
la  cuerda  CF.  Si  concluido  esto  se  levanta  la  per- 
pendicular DE-CN^  será  DCiz^x.  Porque  QN  [ 
±:  i/puti  NC::  (FiV)* ;  (M7)%  ó  ::  (EZ>)* :  (^DC)%  \ 
esto  es  QN :  NC ::  (£/))* :  (DC)%  y  substituyendo 
en  lugat  de  las  lineas  sus  valores,  Vs^a  z  a  ::  aa  i 
{DCy-,  luego  (2)0^=;^,  y  DC=V-£ra'  ^ 
tomará  ,  pues ,  la  DB  zz  DC,»  y  toda  la  recta^  BÓ 
será  tal  que  el  triángulo  equilátero  en  ella  trazado 
será  igual  al  quadrado  de  la  reaa  CN. 

Si  hubiera  sido  jp  =  v/  ~ ,  con  tomar  la  rtíc- 

'    ta  CG  zz  (i^H-i) .  tí ,  la  construcción  se  hubiera  hechd 
del  misnro  modo. 
295    Cuestk>n  7.  Trazar  en  un  oiriulú  dádé  C9^ 

yo 


r^ 


B         B 


8 
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jQ  nntro  es  C  afros  dos  circuios  ^  kti0^n,;,y  sg  Fk. 
tqquen  uno  á  <aro,  con  la  contUcion  q^.  4sl.  ow6¥tm 
de  ¡as  Urnas  tiradas  desde  el  cerarq  j^  í?^  .^e- 
sulte  el  triángulo  CFE  smejante  al  fffiéigulf^  dado  17. 

Prokkiguepse  los  l^dos  CE ,  CF  hfista,  Um»  á 
los  puntos  de  contacto  G  ,  H.  Uáipese  :- r  el  radio 
C6,  EJ;=EG=:x,  FazzFIczy,m=zd^  ff^ 
z;zbi  Duizzc.  Lps  triángulos  seiq^apte^  CíEí;  ^j8¿> 
d^iáR  a;  b ;:  je-^y :  r— «,  a  :  c  ::  x-^ :  r-^-^  de  donde 
nacen  las  dos  equaciones  siguientes  *h-^=:~x 
(r-*)  ^  x-t-y  =^  -f  (r— ^)  ;  luego  -f-  (r—jp)  =;; 
■7-(r-~y),  partíeodo» ambos  njiero^qs  por  a ,  sa- 
fe~i-'=r~?,  y  eliníinando  los  denominadores, 
se  formará  la  siguiente  proporción  b :  c  :;  r— <p  :  r---y. 
Nacen  de  aqiri  componendo  las  dos  proporciones  si- 
guientes b:b+e ::r— áciSr— *-rj;, b-H::e u  2r— jr— j>: 
^—y,  y  si  en  estas  substituimos  )os  valores  de  x-^ry  ha- 
llados antes,  saldrá  ¿:¿-+-f::Vw^r  :  jj,.— l^/^^jp\ 

¿-H<?  :c'.:  ar— f  (r— j')  : r-^j»  5  y  multiplicando 
extremos  y  riiedÍGs  y  saldrán  estas  dos  equaciones 
2r*— tf(r— 4ir)=:(*H-<f).(r-^jc).,  3rtf-~^(r— ;y)¿= 

(^-^>)(r-^),ó  b^í;^^^--,  ^¿S^r-V-.^, 
de  donde  por  último  se  sacará  x  =  üí=d:  v  r    <; — 

^xr,  y  finalmente  tf-H*-»-<^ ;  <»-+-í^*  ::*•:*> 


<M-¿H-^  :  <íH-A — ¿: ::  ^  ty. 

Pata  construir  esta,  apaeíoa,  tómeme- ta  ^]^ 
=  Bm=B^,  y  la  DN^zDkzzD^,  con  lo  que 
«^  ^i\r=:  flH-*-H? ,  JIf»  =:  <H-A^^ ,  Ntn=:  a+c-^b. 
Tírese  como  se  quiera  un  radio  CG ,  y  h^se  MÑ 
: Ñm^  OGr :  £G , . esta  intima  linea..seeá^ eiradio  del 

uno 
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Fig.  uno  de  los  círculos  pedidos.  Tírese  después  la  CH 
que  forma  d  ángulo  GCHzz:  BAD^  y  hágase  il/M 
Mnv.CHiHF^  esta  será  el  radio  del  otro  círculo. 
Por  consiguiente  los  círculos  trazados  desde  los  cen* 
tros  EyF  con.  los  radios  EG  ,  FH  se  tocarán ,  to- 
carán al  círculo  dado  GH ,  y  formarán  el  triángulo 
ECF  semejante  al  triángulo  BAD. 

Por  el  mismo  canlino  se  hallarían  dos  círculos 
externos  con  las  mísríias  condiciones  ,  no  habría  mas 
diferencia  que  poner  en  las  proporciones  r — x^  r— ^ 
en  lugar  de  r+x ,  r-^y. 

296  Cuestión  8.  ^  Dada  la  posición  y  el  tamaño 
18.  de  un  circulo  CDE ,  y  dos  punios  A,B.  fuera  de  su 
circunferencia  r  tirar  desde  estos  dos  puntos  las  dos 
rectas  AC,^  BC  á  un  n^ismo  punto  C  de  la  circunfe^ 
rencia  cóncava  del  circulo  9  con  la  circunstancia  que 
la  AB ,  la  qual  va  desde  el  un  punto  dado  al  otro^ 
sea  paralela  á  la  recta  DE  ,  tirada  desde  el  uno  al 
otro  de  los  dos  puntos  D^É,  donde  las  rectas  AC, 
BC  cortan  la 'circunferencia  convéxh  del  circulo. 
•  Sea  AB:±ü  ,  AC'zzz  ,  BC-x ,  ADziy ,  BE—u^ 
DE=s;  con  esto  será  DCziAC—ADzzz—y^  EC 
=  BC—BE  —  JT— í/- 

Ya  que  por  la  cuestión ,  AB  y  DE  son  para- 

kks  ,  los;  triángulos  ACB  \   DGE  son  semejantes 

(Geom.)  ,  y  dan  CD  :  AD^ ::  CE  :  BE^  esto  es,  %— 

.  S  •J'^'  ^-^^  •  ^  i  luego  uzr—yu  rn  xy—uy  ^  uzrzxy   y 

«  rr:  ^.  La  primer  proporción  da  componendo 

CA  :  AD  ::  CB  r  BE  6  z:y  w  x\  u^  y  uzzzxy, 
cuya  equacion  es  la  misma'  qué  íicabamos  de  sacar.- 
\  Poi!  ser  paralelas  las  iífneas  AB^  DE  tenenooi  las 
tres  proporciones  siguientes. \"  -     ;. 

!••  CA:  CB  ::  CD<  CE^ó)c:x ::  z^^ :  jp— «  que 
da  zx — uz  ~  xzr'-xy  ^  y  uz:r  :^.    • 
í     2.*  CAi  AB  :z:CD  :  DE^  ó  «  :  4  í:  z^y :  x,:que: 

da 


dá  jjc  =:  ^;r — au  ,  ajr — jji;  :zzau  ^y  ^^^^  ^s*  ' 
De  estas  pdmeras  ^uaciones  hemos  sacado  fo» 
valores  de  tres  incógnitas  rtáinas  ;  qué  son  z  =  *, 
^  =  í^^>  y  áp  =:  ¿^^:  Si  substituínios  '  ^1  valor 
de  ^  en  el  de  is ,  sacásemos  «;  ^=^  ~  ^  y. con  snbw- 
^ituii  én  festá  el  valof  de3^ ;  saldrá  ¿  ir:  ''^^^^  ,  lo  r, , 
qué  dá  aflz-^z.ti  aazr^(isz^y  est^  nxapifestandj 
la  ihut^klad  de  la  ukíma'substitucíqii,  Tambíeo 
podemos  introducir  el  valor  de  jf  en  la  équacioá 
>=  .^  y  y  saldrá  z  =  íí3=íü  \  ó  au»  =:  axz—sxZj^ 
i#ti/"=  aáp-rxx^  y'4rir::¿V  ,  equacion  Bailada  y t 


antes.  ^\ 


Todas  las  equacíoneslhasta  aquí  sacadas  tienen  dos 
Incógnitas  y  lo  que  dá  visos  de  indeterminada  á 

la  ci^estiqíK  Pero;  si,  echamos,  mano  de  la  equar- 

cíon  X  Z2Z  ^^  i  en  la  qual  ü  y  s  son  árbitr^riás^i  y 
tomamos/ dos  vedes  "BE^  ü  ^  de  un  mismo 'tantefíó 
determinado.  9  y  £Z)t:=  x  de  doi  tamaños  diferentes 
determinados  ;  echaremos  dé  ver  que  las  liqeas  j4Dj, 
BE  no  retnatarán  ambas  veces  en  el  mismo  punto  C^ 
lQj(lue  debería- vfiriftoorse  si  d  problema  fíie^  don  efec- 
to indetennípsuip^.i- .  .,  \\*  -—  -  --  "  ■  ' 
Es  9  {mes  ,  preciso  nacer  algo  ma¿.  Lo  que  ocur- 
re naturalmente  es  tirar  desde  los  puntos  -^,.B'lás  jg, 
tangente^  ^F  ^t  '^B(Sr*  ^  iVpMé,  s^/An  dinocidas^ .  'Hagamos 

jfZ.^  bb\  y.BQiXiBE  =5i(iBG^'ítíf-=wi>J»*feqüad«É 
yztaé^St&,¿^^t¡L^Si^o^ 

WQm.Il  M  va* 
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^*  valores  de  j^  uno  con  otro ,  tendremos  -^=:  ^*=3, 
de  donde  sacaremos  abb  =  azzszz  ,  y  zzzn^^^ 
.  donde  queda  una  linea  i  árBítraria ;  esto  no  resueL 
ve  la  cuestiw  9  por  ser  &lso  que  sea  el  que  fuere  el 
valor  de  DE  =  x  ,  sea  ^Cz=zz  zzlV^,^  de  mo- 
do que  yíD  ^  BE  concurran  en  un  solo  punto  C. 

No  sirve,  pues,  el  medio  de  que  nos  hemos  valido 
para  resolver  la  cuestión.  Apelemos  á  otro. 

Tiremos  las  lineas  ^C^  BC ,  AB ,  DB ;  tire- 

l8.nios  desde  el  punto  A  la  tangente  ,^F;  y  por  D 

la  tangente  DH^  que  corta  \iAB  en  H.  Llamemos 

AB^a^AF^h^  Adrz  «,  AD^yyBHt=:ri  y 

será  AH^AB^BH  =  o— r. 

Ahora  bien  ;  los  triángulos  ACB ,  AHD  son 
equiángulos  ,  por  ser  común  á  ambos  el  ángulo  Ai 
por  ^  ser  DH  taimente  y  EB  secante  ,  el  ángulo 
HDE  es  igual  al  ángulo  C.  Pero  por  ser  paralelas 
DE^  AB  ,  los  ángulos  HDE ,  DHA  son  igua- 
les (  Geotn.  )  ;  luego  el  ángulo  C  es  igual  al  ángu- 
lo Z)//^.  Los  triángulos  equiángulos  dan  ACzAB 
II AH 5  AD  ,  ó  1 1  a  :t  a-^^  ly^ytzn  aa—>ar  ,  é 
¿y  =:f2^^.  Por  otra  parte  halJiamos  antesj^rr  —5 
)  luega  si  comparamos  upo  con  otro  los  do&  valores  de 
jf ,  tendremos  ~  =  ^^^' ,  hb  zz  aa—ar  ^arrzaa 

'"—bb^  y  rziz^^i—^.  Si  substituimos  este  valor  de 

>.eA  Afi;;za-^r^  sacaremos  a  -^  íí^  ;=¿ 
.._..^H  _j^_^^  jj^  ^^^j.^^  sigiie'  la  si^ 

.     guíente 

Construcción.  Pbr '  ser  dado  é  efrculo  fCD ,  y 
los dos) plantos  .¿f ,  B ,  tiro  la  ^^  ,desde'el  punto  A 
iiro  1^  iaogente-^JtT'dd  circuló  al  apuntó.  F  \  faagó 
^H.  tercera  projpQteioiifil  ¿^  las  AJEL^í^j  í  desde  €| 

1-  ;-.,FMa- 
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punto  H  tiro  otra  tangente  HD  al  drddo  eff  D  ^y  por  Flg. 
los  puntos  ^,  D  la  ^C ;  tiro  por  último  ÉCy  DE  ^  es 
la  DE  paralela  á  la  y4B. 

Porque  hemos  hecho  jÍB  :  AFv.  AF  i  AH  ^  6 
0L :  *  ::  b  :  AH  =z  --5  luego  {AFf:=:  AB  x  AH^ 

Pero  (^Af  y  ^AC X  AD i  lue^o  ABxAH ^  AC x 
AD ,  y  AB  :  AC::  AD  :  AH ;  luego  los  triángu- 
los ACB ,  ADH  son  equiángulos ,  y  el  ángulo  C 
igual  al  ángulo  AHD.  Ahora  bien  ;  por  ser  DH 
tangente  ,  y  DE  secante  ,  el  ángulo  HDE  es  igual 
al  ángulo  C  (Geom.)  ;  luego  los  ángulos  alternos 
AHD^  HDE  son  iguales  ,  y  paralelas  las  lineas 
DE ,  AB. 

lid,  equacion  r  =  ''-^~  está  diciendo  que  la 
linea  AB  —  a^ts  nuyor  que  la  AF:;z b.  Si  la  li-» 
nea  AB  fuese  igual  con  la  AF^  sería  r  —  í^—^cac 
íí=í?  rr  o,  la  línea  5// sería  nula,  y  el  punto  H 
coincidiría  con  el  punto  5  ^  lo  mismo  se  infiere  d^ 
ser  AH  =:  —^  igualentoíices á^=:a.  Luego sfr^ 

ría  menester  tirar  desde  el  punto  B  la  tangente  BD^ 
y  la  recta  ADC  por  los  puntos  A  ^  D  ^y  tirar  lá  BC.  19. 
En  virtud  de  todo  esto  las  lineas  DE ,  AB  serán  pa- 
ralelas. 

Pero  si  AF^b  fuese  mayor  que  AB^=  u^  la  18. 
equacion  bb  =  fuir-^ar  dará  -^ar  =  bb-^aa ,  y  — r  =: 
íí=^  ^  lo  que  manifiesta  que  BHrzzr  ha  de  caer 

al  otro  lado  del  punto  B.  Ast  como  H  se  ha  toma« 
do  entte  B  y  A  ^  deberá  tomarse  del  otro  lado  del 
punto  B  en  la  misma  linea  AB  prolongada  9  confor- 
me lo'  dice  la  figura  donde  BH  ==:  ±1:1^  Desde  aa 
el  punto  H  se  tirará  la  taqgente  HD  ^  por  los  puntos 
AyDU  ADC  y  se  tirará  últiiúameotQ  la  BC  ^y  las 

Ma  1¡- 
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fí¿.  liapas.DJET,  'AB'Strin  paralelas. 

.  :  .297  Hemos  seguido  para  resolver  la  cuestión  un 
camino  largo ,  y  acaso  fastidioso  para  muchos  lee- 
•coimes.  Con  esto  echarán  de  ver  los  principiantes  que 
jno  todos  los  rumbos  que  se  toman  para  resolver  un 
problema  proporcionan  su  solución  y  ó  proporcionan 
desde  luego  k  mas  expedita.  A  veces  hace  el  ma- 
temático muchas  tentativas  infructuosas  ;  otras  ve- 
ces dá  varios  rodeos  que  no  arguyen  en  él  ni  mu- 
cha destreza  ni  mucho  tino.  Quando  los  medios  de 
que  se  ha  valido  no  han  de  salir  á  luz  ^  poco  le  imr 
porta  que  sean  los  que  fueren ;  pero  si  se  han  de 
publicar ,  tiene  que  buscar  otros  medios  donde  pue- 
da lucirse  su  sagacidad  y  expedición.  Hacemos  aquí 
ésta  advertencia  con  el  fíu  de  que  no  se  aburran  los 
principiantes  quando  tardan  en  resolver  una  cues- 
tión ,  ó  tardan  en  hallar  una  resolución  que  por  su 
brevedad  y  elegancia  los  dex^  mas  pagados  que  otras» 
En  las  obras  impresas  solo  se  hallan  las  resolucio- 
nes que  entre  otras  muchas  merecieron  la  preferen- 
cia á  sus  autores.  Por  este  motivo  tiene  gran  cuenta  á 
todo  hombre  que  desea  adelantar  en  esta  materia  ver 
.  resueltas,  y  resolver  por  sí  muchas  cuestiones  ,  y  coni- 
parar,  después  de  logrado  el  intento,  los  medios  de  que 
se  valió  con  los  que  halla  propuestos  en  las  cfbras  es- 
tampadas. 

298  Cuestión  9.  Dado  un  circulo  AEF ,  y  fuera 
4e  él  un  punto  B ,  desde  el  qual  se  tire  al  centro  la  recta 
CB ,  y  á  esta  la  perpendicular  BD ;  hallar  en  tsta  un 
punto  D ,  tal  y  que  si  desde  el  centro  se  tira  la  recta  CD^ 
tea  la  parte  interceptada  DE  zz  DB. 

ai.        Sea  el  radio  Cy4  =  r,  BAzi  a ,  BD  —  DE  =  xi 
será  CB  —  r+a ,  CD  zz  r+x.  El  ángulo  recto  en  B 

•  dá  (CD)^  =  {CByMPSf,  6  (r^xy  =  (r-ray+xx,  ó 
rr+2rx+xí:  zz  rr-*-2rfH-atfH-árjr,  ó  2rx  zz  2ra'¥aa  ,  de 
donde  s«  saca  la  siguiente  proporción  2r :  2r^a  iia^x. 

Su- 


Suministra  este  cálculo  una  construccioa  de  no  pp*  FiiS^ 
ca  elegancia.  Prolongúese  la  AC  hasta  que  encuentre 
la  circunferencia  en  F,  y  será  FA=  2rVi^5=2r-Hfe 
Luego  si  á  la  AB  se  le  levanta  la  perpendicular  AG  = 
AB  =-  a ,  y  se  tira  la  FG^^  esta  ^  jírolongada  ,  cortará 
la  .51?  en  el  puntó  pedido  i).  •  ^  -v  V  n 

Porque  los  triángulos  semejantes  dan  FA  */FB>n 
AG  t  BD  jó  2r :  2r-Htf  v.aix;  luego  si  se  tira  la  CDi 
será  DE ,  interceptada  entre  el  punro  D,  y  el  círculo 
igual  con  la  2>if.  -  i 

999  Queda  resuelta  la  cuestión  conforme  vienS 
propuesta;  pero  podría  venir  propuesta  en  térhiinotf 
mas  generales.  Supongamos  que  en  los  naismos  ^u«^ 
puestos  se  pida  un  punto  I>  ^  al  qual  tirando  la  CD^ 
haya  de  tener  la  BD  con  la  DE  la  razón  dada  de  ai  W# 

Ahora  será  í)5  =:  ^ ,  D£  =  -^ ,  y  CÚ)=z  r-4r  ^i 
lo  que  dará  esta  equacion  {r^^  ■t')*=^(^T*"^)'^ 
XX  j  de  la  qual  se  sacará,   .  •  •  .  .  .  í-.  •  -i 

^ :—  ;t:   I.     ■líiinljínn  jii     j I  I  ■■    jii  m         j    „  I 


Ya  se  ye  que  d^e  aquí  se  podna  sacar  la  cortstrqccion,  v  ^ 
pero  saldría  muy  complicada  .^^y  para  que  saíga  mas  * 
el^ante  hemos  de.  s^^uir  otrp  ru[xn)o. 
1.  300    Sea  la  lin«ji  CED  la  ^e  resuelve  la  cuestiooj;  S3, 
tírese  el  radío  CÚ  patríelo. á  M]^\  y  á. aquel  íiresjf 
por  el  punto  í¡  la  perpendicular  i  FÉG^yU  P^ra? 
lela  EH.  Hágase  CB  =  FG  =a  ,  el  ra¿ó  :^ryFB 
=  EH  =  X.  y  EF^y^  lo  que  dará  EG  =  HC=a--^. 
JTa  que  CÍBi  !/<7?,  •:  ^:?  •  t^J^  í  tambíé»  a— j^ ;  x ::  a  f 

asilos  órlángulos'^m^asitj^ ^'C£G  S' JPJSl^ise  «acá 
CG  :  CEt.DFí1>E'^  lutego  jc  :  f^r^^^f  ©¿±^;¿^í 


i82  P^RINCJTIOS 

?«•  Peto  por  la  cuestión  BD:  DÉ  ::  am^  luego  ^: 
¿^::  d :  n  ^  6  ax  :  r:j^ ::  a  :  n  ^  X  :y:.:r  :  n. 

Por;inedio  de  esta  •  analogía  setia  fácil  eliminaf 
una  ;d^  las  ipcágnítfis  j»  pues  l¥iy<  -  estotra  equacioa 
(CEy  =  (CH  y+(EHy  ^órr:^  (A^yy-^xx ;  pero 
4e«  aquí  se;  originaría  una  equacion  de  segundo  gra« 
fio ,  algo  mas  dificultosa  de;  construir ;  busquemos^ 
pues ,  otra  que  no  tenga  este  inconveniente.  Por  la 
analogía ,  BFi  FE  lur  m  i  por  consiguiente  tírese 
^  por  el  *ptinto  *  O  la  OM  paralela  á  CB ,  de  modo  que 
8eai-ff^=rj  córtese  en  ella  la  MN^^  n^y  tírese 
h  BNk  Tírese  por  el  punto  que  se  quiera  de  la  rec* 
ta  BI\Í  una  perpendicular  á  BM ,  la  QP  v.  gr.  y  se- 
rá JSP :  PQ  ::  r  :ni  luego  no  podrá  menos  de  estar 
el  punto  .J? '  en  la  linea  B^  ;^  pero  el  mismo  punto 
ba  de  estar  precisamente  etí  la  circunferencia  del 
círculo ;  será^por  consiguiente  el  punto  de  intersección 
^ela.liiiea  jff/ST  y  .d?l  círgulo.  Luego  ü  por  JB,  intersec- 
ción del  círculo  y  de  la  recta  BN^  se  tira  la  CED^  es* 
la  será  la  línea  pedida.  .    -  :  -r        .    . 

-  301- — Puyémonos  uñ  -rato-  á-eomiderar^tájoonsíi» 
truccion.  Tiremos  por-ek  punto  B  la  tangente  jffAi 
la  qual ,  prolongada  ,  cortará  en  L  l2(  MO ;  será  BjB^ 
23,=:  •/(íi¿¿-^rr)  i  como  'es  patente  con- tirar  er  radio 
CK  Fuera  de  esto  ,  \a&  triángúloS^  Semejantes  BKC^ 
LBM  dan  KC :  KB  ::  MBx  ML  j  pero  KC=  MB^ 
luego  Hi'L  í£=  KS:i=i:y(aa—rr)}  Pói:  c^onsigüiehte ,  ú 
h^'1/(^aár-^/)  ^la  linea  BN  pasa  á  str'^BL  ^  y  toca 
^1  circulo  5  y  no  admite  el  probfema  mas  ique  una  re^ 
solución.' 

Si  n  fuese  menor  que  y'(flw-^-rr).^  Á)mo  la  M2N¡, 
la  recta  B2N'  no  encuentra  '  el  circírfb ,  y  todas  las 
resoluciones  serán  imagteatks;  Si  ^'ái^se.  mayor  que 
y<«í-rfOí  í^erp  tn^üpr^quei  ki  9  como  kiiulfiV^ihar 
brá  dos  iq^rsecciones  entre  los  puntos  A^O^  y  por 
•""*.'  lo 


vowo  la  ñÉOii^  CQÍQcido  (^e  casid  con  el  de  la  pri^ 
mer  solución ,  la  prbporcioD  es  aquí  la  de  igualdad^ 
y  ademas  del  punto  que  di  la  primer  solución  ,  haj 
otro  punto  p  tal  ^  que  la.  CO  ,que  ppr .  él  se  tira  es . .?  c 
«finita  5  sin.  oomikrik:  coii;  U\ÍMftvPOf  <!uyo  oiQtíT 
vo  las  lineas,  que  han  de^ser  iguales  j  soo  iaÍHU<^ 
-Uitiqíuimenfó  di  ;r  e^  mayor  qué\A^^  como  JM^N  ^  se 
tirará  la  ^^ZN^  ^  qual  cortará  el  circulo  .1.^  entre 
los  pantos  A^  O,  cuya  imersecd(3n  dará  una  sor 
lucion  de  la  cuesti0ñ  semejante.. á.laA)»cimei:a.  2.""  £n,i^ 
mas  allá  de  los  apuntos  A^  O.  '.Desde-/:  s^jtirará  por 
(ii  ctmra  O-  la  recta  JG  ^  la  i}ualicoñCumr4 .9  ;pror 
ioiigada,  <?Qn^  teí üJiíifin  j/i^  .En  .estt  caso  se  veri^ 
fica  igpalmente  que.i?i£  :  RI ::  BC:  MiNr.i  a  :  n^ 
aunqae  soq  negativas  las  expresiones  de  la&  cectas^ 
^ues  soíi  ^^  y  ^  yY  a^í  y  eS  mayor  quc^<í#     ¡ 

302  £1  que  considerare  atentamente  esta  ^nalysj^ 
jec^rá.4«  vef  ^|i!Sj^;p)uy  .dilatada  j  porque  no  es 
preciso  que  el  ángulo;  MBC  sea  recto ;  basta  con  que  23, 
Jas  rectas  4^0 ,  FG ,  PQ  se  hagan  paralelas  á  la  uSC^ 
¿Reparará  taai)>íw  el  artlBcio  con  quq  medíantje  ik 
intersección  d^vposulp  .(pq ,  qn^  recta  se  k^  Ij^c^ 
cá  una  coQStrucQÍ(inLm^y.  ^jTqill^,  cpsa  &cii^ 
seguir  siempre  que  en  la  cuestión  hay  entre  los  da« 
-tos  algún  círculo.  Nuestro  fín  principal  al  seguir 
«Sfift^  camino  ha  sido  manifestar  los  artificios  del 
aoaiysis ;  porqi;!^  los  tiérminos  d^  la  cuestioipi  no  ^ue;- 
len  dar  á  conocer  desde  luego  ePméto4omf(s  ^eur 

«llO.<í  '      •    í-     ■:.-t    '   /    .      .,    ,.j     ;     •    ,  ..    p,[.  .    ':/  '    ' 

;  ^.3Q3 .  Añadirémps^  otro  mo4o  de  resolver  la  mispaa 
^jestipn.  Tírese  por  el  centip  C  ia  COR  paralela  á  U  24» 
BD  i  córtese  la  CR  de  mo^o.que  CO vCRii  Dfl  iVB: 
Y  tíresela  jS/2.  Por/el  punto  ^.,  4onde  esta  forta  ^ 
1xtui<¡b$Jiími^CE¿>^Ast9  di^ermiqaí?  ei  nuq»  D^ 

M4  '^      for- 


484  >  PRIN'CIlPIOSr. 

Síg.  Porque  los  triáti^os  sbmejacites  C£R  yJBüEZXcdañ 
DE  :  DB ::  CE^CO  :CR ^  cuya  última  tezon^es to 
que  ha  de  haber  entre  DE  y  DB.  i 

304    Cuestión  10.  Trazar  sobre  la  U^  un  trián-^ 
95.  guio  ACB  tal  9  que  defpues  del  tirada  la  perpendicular 
CD ,  las  lineas  AB  V  ^  9  BG  ,  CD  sean  continuo  pro* 
f&rcimales.    ■     •••''.•    •  •  •'    '.i-;!  ,-.   •   -  r-    w. 

Sea  la  recta  ^B  =t  n ,  ^D  «t  jt,  BD.=  y  ^  por 
manera  que  sea  a  =  x-^y^  y  finalmente  'DC=z ,  á 
fin  dé  que  sea  AC  =  V (xx-f-») ,  \BC  =  V(3y+-«:)* 
l>or  la  cuestión  ABzAC ::  CBzCD^  óx^y:V(xx^zx) 
í:  yCjy-»-««)  :  IK ;  qüádrando,  xx-hQ^-^yy  i  xxrhzz  a 
yy^zz  :  a?f}  dividiendp  2jjy-t-3y~«ií :  ;ca:-h»8 ::  j{y :  z«, 
alternando  y  dividiendo  á  un  tiempo  2xyi^Z9^ :  ,|¡^  t: 
^x  :  KZ  ^  de  donde  se  saca  la  «guíente  equacioioi 
as^zz — z^  =  xy ,  ó  «♦— -ajjyaaH-xy  =  o  ,  y  sacando 
la  raiz  .9  zz--^^ ^q^  6  zz^ix^  s^.  Luego  2>C:es  media 
proporcional  entre  AD  y  Í^Z) ,  y  por  consiguiente  d 
'ángulo -áCfi  es  recto.  •■  i-  .  j  !.i  -:. 
Con  mas  brevedad  todavía  puede  probase -que  el 
•  -  ángulo  jICB  es  recto.  Porque  la  proporción  de  antes 
tlá  AB  X  CD  =  AC%  BCi  pero^fe  área  del  trián- 
^ió  es  tnitad  del  rectángula  ./^  M^CDi  Luego  la 
*misma  es  la  riiitad  derréctángutó^  i^x  BC  ^  cuyk 
Igualdad  no  puede  verificarse  á  no  ser  fecto  el  ángulo 

ACB.  ;  .. 

*  305  Esto  demostrado ,  la  cuestión  propuesta  se  re- 
duce á  estotra.  Trazar  sobre  la  bypotenúsaAB  un^tPiéfh 
'guió  f^ctángulo  ciiyos  lados  AB  ,  AC  ^  BC  sean  continuo 
^opó^cionáles.  '     - 

Sí  llamamos  las  líneas  con  las  mismas  letras ')qbe 
antes,  será'íi':  VX^x^zz)i:  y(irj:'^jé¿)' :'i^(jjy4^g;5)i 
'7  y  substituyendo  .ry  en  lugar  de  ««,y  íi  en  lugar  dé 
•r-f^y ,  y  partiéndolo  todo  por  Va  ,  tendremos?  Vtf: 
yx  ::  Vx  :  Vjf ,  ó'ii  :  i  ::  x  :'y.  'Luego  AD'-  ha^dé-sér 
media'  pf ópojícíobal  entré-  -AB  y^  B&  i  ^ujef ^ '  idtedr 
h  - ^  que 
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qoe  la  AB  se  ha  dé  pdxút  en  áiedia  y  extrema  razón.    ^^S* 

De quí  se.infiere.  la  Siguiente. 

i;  ;  Cbitf/fzirdrá.  Después  ik  trazar. un  MI1Ü 

bre  el  diáaíietro  AB ,  pártasele  en  D  en  media  y  extrer 

ma  razón ;  levántese  en  1>  la  perpendicular  JDC,  la  qual     ^ 

cortará  en  Cía  circunferencia  dd  circulo  ACB ;  tiranr 

do  últíix^ent& las  lineas^^C^  íSC,  el  triángulo^ C^ 

será  el  que  se  ptdew  . 

En  estaresolucionr  nos  hemos  válido  de  dos  actifi^ 
cios.  Desde  luego  de  una  condicioa  del  pitohlema  hemos 
demostrado  la  propiedad  de  trazar  el  círculo,  medíaní- 
te  lo  qual  hemos  reducido  la  cuestión  á  otia  mas  sen* 
dlia;  después  hemos  reducido  esta  misma  á  otra  cuya 
resolución  es  y¿  conocida. 

306  '  Cuestioa  li«  Trazar  un  circulo  que, pase  par 
dos  puntas  dados  A  yh^  y  toque  otro  circulo  dado^  Oiyo 
cetara  esC.  :  *  ,  ^  . 

Desde  el  uno  de  los  dos  puntos  al  otro  tírese  la  26, 
rjíB  V  y  pártaseb  por  medio  con  la  perpendicular 
DJS  i  no  hay  duda  que  en  ésta,  perpendicular  ha  de 
estar  el  centro  d^l  círculo.  Sea  este  ceptro  el  pun«    * 
<a  F^  desde  el  qual  tírese  la  FB  ,  y  la  JFC,  la  qual 
cortará  en  6  5^  punto  de  contacto  ,  la  circunferencia 
dd.  círculo  dado ;  luego  =  FB  =  FG.  Desde  el  centro 
:C  tíresela  la  PE  U/  perpendicular  CE^  y  hágase 
FE^x^  FB=FG  =  y  ^DB  =  a^  ERc=zb^  CE 
rír  V ,  y  el  radio  dado  =  r.  Los  triángulos  rectángu- 
los FDB ,  FEC  dan  estas  jdos  equaciones  yy  ^  bb 
— 2¿a?-fiirH-^w  y  rr^^^ry^yy  =z  cc-^xx  ;  si  restamos  la 
primera  de  la  segunda ,  saldrá  rr+2fy  =  cc--b¿h^ 
^-^2bxy6  2ryz-  2b  x.(íí=:íí^'?:=?^'  h-  ^)5 

luego ar:  2bhr\hy.  ''^^^^^^TilL^^xXy-^sistQQf^ 
ta  la  EHz=i  'irr^ifriz  ^  seráF/í  =  fíziÍLgfí:^ 
•^  X ,  cuya  linea  llamaremos  z.  .     ^  .  .    ^, 

s     .  >^        Con 
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'l?ig.  307  Con  esto .  queda  madad^t  la  cuestión  en  esu¡H 
tra.  Dado  un  circulo  cuyo  centrú^es  C^y  dado  eJpuaio.H 
M  ¡a  DH  j  twofJa  CF.^  ^modo  qüeHF :  FG ::  r :  b 
ii  r:  ED*    ^^  r.  /  -..  .    •   /    . 

26..  Para  construir  esta  cuestión  que  por.  la  de  an« 
•tes  (303)  se  constraje  fácilmente ,  tómese  la  Hí  ter- 
'cera  proporcional  á  las.  ¿^/^^:xkése  la  iC,  y  á  esta 
la  paralela  HG  ;  será  G  el  punto  que  se  busca.  Porque 
•despoesi'de'  tirada  ia  CGF  y  losi  triángulos  semejantes 
¡FGH^FCldArkd  FHtFOzíHIzVG  :==  r,  ó  ::  r  :  ^4 
-Luego  el  círculo ,  cuyo  centro  es  F.,  y  el  radio  FG  to- 
<^  el  círculo  dado ,  y  pasa  por  ios  puntos  AjB.  El 
jotto  pumo^  donde  la  //Gcdnftaia  circunferencia.,  ma^ 
nifiesta  que  la  cuestión  admite  dos  soluciones.  Por  lo 
^ufie;  si  se' tira 'la  gCf^^  se.  hallará  el  centro/"  dd  /otro 
círculo ,  en  el  qual  concurren;  lás^  mismas  ctrcunstanr 
cias  i  pero  en  el  primer  caso  el  contacto  de  los  círculos 

.♦      :es  exterior  é  interior  en  el  últimos  .    .      s 

308    (^uestion  la.  Sahre  las  dos  partes  de  tina 

'tectá  CA  ia  mayor  ^  CB  ^¡a  menor  se  construyen  dos 

2'¡^.-tr$ánguhs  equiláteros  AEC  y  CFB;  se  tira  después  la 

/FE queóorie  en-  D  la  AB  prolongada  ^y  se  traia  idr 

itimamente  desde  el  centro  D  y  el  radio  DC  el  circüh 

CM;  bailar  en  su  circunferencia  el  puntoMtal ,.  que  si 

por  él  se  tiran  las  rectas  MA^i  MB^  séaiAC :  BC  :: 

.    MA:MB.  •  y  ^ 

Busquemos  primero  el\  yalor  del  radio  DC.  Los 
^triángulos  semejantes  P^iS,  DCF  dan  AR  :  CF  6 
AC:  CB  ::  AD :  CDi  luego  dividiendo  AOr^CB  : 
CB ::  ACx  CD  ,  y  por  letras  a^b  ib  11  a :. radio  CD 
izz.  j^  5  porque  llamamos  CAziz^  a:^  CB.^  M  Hága- 
se ahora  la  MP  perpendicular  á  lijtB:^  y  CP 
zzzx^PMrny^  Por  la  equacíon  del  círculo  es  ~^x 
—  xx=:yy  jY  por  los  triángulos  rectángulos  es 

AM 
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AM^  VC(tf+^>-t«y].  MB  =  i/líh-xf-^y],  luego  Fíg. 
por  la  cuestión  a  :  hv.  y[{ar\-xy^yyy.V\ÍJ>—xY'^y\ 
6  d"  ib^  :í  (a-Hár)*-+-j{y:(¿^— jf)»-4;y%  y  después  de  qua- 
drar  los  binomios  ,  y  desubstimir  el  valor  de  y  sa- 
cado de  la  equacion  del  círculo ,'  sale  a^  :  h^  ::  aa 
-H  2  ax-i-xx :  hb —  2  ¿jttKjpx  : :  ¿lan-  ^  :  ¿¿-+-^^, 
y  alternando  y  dividiendo  a* :  ¿^  ::  ** :  ^^  ^  6 

a — b  :  X  ::  a — b  :  x  ,  cuya  proporción  ,  por  ser 
necesaria,  manifiesta  que  lo  propuesto  no  es  una  cues- 
tión ,  sino  un  teorema  ,  y  que  en  qualquíera  pane  que 
se  señale  el  punto  Mj  siempre  será  AC :  BC ::  AM : 
BM.  Demostraremos  fácilmente  que  esta  es  propiedad 
del  círculo  trazado. 

309  Gon  este  fin  tiraremos  las  MC ,  MD.  Ya  que 
AEiCFó  AC:BC::AD:  CD ^  y  por  otra  par- 
te CE :  BF  <>.AC:  BCiiCDiBDy  será  ÁD  :  CD 
::  CD:  DB  ¡  pero  CD—  DM^  lu?go  AD  :  DM;z 
DMz  BDi  Lu^go  los  triángi}lo$  ADM j^  Í)MB  que 
tienen. común. ^I  ángufo  2),  ^  y  proporcionales  su$  27. 
lados ,  son  por  lo  mismo  semejantes ,  y  el  ángu- 
lo AMD  =  MBD.  Pero  MBD  =  BMC^BCM^ 
luego  también  AMD  =  BMC+  BCM.  Como  BCM  - 
=  CMD^  por  ser  isósceles  el  triángulo  DCM^'S^vf. 
AMD—CMD  =  BMC:  esto  es  AMC  =  BMC^  lúe- 
go  la  recta  MC  parte  por  medio  el  ángulo  M  del 
triángulo  ./Uf£  i  y  y^  que  los  segmentos  de  la  base 
han  de  ser  proporcionales  á  los  lados  ,  strk^AC :  BC :: 
AM:BM. 

,   310    £st3  propiedad  del  círculo  sumioí^^  mc^ 
dos    de  resolver  cop  elegancia   muchas   cuestiones 
que  suelen  proponerse^  y  daréiik»  un  éxemplo.  Su^  sSé. 
pangamos  que  dafUts  como  antes  las  lineas  AC ,  CB, 
y  otra  linea  cualquiera  BH,  se  bqya  de  señalar  eti^ 

ella 
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Fig.  elJa  el  punto  H  tal ,  que  si  desde  dicho-punto  se  ti^ 
ron  las  rectas  HA,  HB  tenga, una  con  otra  la  ran- 
zón de  AC  :CB^  ó  que  en  él  se  forme  eLángulo  AHC 
=  BHC. 

Determinaremos  primero ,  como  antes  ^  el  ceií- 
tro.  D  del  circulo ,  y  los  puntos  donde  la  circunfe- 
rencia trazada  con  el  radio  CD  corte  la  HH  re- 
98.  solverán  la  cuestión.  Por  el  mismo  método  y  con 
Igual  Étcílidad.  se  resolverá  estotro  problenia*  Da^ 
das  tres  lineas  AC  ,  CB ,  BG  sobre  mfi  misma  rec-^ 
ta ,  hallar  un  punto  desde  el  qual  todas  se  vean  por 
2g.un  mismo  ángulo.  Sobre  las  rectas  j4C  ,  CB  ,  BG  trá^ 
cense  acia  un  mismo  lado  tres  triángulos  equiiáte^ 
ros ,  la  linea  tirada  desde  el  punto  E  al  punto  F 
determina  el  punto  2>  ,  y  la  que  se  tire  desde  el  pun-* 
to  L  al  punto  F  determina  el  punco  K.  Desde  ios 
centros  Z?,  iST,  y  con  los  radios  DC^  KÉ  trácense  dos 
círculos ,  los  quales  se  cortarán  en  H ;  este  será  él 
punto  pedido.  Si  acaso  los  círculos  no  se  tocasen  y  la 
Cuestión  sería  imposible. 

•     311    Cuestión  13.  Construir  sobre  la  base  BC  un 
triángulo  isósceles  ^  cuyo  ángulo  del  vértice  A  sea  la  mi^ 
tad  del  ángulo  de  la  base. 
_  Pártase  por  medió  el  uno  de  los  ángulos  de  la 

•30.  base  del  triángulo  \/f5C ,  v.  gr.  C  con  la  linea  CD^ 
mediante  lo  ^ual  los  tres  ángulo^  yf,  BC3>  \  jfCD 
serán  iguales,  y  el  triángulo  .^J? 'sferá  Isemejanie 
al  triángulo  CDB.  Si  llamamos  JÍC  ^  ^Bz=,  x ,  BC 
=:  a ,  tendremos  x  :  ar.a:  BD  =z  ^  ^  pero  dA 
=  CDziz  BCz=i  a  ,  luego  B^  =  ^^az=Xy 
y  por'  consigüíeme  xx—ax  =z  áa  ,  cuya  eqüacion 
dá  x=:j-  =+=  i/(aa^^).  Los  dos  signos  dcz 
manifiestan  que  la  equadon  tiene  dos  raices ,  vamos  i 
enseñar  como  se  hallan  ambas  geoo^étricamente. 

Le- 
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313  Levántese  en  B  la  iB5=:  Y  per'ipendicnlár  ^^S- 
Á  la  base,  tírese  la  C£=y'(aí|.-+r.^)5  si  á  esta  5^ 
añade  EF  ==  -f- ,  y  se  resta  J5/  =  -f  serán  Cf 
b:  ^  1+.  y/{aa^^  )  ,  C/  =,  ^  —  v/(^«-h-  ^), 
^  dos  raices  de  la  equadon  y  positiva  la.  una  ,  ^  la 
4tra  negativa.  .     . 

No  porque  las  dos  se  sacan  de  un  mismo  cálculo 
debe  creerse  que  ambas  .resuelven  la  cuestión ,  pues 
no  hay  mas  raiz  útil  que  la  ^positiva  CF.  Porque 
como  en  estt  supuesto  el  lado  C^  zz:  CF  =:  -i  •+? 
V(aa  -H  — ).,  es  mayor  que^^  =:  BCrrr  DC  =: 
DA ,  será  el  ángulo  ACB  =  ABC=:  BDC  z=z  A 
"^DCA  ,  y  el  ángulo  A:=z  DCA  5  luego  el  án- 
gulo ACB  será  duplo  del  ángulo  A.  Pero  en  el 
otro  caso  ,  coaio -^ — ^(^^."^V"}..^^  menor 
que  a  ,  quiera  decir '.el  UdoB^  menor  que  BC  = 
Cí)  9  el  punto  2>  caerá  forzosamente  mas  allá  de  ^  31^ 
sobre  el  lado  BA  prolongado,,  el  qual  quedari  de-> 
terminado  con  aplieai;  CB  ::^  DC  ^  y  los  triángulos 
ACD.^.  BCD  ^e^ánequilátnps  ;]uegp  iguales  los  áa« 
galos  By  D,  ACJS.  Pero  el  árjgulo  DCA  6  DAC  es 
igual  á  los  dos  junios  B^  ACB »  y  el  ángulo  pAB 
es  igual  á  los  dos  juntqs  D  y  DCA;  luego  CAB  c:^ 
B-^D-^-ACB^  ó  lo  que  es  Ip  mismo  ,  el  ángulo  del 
vértice  CAB  del  triángulp  vale  por  tres»  del  ángulo  d^ 
la  base.  Luego  ra  Jugar  de  la  cuestión  propuesta  hep:>o$ 
resuelto  dos,  .     :.-. 

313  Para  manifestar  de  donde  esto  nace  ,  quíerp 
.decír;^  por  que  de  las  dos  raíces  la  una  ^isface  á  la 
primer  cuestión  9  y  la  otra  á  la  segunda  muy  dife- 
rente, conviene  reparar,  el  rumbo  que  nos  ha  enca- 
minado 4  la  equacioor  Hqgiqsf  hecho  éd  ángulo  J?CD 

igual 
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Fig«  %ual  Coa  Bj4C^  de  dopde  se  infiere  la  igualdad  de 
las  lineas  £C  ,  CD ,  Dyí ,  peculiares  á  ambas  cues- 
tiones. Después  liemos  dicho  ser  ABzBCz:  BC:  BD\ 
cuya  segunda  analogía  también  pertenece  á  la  s^im- 
da  cuestión.  Por  lo  que ,  como  BD  en  el  primer  caso 
es  X — a^  y  en  el  otro  es  x-^a ,  la  equacion  del  primer 
problema  será  xx^^ax^aa^  la  del  segundo  a:a:4-^=if<is 
por  manera  que  si  en  esta  se  toma  x  negativa ,  será 
xx--^ax  =  aa^  idéntica  con  la  primera.  Por  consiguien- 
te, como  todo  esto  se  verifica  en  la  primer  cuestión,  na 
es  de  estrañar  que  de  una  misma  equacion  se  saque  la 
resolución  de  ambas  xruestiones. 
...314  Con  la  mira  de  dar  mejor  á  conocer  á  los 
jpriacipiantes  que  cosa  significa  la  varie'dad  de  las  rai* 
ees  ,  y  ensenarles  como  por  caminos  diferentes  pueden 
ll^ar  á  la  resolución  dé  un  mismo  problema ,  añadiré 
aquí  otro  cálculo ,  el  qual  con  unos  mismos  términos 
se  refiere  á  dos  triángulos  equiláteros  uno  cóá  otro, 
que  en  eí  utio  el  ángulo  dcfl  vértice  es  duplo  del  ángulo 
de  la  base  ^  y  en^eíotro^cft  ángulo  del  vértice  es  triplo 
del  ángulo  de  la  base. 

Sea  ABC  el  triángulo  pedido ,  la  base  BC  =  a^ 
el  lado  BA^:=ixi  tírense  Las  rectas  -^Af,  AN^  de 

32.  modo  que  los  ángulos  MAB  ^  NAC  sean  cada  uno 

33.  igual  al  ángulo  SAC^  y  prolongúense  las  'mismas 
lineak  hasta  que  concurran  con  la  SC  en  los  puntos 

^  D,  E.  Es  cierto  que  los  triángulos  ABD ,  ACE  se- 
irán  isósceles  ,  luego  AB  ^  BD  ^  AC ^CE  :sz  x.  A 
mas  de  csto^  los  triángulos  EAB ,  ABC  son  semejan- 
J  C^;  lu^o  CB  f  BA ::  BA:  BE ,  y ,  por  letras ,  en  el 
primer  triángulo  a:x:t  x  :  a-^x  ,  que  dá aa-^ax  =  xx^ 
y  en  el  otro  triángulo ¿i :  x ::  x:a — ^r,qué  dá  aa — üx^xx^ 
de  cuyas  equaciones  la  una  se  transforma  en  la  otra 
con  tomar  x  negativa* 

315    Ambos  triángulos  parten  la  circunferencia  en 
cinco  partes.  Porque  si  en  cada  círculo  se  inscribe 

el 
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el  triángulo  ABC  ;  cuyo  ánguto  ^  sea  la  mitad  de  cá«  fig* 
da  uno  de  los  ángulos  B  ^C^el  arco  BC  serí  la  quin- 
ta parte  de  la  circunferencia  ,  y  cada  uno  de  los  arcos 
yíB^  ./ft7dos<]mmas^partes*  P^o  sise  iescribe'  et  trian» 
•gidb  ADE  ^  cuyo  ángulo  jÍ  sea  tripla  de  cada  uno  de 
los  ángulos  D}^  B^  cad*  arco  JÍD  5  AE  será  la  qisihtii 
parte  de  la  circunferencia  ^  y  el  arco  DBCB  tendrá  las 
tres  quintas  partes. 

.Xonsidtr00Qnfs  ac^cade  ias^  Imtas 
trigQi^ométrieasx  ,  >  v    -    r 

316  Supongamos  que  el  ángulo  ACB  crece  7 
llega  á.  ser  v.  gn  ACF  i  el  seno  jFG  ,  la  )taj|gqnte  /í^  3^;. 
la  secante  Cl  serán  n)9y9resi,  dé  jp  que  eraxi  r^^ay^- 
to  del  ángulo  AQB ,,qqanclo  pqp:  I9  cpqtcarioel  G93e- 
Tpo  CG ,  la  contai^ente  ;j^^  £  ia  co^^B^a^eC^STlneor 
guan^; 

317  Si  el  áqguio  crece  basta.  90^,  se  echa  de  ver, 
con  dar  una  mirada*  i  la  fígur^  ,  ^uis  el  ^qq  y  la  coser 
cante  son  entonces  iguale^  al  ratjji^.y.con  el  qi^  se  eúíkr 
funden;  que  el  coseno  y  la  cotai^gi^te  se  |:igdu(^eD  á  Cft- 
ro  9  finalmente  que  la  tangente^  la  secante  son  infini- 
tas ^  porque  siendo  entonces  paralelas  una  á  otra^  ya 
no  se  pueden  encontrar.   '   •.     ^^   '^^^-^ 

318  Si  el  ángulo  prosigue  creciendo  hasta  ser  ob^- 
tuso  como  ACM^^  lásr  liüfeas^tr^difteftrfeas  úe^JfCM 
son  ln(Mspens¿ibteménte  1^  dis^Sdsu^éraentd 
drcunstancía  dénMSti^ii  Srá-  %á  <>Iá;  THgOáometríáC 
Verdad  .és.qaeesto^Já:  motivd  i  casos  dudosos,  ea 
los  quales  no  es  posible  discernir  por  sola.Trigono^ 
neiria;  ^tí  mi  ¿  sttíú  -  dado  46  una  cosecante  corres- 
ponde 4  tit^L  árígtiió  agiido^'d  4  su  suplemento.  Feró 
tía  se  tcopittaí ^dni^  esM '  itíeonveniénté  respecto  de  la» 
demás  lineas  trigonomémcas ,  dtatingúieiMlo  ^iifir 

no 


J?^.  no  negativo  las  que  .ctorreipsmdea  ál  ¿ogülo^jobtii^ 
.319  Y  de  hecho,  si  .admitimos -que  el  coseno  dbl 
.á/}gulo  obtuso  JÍCM  ^-ea  el  coseno  •  CN .  de '  su  suple- 
^^iKo.ACi'f  ^  es.  de  jr^i^carique  >iKWQ^ 
jgo^gua '  ^  continuo.  Á  Vmoáiiainqiiie;  el^  áráa^  prÍ£DH 
,tí»v0r;^5.>jQrécSe.  ,  .)^jñaú¿Mq(t  f^  ^ceco  antes 
.4eípro8QgHrc.'íttis>^ii  ídel  ctbtxOiWMdkttQibnCJ^. 
Luego  el  coseno  de  un  arco  obfus^MffS^  negativo  -^uy 
lo  es  también  la  cotangente  9  la  qual   en  nuestro 

sñ§Agfk  (?i•^-ZOi^>SáBeí^^á*  (?^^í|>Jfc^>\^tíft-^o- 
sen  =:  -^  ,  y'O0V3Í::^\,<lü^g;^  quandael  co- 
seno ,  y  la  cotangente  son  negativas  ,  las  secantes  y 
ta^tángentes  sotí  también  negativas ;  pues  el  radio  es 

:.y  ¿ha  cantidad  feal,  cuyo  quadrado  nunca  puede  ser  ne- 
-g^tivó.'  lUibgóf  74  fungente  y  la  sééUnté  del  ángulo  ob^ 
-tuso  sortiiégatHfas!  Pero  qüátído 'h*1  ángulo  llegó  i 
^{3 17)  liaron  'á  «cúr  áiififtitáS  •;-  lüeg*  las  cantidades 
que ,  al  variar  ,  pMan  por  el  infinito  ^  se  mudan  dé  pO'- 

Q^.  rSit/Tfas  en  negativas  ^^  al  revés  ^"lo  mismo  que  quando 
-pasan  'pot  PéTo.  ^Lút^cr  la  cosecante  y  el  seno  del  ángulo 
-úbtusir^'^^  fió  pasan  n^fof'  cero  ni  por  el  infinito  j  pro^ 
-slgu0n  séeUdó  positivas:     »'••', 

Así  lá  cosQc^te  Cp  del  ángulo  obtuso  ACM  ei 
positiva  i  su  secante  CS  y  su  tapgeate  J^  son  nega- 

jtlVaS^     >    ^     ,;;fj     r*j.ií}Í''«  \" :»   *i     ' 

3^o^;.SoIofa9ftin?ifar,la.figura  3e^ptírc)>e^.en  virtud 
el?  lo  dÍ9Íío,,  quftjiSifjftlifrcftácMicp, hasta  •íSq'*  ;,.el  sena 
y  la  tangente  Jleggn  ^^e^^fíuk)*}.  J2k<!0títpge«tf¡i.y  la  co* 
jSiecante  ,  infink^^i  ^  eof^ioo  y  la.  «ecaate ,  iguales  ál 
radio.  .  .'•.',...  ;  —''••.*' 
.321  .fia.lasc^iopeiragíooe^  de  AstronamíauhiaKrQÓ^tQti»-. 
cho  papel  Iqs  9r<?o^  de«lef,o?,hiasta  i^.  \i  y.pdr  cbooít 
guíente  las  lineas  tng9QQn:](0(ri^j4^$e8Qí»qoy^ifltiiwi 
quadrant€Sfi^.jCÍí:«Htei;  .  ?..:.a/.íT:oao%''iJ  ^i/Jiál  ^.mc^x^ 

:  "  Omi- 


.  .  Omhtrémos  lO' que^  coTKspaade  á<  te  .aecante  y^Fíg.' 
á  la  cosecante;  pero  prosiguiendo  las  consideracio- 
nes de  antes  (319)  9  sacaremos  que  desde  180^  has-^ 
ta  270%  los  i  senos  y  cosenos^  sop  .negativos  yh  tan-^ 
gente  y  cotangente  positivas.  Un  arco  que  pasa  de 
i^%  ^Aíisfrry,7tíi^rti«»  por  «w 
coseno  ,  EP^  por  tangente  ,  TX  por  cotangente. 

.332  Quando,-el  ateo  es  ele  ^70^  cables ,  el  seqo 
es  igual  al  radio ,  la  tangente  es  iníínica ,  el  coseno 
y 'la  cotangente  v€on«  cero.    *  ^^     v  ^    '**   í  ,i 

¡323    Luego  en  el  liltuno  quadrante  del  círculp^ 
quiero  decir ,  quañdo  el  arco  ,  v.  gr.  ^LRXT^  co^ 
gé  mas*  de  -fres  t^adfalites  de  cfrcdR^V  ^1  coseno  e^  35» 
positivxi  (31(9^  ^^  a^no.,  la  tangente  y  la  cotangenir 
te  son  negativas.  ,        ,  -    . 

[324*"  Finalmente  ,  'l^üarido  éí'  átcóf  Ite^  á  36of\ 
TUelve-al  pumo  dcoMb  ^«pcipié,  y  desde  el  qu^ 
sé  empezaron  á  contar,  sus ,  ^r^dos ;  f^  «enp  .^  ,J[artaiÜ«' 
geiite  son  nulas,  el  cdseno  igual'al  radiÓ^,  y  la  tan- 
gente «finita.--  ^>  —  •  J  i  '  • 
325  ^  La  \s¡B^2L  si^sote^es  ijarest^^p^;  ^e  jtpdp  lo 
dkho ,  y  muy  socorrida  para  los  cálculos.  No  indiji^ 
ye  ía  cotai%OTte  ,  la"^ecafite  í  ni  fe  cosecante  ,  pp^ 
s^r  susL.signos4£espectiuamente>ioAt,ixifei)io^  <(3:xí9)l^1^Í 
lo^^de..|j».ijeipgeaífi,«u^^  seno.  La  ta^- 
bla  está  manifestando  en  que  casos  estas  últimas  li-- 
neas  son  c«ro ,  infinitas,  ó^ iguales  al  radio  ,^ci|ya 
éitpfesion 'ef  ^a*  untdaS. '  £r  dé  Vepaiíáír.,  que  ÍV  t(>r 
tarigetité  i  la'  secante  ^  y  ^lá  cosecante  ¿orr-irifinítáíj,! 
siempre  que  las  lineas  sus  correspo^dienbe^^^en  ra^dBí 
inversa  (f.  Trigotu^y  ¿sto  ei-,  lá  tangente ,  ^1  cóSéno 
y  el  seno,  son  cero.              ~  *í          ^  '     ^  ^*    ^'.   ,/ 

.v.,QM^i)4fO:9^Aal9fi^.s  unik.>>tttt4ia. igual  á  cero,  ó.. al 
iofíi)Ít(^  i.Íeid$ii:a93ios^.:el  s^ao  qw^  tfcúa  aaiá  det  Hev^ 
gar  á  este  término.  SQbresserJrwj(lilAdete«e«é^i.iai^ 
dagaj^nque  r jSÍg9Q  i$C}ia»sp9)»^..:e(i  (jte  :cas»i<l«ci¿|ua«  .nr^ 

'iSTom.!!.  N  ció- 
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Fig.  Clones  trígonométrioas  son  igualmente  verdaderas, 
múdense,  ó  no  se  muden  los  signos  en  el  punto 
donde  el  valor  es  infinito  ó  cero,  con  tal  que  en 
todos  los  casos  semgantes  se  siga  la  misma  regla. 
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326'    Si  hacemos  Jl  =]í  9  ^le  sen  30*  r;,!;  pero. 
cps*  30*z;'/l*— sen*  3á*=¿»i-^:t  =  i }  iuego  co&  3o* 

;  327    Por  ser K'zisen*  4S*-Kos* 45^=2  sen»  4S''=iy. 
también  será  «en  45^=  V^  =  ¿7* 

328    Cuestión.!.  l>iiiato  A^^  sékos y  cosenos  de  dos 

surcos ;  í^ü/^  J^/^>  sefic^  'y  cosenos  de  la  suma  ^  6  dt 

la  diferencia  dei'tbS' das  arcos.  .      1      ., 

36.  -     CoDK)  en  toda  ttiáogulo  teetílíiieo  la  sumir  de 

—  »  #  dos 


jdo8  .áofKuloa»  es  supl^otento  del  tescerot;  quiero  de-  Fig. 
dr.,  como  ea  el'  triángulo  .jíCB  v.'g.  yí-i-B  =  180* 
' — ^CB ,  sigúese  que  sen  yX7B  =:  sen  (A+B)  (318). 
Sobre  este  fíindamento  resolveremos  fiMÜísímaniente 
la  cuestión.       "  ■•  .  „  ,  i . ,  ^ 

Porque  {l.Tri0on.)  AC iSKSíBy. 4p\  a«p  /1CB 
=  — j—  =seá  X^-^B).  teo  sí  se'  supone  tirada 
la  CD  perfieodicolar  aLMo  /¡f^,|será  (1.  trig,) 
BC :  Cb  ::  A :  sen  i?  =:^^..  Sí  substituimos,  este 
valor  (le  sen  B  en  lá  e^uacípiíi.  de^^tes  ,  ^dcá 
.«en(^^5)=4^£í^;fe^5  =  5I>^^D;'  - 
luego  sen  {A^B)  ^  ^^Í^B^Í^l^^,  Pero 

'=='■5^,  toe^ó  sen  (^-Hg)^'-"*  ''^^'^  «-^««g»*;^^ 

339  $i  aplicatQOs  'esta  solución  á  estotra  figura, 

se  tendrá  presente  que  ^B  =:BD—Ap  5  que  ACB 

=1  Bo'^^CAB'^É^iCAD—B^,  y  que  en  este  caso  ^^* 

•él  áflgtílb  C^IXcÓi'l'eslpbttd©  al  'áhgulo  'á»  que  está 

]g4¿  eq«*9Í¿W?  J.=.í^  y  f  ~.^<  Haeie;; 
úo  Ite  mudatazas  fbnda\]as  en  estas  observadcméd^ 
¿te  denttstracioo  precede»t6!.cbri.^ 

?'  Sen  /^— jB)  c=  *^  ^  ^  ^«  ^T^^'*  ^^  ^  "^^ 

:-  v3>.,,Oos\(>í^^^ÍJV.^Í^ 

Pero  eos*  5==/i»-^sen*  JJ  i  y  sén*5=:k*— co¿*4 
jSi  «pbstitpimQ^estosYaloces^  y;dft«piie»atendenióc 
^  ¿me  /l*--4Íl*  (s<íh*^?íriÍHCoá»  síjéf ie»:ilil*  :=:o' 
c:  -.Tía  sal- 
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saldrá  estaooqvooióri  Cos^  (OÍ-+-JSÍ)  tsc^ .- .  *• ;  'i .  •  •'• 

y  sacando  lals  raices^   „;    ') 

^^  eos  ilx  eos  g— seni^xsqiJg 


COS  (^-t-5)  =  co«^xco,i>--«en^s^. 

*      331  '   Practicando  lo  ¿nismo  coñ'ía  fórinu- 

ík(i^9)Vsafd'f'^^^^^ 

^       'Cosí^i-i'^^íi^'íí^ 


rracticanao  10  mismo  c 


'  '332    TángtJ^:4-ir)  =  ^'^:;-^?,  =  / : .  . 

i^r^i^::;:.7¡r7^.enV  5  p§f twpsxtodos  los  termí^ 
*nos  de  est^^yitimo^.q^^r^jdo  p^im^ro  por  eos  jí 
^x  cós  'íB ,  y  desftues  por  stt}  A  x^sen  B\  tendremos 
■  ;^^  q'^o    Tana  r;»  r  tf\— "^"g^-^fr^n^^  u^tg-4-rot^ 

'334  *^  exécütanió^s  10  niísmo  valo- 

•'¿•*  ^í^ = tarig  (>í;:sí;  «&í .  :<  -  ■ . 

TáncrVy^       fí\  '—     tang^^tang^     ^     cotg— cot^    * 
*  **"5  ^-^        ^^  — :  i-^  tang  ilx.tgng  J.—  cot  JBx  cot  A  -i-a'   . 

tá  aquí  sacadas*,  p^da  íéjfpiino ^iene  un  xiiismo,nu- 
■tíifer?»' «fe  iS^ctorés-,  vi  giv.  cáSa  téfa!liíily^^»l^*<ltó. 
eCWo  (320)  Ji^  xI!os^(-r^^a^!>=zcos^.\rf'X  «m*  «i-^-s 

sen  yf  eos  ^  sen  i?tros  A>«H  Mn^^i^TC  sen*  JSfi^  Ü 
quatro  ^Vlhneiíáones  v  qoiefcr  ^cit  qui^  se  ctompone 
del  pro4ua9  de  Quatro  facr(ores}.  «1  primer  miem- 
írd  ^.-feh  és  *R  yOt  x^ot^Jí^^x  cós  (3^H.%^y  lo 

qon  cuyos  4éripiops ,  se  compgqen  todos  de^  ^ .  pus^ 
trio'  número  de  fóifiíórM- algebraicos '  cT  geométricos^ 

%n  todos  los  cakúlos  trigonométricos  se  dexara  ei  tzr 
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dio  12,  todos  los  términos  de  cada  fórmula  serían 
de  igual  dimensión.  Será ,  pues ,  fácil  hacer  que  lo 
sean  introduciendo  en  cada  una  el  factor  R  elevado 
¿  la  conyenfente  po(encia  para  que  sean  bomoge^ 
neos.  Si  llamamos  v.%^.  x  éy  dos  lineas  trigonomé- 
tricas, y  se  presenta  una  equacion  de  esta  fornu  4.^' 
=  jx— ^+9*9  cuyo  término  x^  es  de  tres  dimensio- 
nes,  X  é  y  de  sola  una,  y  9  de  ninguna:  para  intro- 
ducir como  corresponde  el  radio  en  esta  equacíqpt 
se  ha  de  escribir  4^:^=1:  g/í.**— /l^+2/í'*  Y  esta  hu- 
biera sido  desde  el  principió  la.  equacion ,  st  no  se 
hubiese  eliminado  R  púa  substituir  la  unidad  en  su 
íugar. 
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336  nPoda  linea  curva  regular^  esto  e^,  toda 
X  curva  que  por  3u  naturaleza  puede  set 
trazada  con  arreglo  á  una  ley  constante  que  deter« 
mine  kt  -posición'  ó  situación  de  todos  sus  puntoSi 
puede  ser  asunto  de  especulaciones  geométricas.  Por« 
que  toda  linea  r^^lar  goza  alguna  propiedad  inva- 
riabie  que  conviene  igi^mente  á  todos  sus  puntos^ 
y  no  conviene  sino  á  ellos,  cuya  propiedad  constH 
tuye  la  naturaleza  ó  esencia  de  la  curva.  La  natu- 
raleza del  círculo  v.  gn  consiste  en  la  igualdad  de 
sus  radíos ,  cuya  igualdad  distingue  la  circunferen- 
cia del  círculo  de  otra  qualquier  linea  curva ,  y  de- 
termina la  posición  de  todos  los  puntos  de  la  linea 
circular ,  fixándolos  todos  á  una  misma  distancia  del 
centro. 

337  Se  ha  escrito  mucho  en  estos  últimos  tiempos  J^D 
de  las  curvas  regulares ,  particularmente  de  aquellas 
que  se  llaman  geométricas ,  y  en  cuya  equacion  no 
hay  mas  que  cantidades  finitas.  El  principio  funda- 
mental de  todas  las  investigaciones  peculiares  á  esta 
materia  consiste  en  cifrar  la  esencia  de  las  curvas 
en  una  equacion  algebraica.  En  el  plano  donde  está 
trazada  una  linea  curva  MM'  se  toma  i  arbitrio  un 
punto  fixo  jí ,  llamado  el  origen  ,  por  el  qual  se  ti-  *^ 
ran  á  discreción  dos  rectas  ^$ ,  jíD.  Desde  cada  ^ 

38.  punto  M  de  la  linea  MM^  se  tiran  rectas  MP^  MQ       ^ 
respectivamente  perpendiculares  á  las  rectas  AByAU 
hasta  encotrarlas.  La  una ,  MP  v.  gr.  ó  su  igual 
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iééH  i  se  llama  la  ^rdemda  ó  aplwadai  la  (Hra,  JIÍQ  Figf 
V.  gr.  ó  su  igual  AP,%t  Uama  la  abscisa.  Por  lo  que^ 
la'  recta  .^¿i?  se.  llama  la  linea  ^  ó  el  exe,  4e  las.abs'^^ 
Cisas ;  y  la  recta  jtiD  la  linea ,  ó  el  exe  de  las  orde^ 
nadas  ;   llamándose  con  el  ponabre  de  coordenada^ 
k  abscisa  y  ordenada  juntas  correspondientes  á  un 
mismo  punto  j  MP  y  MQ ,  ó  MP  y  PjÍ-^  5  finaos 
loeiite  Mf¿yQ/íson  las  coor^enads^  .delpuptoilf. 
33S    La  propiedad  peci)liar.&  c^da  plinto  de.  umi 
tinea  regular  (337)9  que  constituye  su  carácter  y 
distingue  los  puntos  que  le  parteneceo^  de  los  quQ 
Qo  son  suyos  9  consiste  en  cierta  relación  entre  la^ 
coordenadas  9  la  qual  jie  cifra,  ^pí  una  equacipn  algen 
bráíca  '  indeterminada  ^ .  icuya  equacion  .^   llama   I4 
equacion  ék  la' curva  de  la  qual  expresa,  la  maturaleza^ 
Supongamos,  que  dado  v.  gr.  el  círculo  mMni!m"M\ 
trazado  desde  el  centro. C  y  con  el  radio  CM'^  se  me 
pida  la  equacion  que  expresa  su  naturaleza.  Señalo  á  39» 
arbitrio  el  otígen  en*  el  punto^f ,.  tomo  la ^i?  por    .  -^ 
linea  de  las  abscisas  ,  y  la  AD^  perpendicular  á  AB^ 
por  linea  de  las  ordenadas;  si  desde  un  punto  ilf, 
tomado  á  arbitrio  en  la  circunferencia,  se  tiranías 
MP^  MQ  paralelas  á  las  AD^  AB  ^  serán  MP^  MQ 
las  coordenadas  del  punto  M.  Se  me  pide ,  pues^  la 
equacion  indeterminada  que  exprese  su  relación  :de 
un  modo  general ;  esto  e9  9  que  exprese  no  la  reía-» 
don  particular  dle  las  rectas  MP^  MQ  trazadas.  eQ 
la  figura,  sino  la  relación  general  que  hay  entre  la 
ordenada  y  la  abscisa  de  un  punto  qualquiera  de  la 
circunferencia.  Esta  equacion  debe  sacarse  de  la  pro^ 
piedad  que  tiene   todo,  punto  de  la  circunferencia 
mMnini'M*  de  estaf  á  una  misma  distanda  invaria-t 
Me  CM  del  centro  C ;  pende ,  pues ,  esta  propiedad 
de  la  longitud  dada  del  radio  CM ,  y  de  la  posidon 
dada  del  centro  .C.  La  situación  del  centro  C  res* 
pecto  de  las  rectas  AB^AD ,  á  las  quales  todo  de* 

N4  be 
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Fig.  be  referirse ,  queda  determinada  con  tirar  las  rectas 
CF^  CE  paralelas  á  AB ,  AD ;  porque  dada  que  sea 
lá  posición^  del  centro  C  y  de  las  rectas  JÍB ,  AD^ 
será  también  conocida  la  extensión  de  las  rectas  CF, 
CE  i  y  recíprocamente ,  dadas  que  sean  de  posición 
las  rectas  CE,  CF^  quedará  determinada  la  posición 
del  centró  C 

Expresemos  con  letras  estas  rectas  dadas,  y  Ib^ 
memos  CE ^  a;  CF^  *  j  y  d  radio  CM^  r.  Repre- 
sentan por  lo  mismo  las  letras  a^  b ^  r  cantidades 
constantes  ^  siempre  unas  mismas  en  qualquiera  par- 
te de  la  circunferencia  que  esté  el  punto  M^  por  no 
tener  su  longitud  dependencia  alguna  del  punto  M. 
Pero  sí  expresamos  la  abscisa  AP  6  MQ  con  la  le- 
tra x ,  y  la  ordenada  MP  ó  AQ  <xm  la  letra  j^ ,  las 
dos  letras  x  é  y  expresarán  cantidades  variables. 
Porque  como  se  me  pide  una  equacion  que  conven- 
ga igualmente  á  todos  los  puntos  de  la  circunferen- 

39.  cía  ;  quiero  decir ,  una  equacion  que  del  mismo  mo- 
do que  expresa  la.  relación  entre  las  coordenadas 
jíPj  PM  del  punto  ilf ,  exprese  también  la  reía* 
don  de  las  coordenadas  AP^  Pní  de  otro  punto 
qualquiera  ni  de  la  circunferencia ;  no  puede  menos 
de  expresar  indistintamente  la  letra  x  la  abscisa  AP^ 
y  la  abscisa  AP^  y  en  general  otra  abscisa  qual-^ 
quiera ;  tampoco  puede  menos  de  expresar  la  letra 
y  la  ordenada  MP  y  la  ordenada  PW,  y  en  general 
otra  ordenada  qualquiera;  teniendo  presente  que  :r 
é  y  expresan  en  la  equacion  las  coordenadas  de  un 
mismo  punto ,  bien  que  de  un  punto  qualquiera. 

339  Para  darnos  mejor  á  entender ,  ciñámonos 
al  punto  M.  Si  su  ordenada  PM  corta  la  recta  CF 
en  6  ,  tendremos  GM—  MP-^PG  =  MP—CE  = 
j^— tf,  y  CGi=zCF—FG=CF--AP=lh-^.  Pe- 
ro por  ser  rectángulo  el  triángulo  CGM^  (GMy+ 
(CGy=(CM)\  Luego  O^-a) V(¿^-<t)*=ro  ó  jj,^ 

2^ 
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Qify+aa^b-^2hx-¥xxzzrr.  Esta  equacion  no  es  pri*  Fig* 
vativa  del  punto  Mi  conviene  igualmente  á  otro  punto 
qualquiera  de  la  circunferencia ,  v.gr.  al  punto  m'.  Por- 
que respecto  del  punto  m  tenemos  fufG'zz  m'P' — FG' 
zz^níF—CE^zy^^-a ,  y  CG'nfG'— ÍU=  AF~FC=i 
x—h.  A  mas  de  esto  Cm'zzCMzz  r.  Luego  la  equa- 
cion (m'GyMpGfzziPtniy^  que  dá  el  triángulo  rec- 
tángulo CGni  ^  expresada  analíticamente  será  (y—df 
•+•  {x-r-Vfzzrr^  6  j¡y— 2íJJ^+•tfa+JpJP— 2Aj-i-*í>=  rr^  la 
misma  cabalmente  que  se  sacó  del  punto  M. 

Representa ,  pues ,  analíticamente  esta  equacion 
la  namraleza  del  círculo.  Es  de  aquellas  á  las  qua- 
}es  los  Analistas  dan  el  nombre  de  indeterminadas^ 
porque  tienen  dos  ina^;nitas9  ó,  por  mejor  decir, 
dos  variables  y  cada  una  de  las  quales  admite  una 
infinidad  de  valores  ,  pero  con  tal  dependencia  una 
de  otra  en  virtud  del  enlace  que  entre  ellas  repre^ 
senta  la  equacion  9  que  determinada  que  sea  la  una  3^ 
de  las  dos  variables,. queda  también  determinada  la 
otra.  Si  queremos  que  en  la  equacion  j¡y—2iny+aa 
^blh--2bx-\'xxzzrr  j  represente  la  variable  x  la  abs- 
cisa determinada  JíP^  que  llamaremos  r  ,  la  equa- 
cion indeterminada  ^e  transformará  en  estotra  igual- 
dad determinada  j(y^-'2ay+aa+bb — 2bc^cc  n  rr,  en 
la  qual  y ,  que  ya  no  es  variable  sino  incógnita ,  ex- 
presa el  valor  de  la  ordenada  determinada  PM.  Y 
si  le  diéramos  á  x  el  valor  d ,  que  supondremos  ser 
el  de  la  abscisa  AP\  la  equacion  indeterminada  se 
transformaría  en  estotra  determinada  j¡)^ -4-24^-1- ^n-h 
bb—^^bd-^-dd^,  rr^  donde  y  j  que  ya  es  determinada, 
representa  la  ordenada  Fm\ 

340  Podríamos  cifrar  en  una  equacion  mas  sencilla 
la  naturaleza  del  círculo ,  fíxando  en  otro  punto  .el 
origen.  Señalémosle  v.  gr.  en  el  centro  ^  siendo  siem- 
pre las  ordenadas  perpendiculares  una  á  otra ;  la 
abscisa  x  será  CPy  y  la  ordenada,  j^  .será  MP  ;  y  40» 
!  -del 

I 
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Fig.  del  triángulo  rectángulo  CPM  sacáremos  para  ex- 
presar la  naturaleza  del  círculo  la  eqoadon  xx-^ 

^i  También  podremos  cifrar  la  naturaleza  dd 
circulo  en  otra  equacion  mas  sencilla  que  la  primera, 
<x>nsiderando  otra  propiedad  suya.  Sabemos  (Geom^) 
^ue  la  perpendicula^  PM  baxada  desde  un  punto  AI 

40.  de  la  circunferencia  al  diámetro  yfff  .es  media  pro- 
iporcional  entre  las  dos  partes  ó  segmentos  JÍP^  PB. 
Llamemos  AB^  ai  APj  x ;  PM^ y ;  será  PB::iAB 
— -rfP  =if^^ ;  y  como  AP  :  PM ::  PMi  PBj  será, 
con  substituir  en  lugar  de  las  lineas  las  letras  qué 
las  representan  y  xiy  ::y:  a^—x^  de  donde  saldrá  j¡)f 
=  ax—xx  i  cuya  eqaadon  también  expresa  la  natu«- 
raleza  del  circulo. 

342  Si  en  vez  de  señalar  en  A  el  origen  de  las 
abscisas ,  le  señalamos  en  C,  será  AP::zCA'-^Pzz 
ia—x ,  y  PB  será  ia-^-x yjátAPxPB  ={PMy 
sacaremos  ^aa — xx  :=:yyy  ocra  equadon  peculiar  sá 
circula 

343  De  las  quatro  equaciones  distinta^  en  ^ue 
hemos  visto  cifrada  la  naturaleza  del  círculo,  se  in^ 
fiere  que  una  misma  curva  puede  figurarse  en  equa- 
ciones diferentes ,  cada  una  de  las  quales  la  repre- 
senta ,  digámoslo  así ,  de  distinto  modo-  £1  acierto 
de  las  investigaciones  analíticas  acerca  de  las.cur^ 
vas  consiste  principalmente  en  señalar  de  tal  modo 
la  posición  de  sus  exes,  que  se  saque ,  para  expre- 
sar una  curva ,  la  equacion  mas  sencilla  que  se  pue- 
da,  ó  la  mas  adequada  al  intento  del  calculador. 

344  Antes  de  pasar  adelante  conviene  prevenir 
que  hay  curvas  regulares  ^  cuya  naturaleiea  no  se  puer 
de  cifrar  en  una  equacion  analíticaé 

Supongamos  v.  gr.  que  sobre  el  diámetro  AB  se 
trace  un  círculo  ADB ,  y  que  baxando  desde  cada 

41.  punto  de  la  circunferencia  qna  perpen^cular  DP 

al 
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al  diámetro  u4B  j  se  Ut  prokmgue  basta  ilf ,  por  xna*  Fig. 
iiera  que  MP  sea  igual  al  arcocorrespcodiente  jíD; 
ki^iprva  ^MCiquQ  pase  por  stodos  los  puntos  M 
«era  regular ,  pues  se  traza  con  arralo  i  una  ley 
constante.  Sin  embargo  no  es  posible  cifrar  su  na- 
turaleza en  una  equadon  algebraica ,  porque  consir 
áerando  como  abscisas  los  senos '  versos  ^P,  no  se 
conoce  medio  alguno  algebraico  para  expresar  su  re- 
lación coíi  los  arcos  JÍD  ^  ó  con  las  ordenadas  PM 
iguales  con  los  arcos ,  cuyo  valor  no  se  puede  sacar 
cabal 

•  ■  S4S  L^  curvas  de  esta  especie  se  Uaman  curvas 
trascendentes  y  mecánicas  ó  irracionaks ,  para  di»* 
tínguirlai  de  las  curvas  cuya  naturaleza  se  puede  ci- 
frar en  equaciones  algebraicas^  por  cuyo  motivo  estas 
«e:  Uamap  curvas  algebraicas  ^  geométricas  6  raciona^ 
¡es.  Para  tratar  de  las  curvas  trascendentes  es  in-  , 
dispens^b^e  I  otra  especie,  de  análisis  conocida  con  los 
nombres  dir  ^cuh  de  Jas  dtferenciales  j  cálculo  di-- 

fereneialj  )cákulk  mfinifásimai^  cuyos  principios  de- 
clararemos^  maát  adelante»  '  . 

•  346  Los  qué  desearen  enterarse  mas  por  menor 
de  la  diferenda  que  va  de  las  curvas  geométricas  á 
las  mecánicas ,  acudan  al  Tomo  III.  de  mis  Elemen* 
tos  f  aquí  nos  (Reñiremos  á  especificar  algo  mas  ^  aun- 
que sea  á  costa  de  una  repetición,  las  señales  ca^ 
racterfeticas  de  las  curvas  geométricas.  Es  geomé- 
trica ó  algebraica  una  curva  i.^  quando  las  dos  coor- 
denadas jíPy  PM  son  dos  lineas  rectas  finitas  que  39. 
concurren  en  un  punto  P  ^  donde  forman  un  ángulo 
dado  APM  i  2^^  quando  la  una  de  las  coordenadas 
AP  tiene  constante  su  origen  en  un  mismo  punto  jíy 

y  está  en  .una  sola  linea  j1PP\  y  la  otra  ordenada 
PMy  Pin'  permanece  constantemente  paralela  á  si 
misma;  3.^  quando  su  equacion  no  tiene  mas  que  dos 
incógnitas^  éy^jq/Jt  representan: las.  coordeosuias.,  y 

no 
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Fig.  no  lleva  sino  especies  que  representan  cantidades  fi- 
nitas 9  4.^  su  equacion  iia  de  expresar  la  relación  qué 
hay  entre  cada  punto  de  la  cunra  al  qual  correspon- 
de,  y  cada  punto  de  la  linea  recta  i  Ja  qual  se  re^ 
fíere  la  curva ;  por  manera  que  respecto  de  cada  pun- 
to de  la  curva  sea  siempre  una  misma  la  equacion. 

347  Las  curvas  algebraicas  se  distinguen  en  fini^ 
tas  ^  infinitas  y  mixtas.  Una  airva  es  infinita  quando 
tiene  ramos  que  sie  extienden  al  infinito,  tales  son  lai 
curvas  A^BfiJD^E^Fr  es  finita  una  curva  quando 

42.  estando  ceñida  en  un  espado  liniitado  vuelve  sotire 
si  9  ora  no  dé  mas  que  una  vuelta  como  el  drculo^ 

43.  ó  el  óvalo  G,  ora  se  anuda  y  vuelva  á  anudar  mu- 
chas veces ,  oxno  algunas  de  las  figuras  HJL^K^^d^ 
Finalmente  es  mixta  una  curva  quando  después  dé 
dar  algunas  vueltas  en  un  espacio  finito  donde  se  do- 

44*  bla  9  arroja  ramas  al  infinito ,  como  Nfi^P^ 

Todas  estas  inflexiones  y  curvaturas  9  y ,  en  ge- 
neral 9  todas  las  singularidades  de  las  curvas  alge- 
i>r¿icas  están  con  tanta  puntualidad  dfiradas.  en  su 
equacion ,  que  la  curva  trazada  en  el  papel  no  ofire- 
xe  cosa  alguna  á  la  vista  que  no  la  pueda  leer  en 
.su  equadon  el  que  sepa  desdfrarla.  Y  aun  muchas 
-veces  haHa  el  análisis  en  una  curva ,  al  calcular  sa 
^uapion ;  singularidades  que  no  es  posible  las  ave- 
-rigüen  los  sentidos  por  otro  camino; 

348  Para  entender  como  una  equadon  represen- 
ta d  contorno  de  una  curva,  conviene  considerar 
que  la  abscisa  cuyo  valor  es  cero  en  el  origen  ,  va 
creciendo  por  todos  los  grados  imaginables  hasta  d 
infinito  así  positivo  como  negativo;  por  consiguien- 
te la  abscisa  x  tiene  una  infinidad  de  valores  dife- 
rentes positivos  y  negativos*  Substituidos  estos  valo- 
res unos  después  de  otros  en  la  equadon  indeter- 
minada de  la  curva ,  la  transforman  en  otras  tan- 
tas equadones  determinadas  en  las  quales.no  hay  mas 

in- 
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iticógmm  '^úe  y\  '¿uyos  valoras  so^n  la^'  rsriees  de  la»  Fig. 
tales  equaciones.  E^tos  Valores  ó  traices  expresan  laá 
ordenadas   correspondientes  á'^cada  abscisa»  Por  lo 
4jue ,  tíene  cada  abscisa  en  su  extremo  una  ó  mu- 
chas ordenadas,  conforme  tiede  una  ó  muchas  raí* 
tres,  la  igualdad  en  que  se  tratisfoiima  la ^quacion  d^ 
la  curva,  -quahdo  en  lugar  4e ^ar  «se  substituye»  d 
valor  de  la  absdsá.  Como  Ik  linea  curva  pasa  pot 
todos  los  extremos  de  estas  ordenadas ,  tiene  ó  ar^ 
roja  tantas  ramas ,  quantos  son  los  valores  de  y  en 
la  ecuación.  Y  guando  píuede  el  Algebra  hallar  es^ 
tds  Valores,  pos  dios  se  conoce  sí  las*  ramas ^á  que 
penenecen  soh  iñfíliitas  .ó  íiiíitas,  qual' es'  su^dlM 
íedciotí'  y  posidonj  en  ^ma  y  quanto  tienénile  nteH  ^ 
table.-^-  •    ••■-•-  ......  c;  : 

-  349  La  eqnacion  del  circulo  dafda  antei  ^235) 
j¡¡¡y—2ay'haa+xX'--2bx'hbb  -zzrr^  ó  yy — aoy^vOixPit 
-•^^4'2*á?-^dr ,  i 4  (y^if)^^^'^^'9^'2Bx-'--a;x'  tiene 
tios'  t&iceis^,  ^6  Valdrá'  ^iSéifeme^ ,'  es  á  5abef^  ^^^ 
^tr^-^b-^'C^Xr^xx}^  y  i^Víff^bh^2bx~^xx).  Pof 
lo  que ,  cada  abscisa  AP  =3-^  tiene  dos  cA'denadas  39. 
'^ú>^MP  6  fMU'útne  por  lo  nftísmo  la  curVa  dos 
thíStSM  que-  so»  las  dos  semicircunfeirenéíás  ,'la  supé^f 
*tí0F^JMmW,y'la  iúSstioT  mItífW.ija  primeria  pa* 
"W^pot  los  vértices  4e  todas  las- ordenadas  i  Piíítijf, 
guales -á  a^V(rr-^b'^2bx^-^xx)^  y  la  <iegunda  por 
ios  extrefifb^  de  fedaílas  ordenadas  PTífc^y,  igua- 
Íes  i  a-^Virr-^bb-h^bx-^xx).    i  fi>\ 

•  •;  3SÍ<Í  /?:efO./éa,;ffttQti^  equ^cí^n  ¡pdet^rnijwa^da  ^^Hy 
^4«^¿f%r-^=;^j»:  eíiique  ya  c^^f^  í»  «i^urale^z;^  4$* 
de  la  curva  que  demuesvala-fígur^^j^.np  tiene  ma^ 

Váloür^ué  ¿^H^x/-H^aé.^ Por. consiguiente  cada 
ilb9cfá*'<íe  lá  ^úífti  bo'Wif€  tfiáS^'qüé  xkid-  oréktíBt^ 
cb.'  HábkAidb^'céñi^pi^ópiSaka  ta^  ^Vá- Htíi'tíérie'inaé 
^  Sma^rama  j  -péfd  está  íaníá  "^é^  cdntócferá  'cótttb 

"'^  dos 
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dos  ramas ,  porque  se  extíeode  lU  infiaUo  i  la  patu 
te  positiva  7  á  k  parte  negativa. 

351  Esto  es  consecueocía  necesaria  de  ser  cír« 
cunstancia  de  la  equacion  de  toda  curva  9  indicar^ 
no  solo  el  número  de  sus  ramas ,  sino  también  su 
posición.  Porque  si  los  valores  positivos  de  x  repre* 
tentan  abscisas  positivas  ^  los  valores  n^ativos  de  s 
no  pueden  menos  de  representar  abscisas  negativas»^ 
Lo  mismo  digo  de  los  valores  de^ ;  sus  valores  po^» 
sitivos  representan  ordenadas  positivas;  y  sus  valo- 
res negativos  no  pueden  menos  de  representar  orde- 
Qadas  n^ativas.  Es  práctica  común  ^  bien  que  arbi- 
traria 9  tomar  las  abscisas  positivas  á  la  derecha ,  j[ 
las  neg9tivas.  i  la  izquierda  del  origen  i  las  ordena*^ 
das  positivas  desde  el  exe  de  las  abscisas  para  arri- 
ba ^  y  las  ordenadas  negativas  desde  el  mismo  exe 
para  ^baxo.  -     =»^ 

De  lo  poco  que  dexamos  dicho  ^acerca  del  :«t¡^ 
ficio  Qon  que  se  cifran  las  lineas  curvas  .en  equactOr 
ees,  se  pueden  inferir  dos  consecuencias  cu ya^  g«r 
neralidad  se  viene  i  los  cjos*  .     1 ; 

,  352  £ ""  Una  linea  etlgebriica  pasa  por  el  otíge^ 
qiiando  es:tal  su  equacion  que  con  suponer  xijOiiQf 
sale  yzzo^  ó  quando  del  supuesto  y:^o  sale  ,r:sa 

Si  V.  gr.  en  la  ^\iacion,xj^'i-2axjh---axx^iUtj^ 
zzo^  hacemos  ^  =  o ;  toda  ella  se  reducirá  á  a^yzz<\ 
cuya  raiz  tsy'rzo.  Luego  á  la  abscisa  ceP0|  esto  es 
en  el  origen,  corresponde  la  prdenada^cero.  Por  CQQr 
siguiente  no  tiene  longitud  alguna  la  primer  ordena- 
da ,  ie  reduce  á  un  punto ,  y  como  lá  ctirva  há  de 
l^asar  por  el  -  vértice  de  todas  las^  ordenadas  ,  pasa 
indispensablemente  por  el  origen.  .  . » 

Pero  X  IZO  da,  y  —  Oj  siempre  que  la  equacion 
de  la  ^  curvaj  no  tíeq^  ningMn .  ténBÍPQ  constante  .9  ó 
^pgun  téripinp  f)ue  no  tenga  algupa^de. las  4ndeter? 
mipadas  x  óy.  Pprque  si  pn  upa  equacion  t  de  $sta 

ciir- 
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circunstancia  hacemos  jmo,  todos  los  ténninos  que  Fjfg. 
tienen  x  se  desaparecerán ,  y  todos  los  términos  res* 
tantes  estarán  multiplicados  por  y ,  pues  suponemos 
que  la  tal  equacion  no  tiene  término  alguno  sin  x 
6  y.  Lu^o  todos  los  términos  que  quedaren  desapa*- 
raerán  en  el  supuesto  de  yzzo ;  componen  por  lo 
mismo  una  equacion  que  tiene  una  raiz  y=o.  Ltie» 
go>  á  la  abscisa  xzzo  corresponde  por  lo  menos  una 
ordenada  j^rro.  Lu^o  finalmente  toda  linea,  cuya 
equacion  no  tiene  ningún  término  constante ,  pasa 
por  el  origen.  . 

2.^  Para  bollar  en  que  puntos  una  linea  algebras  f^ 
ca  corta  el  exe  de  las  ordenadas  9  basta  suponer  en 
su  equacion  xzzO\  los  valores  de  y  que  se  sacarea 
de  la  equacion  conforme  la  dexare  este  supuesto,  de«*. 
terminarán  los  puntos  donde  la  linea  cortará  el  exe 
de  las  ordenadas* 

353  Si  en  el  exempío  propuesto  (250)  hacemos 
jir=:o,  en  la  equacion  j^=:g^H-Jtr-H-|-^,  sale 
yzzz^a.  Por  cuyo  motivo  no  pasa,  la  curva  por^ 

el  prígeti  A j^  pues  xzzo  no  da  jr  zr o f,  pero  pasa  43;» 
por  el  punto  a  de  la  linea  de  las  ordenadas ,  dis* 
x^XA.%  delorigejí  el  intervalo  Aazz\a^  porque  jrz=o 
daj^-|4-  /    ;    , 

Quando  se  quiera  averiguar  en  que  puntos  una  li^ 
ma  algebraica^  corta  el^  exe  de ,  las  alfscisas  , ,  se ,  ^ca* 
rán  de  la  equacion  los  valores  de  x  en  el  supuesto^ 
de  ser  y  zn  a'  - 

Si  enr  la  equacion  yzn^^^x-^fay  6  jrx-f-: 
^ax-^gaa^^^y  =  o ,  hacemos  j^  —  o ,  quedará  xx-^ 
ÍMíH-gaa ,  la  qual  tiene  dos  raices  ,  es  á  saber  x  zh 
—tí  é  j^z;  -rStí  í  Ip  que  está  diciendo  que  la  cürH^a  45. 
encuentra  el  exe  de  las  áb^isas-  en  dos  puntos  E^I^ 
esto  es  9  en  los  extremos  de  las  abscisas  AE^zi-^a^ 

Pen- 
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>i  '  354    P^n(k ,  pues,  la  posicim  de  ¡as  ramas  de 
una  curva  de  sus  abscisas  y  ordenadas^    conforme 
sean  positivas  ó  negativas ,  cuyas  ordenadas  mere- 
cen ser  atendidas ,  aun  quando  da  la  equacionima* 
gánanos  sus  valorps ,  y  manifiesta  que  son  imposibles.. 
Entonces-  desaparece  la  cuirva,  ó ,  por  mejor  decir, 
no  representa  lar  equacion  curva  alguna  quando  son. 
imaginarías  todas  sus  raices. 
.  3£;5.  Entre  las  curvas  algebraicas  hacen  >  el  pri- 
mer papel  IzKparúbola.^AtL  Elipse, .y  ^  Hypérbúla^^ 
cuyas  tres  curvas  se  conocen  con  nombre  dé  Secciú* 
nés  cínicas  i  porque  se  originan  ,  oónforme. diremos 
después,  en  la  superficie  de  un  cono  quando  se  le 
corta  con  un  plano.  Por  lo  mismo  nos .  detendremos 
en  demostrar  aquí  sus  principales  propiedades. 

:r  De  ¡aJ^arábok. , 

-.356    La  pfirábola  esf  una  curva  cuyos-  puntdis  M 

están  todos  á  ijgual  iüstancia  de   un  apunto'  fi«o  F 

4IK-  Mitriído^cuf  i'-^  dé  üna'linéá  SD^  fiia  tambienr,^ 

llatiíadá:  te  rfí^^í*rf«l    ''•  —       •        .'  -    :  .  •  .t 

^ÍSt'  Jta'ÜinéKiJFperpéndíctílár  i  h  directriz  5  ^  la' 

qual  pasa  por  el  focus ,  se  llama  el  exe  de  la  pa-^ 

rábóla.  ^ '**^  ^  '-''   ' ''  ''^^-  '••  "^-  -v^i-    •-  •  / 

-íg^  >  Toda  Kíiea  DM  paralela  al  eie  ,  se  llama 

Húniétro. '^ '  •  •   ^  -*^  '••'  -  ^  ¿'  '  *•-    *'^-  ''-  *  ^-^ 

3^9    Toda  linea  PM  que  es  perpendféulárcal  exfe> 

yiretnatá»  en  ía -paTábGl^,^  se  lldma.: ordenada.       ' 

360    La  parte  jíP  del^exe  que  coge  desde  la  or-¿ 
deoada  ha§)ta  el^  pMntó  ^idoode.el  exe  encuentra  la^ 

•v  3^  I  Tfiá^  \\n^i  TJl^i^^  tpca  la  parábqia  sin  cotr^ 
tarla  ,  se^üanfia  tapgenfe ;  iy  ^  da  gl  no]5n\)re  de  su6^^ 
tangente  á  la  parte  PT  del  exe  que  coge.. desde. la  or- 
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diluida  Jiaau  el  punto  doode  te  eocueatra  la  tan-  Rg« 
gepte. 

36a    Toda  linea ,  qual  la  Mí¿ ,  que  es  perpekidir.  4^ 
citlaff  á  la  tangente  ea  el  punta  JRf^  y  remata  en  d  ta^et 
ae  llama  nonnali  y  la  ^karte  Pj(¿  del  eM«  que  coge 
desde  la  ordenada  basta  ia  normal ;  se  llama  suimr^ 


r  La.  Uiiea  IX) ,  la  ^uid  .id»niísiiiD.<tíeaíipo  que  ea 
paralela  á  la  tangente  ;Af7l,  reaaata  en  un  punto  O. 
d^diftitoetro  JUD  9  se,  ll^ma  ^rdemtd^  al  oiismo  dii* 
metro. 

Una  linea  quadrupla  de  la  distancia  que  hay  desu- 
de el  punto  A  ó  ^,  Origen  dd  exe  d  dd  diámetro^  á 
kkúkeeuk^SD  ^  se  llaoia patémetn dd  eae  ú  del  dii« 
metra 

Finalmente  ^  llamamos  radio  waor  una  Knea  F^M 
tirada  desde  d  focus  á  la  curva. 

363  Por  estar  todos  los  puntos  dé  la  parábola  á  la 
misma  distancia. del  pumo  F  quede  la  directriz,  se 51^ 
g^e  que,  AF  ^  AS.  £1  punto  A  se  Uama  el  vértw  de 
la  parábola. 

3^4  En  la  parábola  9  elquadrado  de  una  ordenada 
VM  es  igual  al  producto  de  la  abscisa  AP  por  el  para-- 
maro. 
♦^  lúiiaitQáá)AP:szx;  PM ^  y ;  AS  :=z  AF j  d ;  el  4^ 
parámetro ,  p^x=¿  44  (262) ;  la  línea  FP  sz  AP  ^AF 
será  x-^a}  Escor  supuesto,  el  triángulo  neccángulo 
EPM  da  (FMy'^  (JPMy-^iJFPf  j  ó ,  porque  FM  ^ 
MDa  AP-^AS  ac  x-^a  j  (x-^tf)*  =y  4-  (a-'xy ;  6^ 

4darsp^fiuegoyA:p«.  Estaeslaequacioo  de&pa¿ 
iibola..Lmgó^      *  ^  '^     ^    -^  '   - 

365  i.""  ¿o> qkadradot  de  dos orékfwdos  j^ufmcú^ 
400  uts  áhsdsas  X  ^  ^  '  -  > 

Porque  (264, p.209)/  =  pjr,  «•  =iw>  y  por>oo«- 
dgniaiiiey  :!a?  ;?|if  tf(f  ::;r :  fcl^  ::-'t    .      '  f.  í 

Tom»  //  O  2.* 


-K 
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¡a  ordenada  es  media  proporcional  entre  elparámeífú^ 
'^^lAaksoisa^i:^o  :.^[    -    ./\v'í-(.'í  '"- 

4  8^7  3-  P»r  seryfe^ ,  síeri3^cr  ±;  Vpjr  j  Iwego^ 
é:Mdaaks(jM  coh^ípáhdrtt  i^S'Ordefkidas  iguolts;  Ar 
unaposüipa  PM  ( lfl:0iira^fie¿fariva  Pm  (24^,^  J0ÍO4). 

368    iS^uese  de  aquí  <]ue  al  paso  que  x  crece ,  tMi^ 
Uei^ff^ce^ttiegaMAiiiriMii^  iá  parábokL^áaififigan 

-    Sihíe¡Ara]»M;MBU^ 

ramos  las  abscisas  mas  allá  de  jí  en  el  exe  prolonga^ 
do^ ;  teodríi^xiosy  r:  — ^iir , «  j^  ar  'VC-r-fw) ,  canikkd 
kx^fínaria ,  la  oual  maiufiesm  (dO^)  quft  /i»  p»áiolk 
M  íikfé  wama^'olgma^áitl  ladO'ée  4ai  4A$üis4tí  mgátt^ 
vas.  -    '  ■< 

^  369  Si  hiciésemos  jr  ±r  tf ,  serfa y^  zn  pa  ±¿  4a 
xa.  z=z  4^1%  j^zs  1/(4^')  =.^^  ^."^  5  luego  /a 
ordenada  que^pasa-por  et  fóeuf  4kiii  fMrábhlá>efsTa 

mitad  délparánhtrayylai  doi^&rdenadas  juntas  son'iguá^ 
Íes  á  todo  el  parámetro.  *   ' 

47. '    370    Cuestióa  Tirar  por  un  púntú  dado  'M  unu  tan- 
gente á  la  parábola^     '  •       .  •  **  - . '  *^ 

>>,  Desdé  el^  punto  Ctíitte'alibeHi'kkCSE^  7-^  l^iQto 
P-la  ¿'D,  y  i  la  directrizi  U  jietiKB^UQiili^r.CX^.clésdt 
«1  puntcG  tíre^  al£xais4a  GF,  al  ponto  B  y^GDn  j 
á  la  directriz  la  perpen<|icular  GJI  j  desde  l|i  MlaMF 
M  fixus ,  y  la  iKfJD  {^pendicular  á  ladisectnz  f  la  tir 
aex.JlíT  tifadft  po^r  el  {tfnifie  'iif  y  'el  punt^  Irmé^  Se 
hifDwAtKk-tas^Btedtix  parchóla»  -GJP.a:^  €^-sf^ 
zz  GD  (356,  p.3o8) ,  si  los  puntos  Cy  G'^eoJSeJa'^ 
«ibob  islx^  3t  ÓQ£«  vetííica  ifií^CFzs  CE  yi^fzz 
GD ,  ni  Cni  G  serán  puntos  de  lapaváboia..  Yaaioa:  é 

^Obadp.,  ,.  ,      r.    „  .  .  .  .-     .     ,.•....,..)•,  ::>:.. . .-. 

Ya  que  JIÜFzzMÉ  (95éjfv3o8[)»s!^des«)e«li«ei«t3B 
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M^  y  con  ud  radío  MF  se  traza  unircb  desdé  Fk  ¥^^f 
D^  toda  linea  ^  qual  la  MI^  que  pase  por  el  centxo  Jkf, 
5')ftirm,  9egud  suponemos ,  por  medio  en  /  la  cuerda 
I>Fry  será  perpendicular  á  la  cuerda ;  luego  la  MI  tíe* 
DC  dos  puntos  equidistantes  de  F  y  I>  ,  es  á  saber  el 
pumo  /  y  el  punto  9éntcica.ilf^  Juego  todos  sus  4expas  47. 
puntos  Gj  C^  estarán  á  igual  distancia  de  ^í^que  de  Di 
fo  propio  digo  deias  lineas  Cíj  GV  Luego  los  trián- 
gulos 8jri>)  CFDí  sarán  isósceles  j  luego  EG  =  DG^ 
CF  zz  CDi  pero  por  ser  rectángulo  ^vx  E  el4:rÍánguJo 
GED ,  la  GD  es  mas  lat^  que  EG ,  y  por  rectángu- 
lo ea*F  d  itíkñ^o  CDE  y  Va  CD  es  mas  laiga.  que 
x^o^axGE ;  luég^^úiD  Isz  GE  es  mayor  q\x%  GE  ,  yCI> 
=:  CF  es  mayor  que  CE  ;  luego  oii^  ni^Csod  pumoc 
de  la  pacábota.  T  como,  lo  mismo  se  puede  probar  de  , 
otro  punto  qualquicra  distinto  át  M  ^  sigúese  que  solo 
el  punto  M  de  la  CT  es  de  la  parábola ,  y  que  por  con- 
siguiente la  CT  que  pasa  por  medio  de  la  FD  es  tan- 
gente de»  la  cor«!L      V 

371  Ya  qUe  ^r  parte  por  medio  la  base  Z>F  del 
triángnlo  isósceles  DMF^  también  partirá  en  dos  ángu- 
los iguales  (1 494)  el  ángulo  DMF\  por  manera  que  se» 
ri  FMT  —  DMT  =  MTF  (1.347).  Lttego  i.^  el  trian* 
guk>  TMFti  teóseeles  (1-4429,  yFTzzFMi  2.^  el  án- 
gulo OMC  rí  DMT  (1-347)  =  ^^^^-    ' 

372  Luego,  una  vez  que  el  triángulo  TFMt&  isós^ 
celes ,  la  perpendicular  F/dinde  en  dos  partes  iguales 
su  base  (271,  p.2 1  i),de  lo  qual  se  deduce  que  uaaper^ 
pertítíguhrtiradk  (kjtde  elfocus  0  la  tangiente  de  la  para-- 
bola  y  la  parte  por  medie. 

373  La  hmarniat  PQ  es  igual á  la  mitad''del  para- 
metro. 

Los  triáiq^las  DSF^  J^PQ  tienen  iguales  uno  M 
coa  otro  los  ángulos  F  y  Qypor  ser  paralelas  la» 
lineas  MQ  j^FD  ambas  perpendiculares  á  TMy  por  . 
otra  parte  4os  ángulos  P  y  J*  son  rectos  ;  y  los  la- 

O2  dos 
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Fjg.  do^  PM^  SD  iguales  (L471) ;  laega  lo»  tale»  tríángo* 
los  tienen  ua  Udo  igual  cada  uno  al  suyo,  é  iguales 
los  ángulos  adyacentes  á  dicho  lado,  y  por  lo  uáma» 
ion  de  todo  punto  iguales ;  luego  FS  =;  PQ  i  peto 
SF  =  2azzz-^, 

374  De  aquí  se  infiere  iV*  que  por  ser  (L  ¿Si) 
{MQy=z{PJIíf-^PQ)\sttá  (^fi)*=yH-í^  == 

px-t-  -^  ,  pues  y  =  í*  (2  64,  p.ao9  )  5  liMgo  ia 

normal  MQ  =;  \^{ps  -♦-  ^). 

376*  X^i  Siétangente  FT  ex  áu^Je  U^selsa>KPi 
fuiero  decir  f lie  VT  ^r  9x» 
48.       Porque  deltriái^o  rectángulo  i|2^^^'*c>'^°'*<'* 
(I.  53a)  Pj^  :  PM'.-.PM:  Pr,ó  aa  :  j>  ::> 

:Pr=:^  =  ^=:^=a4r. 

377  Luego  el  triángulo  MPT  es  ^pial  al  paralelo- 
gramo  MPANi  fx>rque  ambasiigiicas  áeoea  una  mis- 
ma base  MP  y  y  la  a}tura  del  trtíingulo  es  dupla  de  la 
altura  del  paraletográmo;  luq^o  el  paralelogramo  y  el 
triángulo  son  iguales. 

.  3^  Luego  gu^  Para  tirar  una  tangente  por  un  pun- 
to M  de  una  parábola  ,  se  baxurá  la  ordenada  PM^  se 
bará  ATzzjIPy  y  tirando  la  TMpoi  los  puntos  7yAr 
féb  será  la  tangente ,  por  ser  la  subtangente  =  2AP 
=  ajr  {976,  p.8 Id). 

BT9      3-  Luego  {TMy  ==  (MPy^  (TP^ 
=:  y  H-  44r'  =:  px-^4x^  ^  luego  U  tangente  TM 

380  El  radio  vector  FMj  que  llamaremos  r,  es  r= 
^^^-^  5  porque^segun  lo  demostrado  (a  7"  i  ,p.  a  i  a) 
Filf=3/TjperorP=sa-^P(a76,  p.2 1  a)=:  a*. 
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Y  FT=  TP-¥-JlF — AP  —  2x-¥-a — x  r::  x-^a  zz  P** 
.y-*--^(2  56,p.ao8)5luego  &c* 

38 1  El  parámetro  q  de  todo  diámetro  MD  es  igual 
ai  parámetro  p  del  exe  mas  el  quádruplo  de  la  abscisa. 

Porque  q  =  ^MD  =  4P5 ;  pero  PS  —  AP-^AS  48. 
=  x^a  í  luego  q  rz  4^1^4-4^  =  4^ 4-p. 

382  Luego  I.""  El  parámetro  del  exe  es  el  memr  de 
todos  los  parámetros. 

.  383  Luego  2*''  El  parámetro  qde  un  diámetro  es 
tercera  proporcional  á  la  abscisa  yá  la  tangente  corres^ 
pondiente  al  origen  M  del  diámetro. 

Porque  la  tangeate  es  =;  \/{px-^4^x)  ,  y  jp  :  * 

V(jpx-H4xx)  ::  v^(pX'^4xx)  :  iílíjlíi  =  pH-4jr.  ' 

384  El  triángulo  LOB  que  causan  la  ordenada  ai 
diámetro  MO ,  la  parte  LB  de  la  ordenada  al  exe ,  que  49- 
coge  desde  la  parábola  basta  el  diámetro ,  y  la  parte  BQ 
del  diámetro^  que  coge  desde  el  punto  donde  le  encuentran 
su  ordenada  y  la  ordenada  al  exe  es  igual  al  paraleló-^ 
gramo  MOTV,  que  forman  el  exe  9  el  diámetro ,  la  tan^ 
gente  y  la  ordenada  alMámetro. 

Pofque-  {MPf  :  {LQY ::  AP  :  AQ  (265  ,  p.  209) 
::  AP  X  PM :  AQ  x  PM ::  PMNA :  Q,BNA\  pero 
los  triángulos  MPT^  Í'QJ^^  que  son  semejantes  por  te- 
ner paralelos  sus  lados  ,  tienen  uno  con  otro  la  misma 
razón  que  los  quadrados  de  sus  lados  homólogos ,  ó  la 
de  (^P)«  á  {LOy  ;  luego  MPT :  LQr ::  PMNA 
:  QBATA ,  6  MPT :  PMNA ::  Lf^Q  :  QBNA ;  pero 

iiferpr=Piifiv:^(277,p.ai2)  ;iuegQ  lp^q  -  qbna. 

Si  de  estas  dos  figuras  restamos  el  trapecio  común 
SOrQ  ,  quedará  LOB  =  ^ONA  =  f^OMT ;  aña- 
diendoel  triángulo  AIT^f  restando  MlN  —  AIT  ,  , 
(L  452)  ;  pues  AT  —  AP  —  MN  ^  los  ángulos  eil 
¿V  y  ^  son  rectos ,  y  los  ángulos  en  I  iguales  (1.347)? 
luego  &c. 

Ttmk  IL  O  3  El 
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F^*  3^^  ^^  í^drado  de  una  ordenada  LO  =  y  if  m 
diámetro  BM  es  igual  al  produtto  de  la  abscisa  MO^ 
que  llamaremos  u ,  por  el  parámetro  q  ^/  mismo  diá-^ 
metro. 
4^  Los  triángulos  LBO^  MPT  ^  semejantes  porque 
tienen  páratelos  cada  uno  al  suyo  todos  sus  lados, 
dan  {LOf :  (TMy  iiLOB :  MPfíiOMT^i  MNAP^ 
pues  (384,p,2 13)  WB-OVMT^  y  (277,  p.212)  MPT 
r:  MNAP.  Pero  como  los  paraielogramos  OMTy^ 
MNAP  están  entre  unas  mismas  paralelas  NO^  Tl^^ 
y  tienen  una  misma  altura  ,  tienen  uno  con  otro  la 
misma  razón  que  sus  bases T/^zi  OMy  y  AP  (L574)5 
luego  (ZO)' :  (T^íT)* ::  MÓ  i  AP  ^  6  yyiuxi  p4H-4ár* 
:  X  i  luego  jiy±:  1^  x  e±^líl  zz  ^  x  (p-+-4jp)  =  jí^, 

por  ser  p^:^^  =1^(281^  p.21  3). 

386  Luego  respecto  de  otra  ordenada  «,  y  su  abs- 
cisa í^  tendremos  z^  ::z.^i  luego  jjy :  zz  ::  qu:  qt ::  «:/| 
y  quiere  decir  que  los  quadrados  de  las  ordenadas  á  un 
diámetro  son  entre  si  como  las  abscisas  correspondientes» 

387  Luego  por  ser jjy zzquyóyzz±VquyS^bi*  \ 
fiere  1.^  que  á  cada  abscisa  u  corresponden  dos  orde- 
nadas iguales ,  una  positiva  OZ ,  otra  negativa  OZ; 
s.^  que  la  equacion  de  la  parábola  respecto  de  sus 
diámetros  es  la  misma  que  respecto  de  su  exe ,  sin 
mas  diferencia  que  ser  las  ordenadas  al  diámetro  oblí* 
cuas  respecto  de  la  misma  linea  >  y  las  ordenadas  al 
exe  perpendiculares. 


De  la  Elipse. 


388    La  elipse  es  una  curva  ABab  en  la  qual  la  su-r 
^'  ina  de  las  lineas  MF^  Mf  tiradas  desde  cada  iiqo  de 
sus.  puntos  á4os  puntos  iixos  F^f^  llamados  Io$/aw> 
siempre  es  igual  á  su  exe  mayor  Aa. 
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La  línea  Bh  perpendicular  al  medio  del  cxe  mayor  Fig* 
ifa  ,  se  llama  el  ^^^  f»^«(?r. 

La  parte  jÍP  ó  Pa  del  exe  ,  que  coge  desde  la  or- 
denada hasta  el  punto  ^  ó  a  donde  el  exe  encuentra  U 
elipse ,  se  llama  abscisa. 

Tangente  de  la  elipse  se  llama  toda  linea  MT 
que  toca  la  curva  sin  cortarla  ;  y  subtangente  la  par- 
te PT  del  exe  que  coge  desde  la  ordenada  hasta  el 
punto  T  donde  la  tangente  encuentra  el  exe  prolon- 
gado. 

La  normal  es  una  linea  MQ  perpendicular  á  la  tan-  ¿o. 
gente  en  eí  punto  de  contacto  iXf ,  la  qual  remata  en  el 
exe  :  \z' subnornlal  es  la  parte  PQ  del  exe  que  coge  des- 
de la  ordenada,  hasta  el  punto  donde  lá  normal  encuen- 
tra el  exe. 

La  distancia  CFzz  Cf  que  hay  desde  el  medio  del 
exe  mayor,  cuyo  punto  es  el  centro  de  la  curva ,  á  ca- 
da focus^  se  llama  la  excentricidad. 

El  par  ¿metro  de  un  exe  es  una  linea  tercera  propor- 
cional al  mismo  exe  y  al  otro. 

Finalmente,  radio  vector  se  llama  toda  linea  fM6 
fMútzádi  desde  el  focus  á  la  curva. 

389  Haremos  constantemente  el  semiexe  mayor 
de  la  elipse  AC6  ^Cn  at  ,  el  semiexé  menor  =:  ¿ ;  la 
excentricidad  Cfzz,c\\^  ordenada  PMznyi  y  la  abs- 
cisa aP  zz  X.  Con  esto  AP  =  Aa—aP  n  su — x ,  y 
AlP  Y.Paíz  (an— 4p)  X  x  será  2ax^^xx.  Pero  quañdo 
el  origen  de  las  abscisas  esté  en  el  centro  C,  llama- 
remos CPzzx  ^Pazz  Ca^^P  será  tf— jr,  y  PA  r: 
CA-k-CP  será  zz  a^x ;  en  cuyos  supuestos  el  prctduc- 
to  de  las  dos  abscisas  AP  x  Pa  será  (a^x)  x  {a—x)  zz 
aa — XX.  ' 

290    El  semiexe  menor  de  la  etlipse  es  medio  pro^ 

porcional  entre  la  distancia  del  uno  de  los  focus  F  ó  fá 
cada  uno  de  los  extremos  A  y  a  del  exe  mayor. 

O  4  Por- 
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Rg.  Porque  yfF  -  AC^-JCF  =  <i— ¿r,  y  tf F  =  aC^CF 
zza^c;  pero  el  triángulo  rectáogulo  BFC  da  (^BCy 
ZL  {BFy—^CFY  ^y  BFzzBfy  porque  los  triángulos 
BCF ,  ¿C]^  tienen  iguales  los  dos  lados .  que  cau- 
51.  san  el  ángulo  recto  ,  y  son  por  lo  mismo  igua« 
les  ( I453  )  ;  luego  BF  zz  Bf.  Y  como  (288 ,  p.2 14) 
BF-^Bf  =  211 ,  sigúese  que  5F-  tf  ,  y  (fijP)*  r:  n'j 
luego  la  equacion  (5C)*=(BF/— (CF)*se  transforma 
en ^^ = a^ — c\  zi  {a — c)  (arH>)=zAFxFa  i  luego  á^— c : 
i  ::  b  :  a-k-c. 

39 1  £*/  quadrado  de  la  ordenada  del  exe  mayor  de 
la  elipse  se  ha  al  producto  de  sus  abscisas  ,  como  el 
quadrado  del  semieixe  menor  al  quadrado  del  semiexe 
mf&or. 

Ya  que  Mf-^MF  —  2a  (288,  p. 2 14%  si  llamamos 
2d  la  diferencia  que  va  de  MF  á  Mf  será  el  radio 
50,  vector  menor  Mf  —  a—d  (115)  ,  y  el  mayor  MF 
será  =:  a-^d.  Luego  (M/f  =  a^—2ad'hdd^  y  (MFy 
z:  aa-^2ad'¥dd  \  pero  los  triángulos  rectángulos  MPf^ 
MPF  dan  {Mfy  =  {PMy'^(JPf)\  (^MFy  zz  (PMy 
4-  (PF)%  y  Pf-Cf^-^Pz^  c—x^y  PF—c-^x^  con- 
tando las  abscisas  desde  el  centro  C;  luego  tendremos 
estas  dos  equaciones. 

á'—2ad^dd  =  j?'-W* — 2cx+x'' 
<i'-f-  2ad'^dd  zz  y -Wm-  2rjF+;r* 
Si  restamos  la  primera  de  la  seguuda  ,  sacaremos 
4,ad  =  4rj;  5  de  donde  sale  </ —  ^  =  v  y  ¿*  =: 
^.Substituyendo  estos  valores  ácd  y  dd  en  la 
primer  equacion  ,  sacaremos  aa'^2cx'i-'~  z=iyy 
H-cc — 2cx'^xx.  Con  borrar  en  cada  miembro 
— ücx  ,  y  trasladar  ,  saldrá  aa — ce — xx  h-  ^ 

=3  Jtyy  ó  (aa-^cc)a^'-^xxaa'^c^x*  m^  ^^J{y  5  y  tenien*- 
do  presente  que  aa^-^czz  bb  (290  >  p*2i5)  ,  y  por  lo 

mis^ 
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inisino  (— «•  +  c*)  XX  =  '^bbxx  ,  echaremos  de  ver  Fig, 
que  la  equacion  se  transforma  en  bbaa—xxbb  =  aayy^ 
ó  b\<i^ — x"")  =  aciyy ,  de  donde  se  saca  yy\  aa —  xx  :: 
bb  laa. 

392  Luego  los  quadrados  de  ¡as  ordenadas  al  exe 
wqyor  de  la  elipse  tienen  unos  con  otros  la  misma  razón 
que  los  productos  de  sus  abscisas  correspondientes* 

393  Luego  si  sobre  el  exe  mayor  ^a  como  diáme   Sil. 
tro  trazamos  un  círculo ,  y  llamamos  2b  el  otro  exe 
Bby  será  (1.534)  iP^y  =  j4P  x  Pa ;  por  consiguiente 
{PMy  :  CPNy  ::{CBy  :  (CAY  ::  bb  :  aa.  Luego  fi- 
nalmente PM :  PN libia. 

3  94   La  equacion  (291,  p.2  i  6)^0^  =  b^  x 

lo  que  niamñé$ta  que  á  cada  abscisa  CP  corresponden  5a 
dos  ordenadas  iguales ,  1^  una  positiva  PM^  y  la  otra  ne* 
gativa  Pm^  a.""  Si  en  la  equacion  j^  =  i±r-^(íi*—^') 
hacemos  x:zza^  será  j^izr  05  pero  si  hacemos  x>aj 
la  cantidad  ^Vla^-^x^)  será  imaginaria  5  luego  /a 
elipse  no  pasa  de  los  extremos  Ay  2l  del  exe  mayor. 

395  Sí  contáramos  las  abscisas  desde  el  vértice 
i^,  el  producto  de  las  abscisas  sería  2ax — x^ ,  y  la 
equacion  de  la  elipse  y  =  j^(a' — x^)  se  conver- 
tiría en  y  =:j^(  2  ¿mp — X*). 

396  Una  vez  que  el  parámetro  p  del  exe  mayor 
se  halla  con  hacer  2a  i  2b  11  2bi  p  (288  ,  p.  2 1 4)  será 
-K-2a  :  2b  :p  ^  que  da  (I.2  10)  2a  :  p  ::  4a* :  4^% 

esto  es,  f  =jS-=^  ,  ó  -¿-  =  ii.  Y  si  en  las 
equacicmes  de  la  elipse  sacadas  aates ,  substituimos 
«n  lugar  de  —  su  igual  -^  ,  sacaremos  y  = 


.(a'^.^x^)  —  -ií- Cil    é  •*  —  <ijf—  íil 


Si 
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Fíg*  3  9  r  ^^  ^^^  dosexes  fuesen  iguales  ,  las  equa- 
ciones  y  =  -^(a^ — ^*),  é  y  =:  '^{2ax — xx)  se 
reducirían  áy  z:=  a* — jf%  é  y  =  a^jp— xjp  ,  las 
quales  pertenecen  al  circuló  i  luego  ^/  circulo  es  una 
eüpse  cuyos  dos  exes  son  iguales. 

398  Para  sacar  la  equacion  de  la  elipse  respecto 
fji.  de  su  exe  menor ,  consideraremos  que  Mp  =  CP  =  z^ 

y  Cp:^PMz:=^y  ;  y  como  por  lo  probado  (29i,p.ai6) 
j¡¡y  :  aa-^xx  ::  bbi  aa  ^  sacaremos  aayj  =5  ¿¿oa — bbxx^ 
que  da  ¿¿xi:  =z  iiai!^¿ — ^^U{y  9  de  donde  sale  xx  ;  bb 
^—yy  ::  ^^  :  bb  ^y  xx—  -^  (bb—yy). 

Por  consiguiente  el  quadrado  de  una  ordenada  a¡ 
fxe  menor  se  ha  ai  producto  de  $us  abscisas ,  como  et 
quadrado  del  semiexe  mayor  al  quadrado  del  sendexe 
menor. 

399  De  la  equacion  x^  =  -^(¿* — f)  ,  la  qual 

^di,  xzzzdtz  -j^Vi}^ — -y)  sacamos  i  „°  que  á  cada 
abscisa  del  segundo  exe  de  la  elipse  corresponden  dos 
ordenadas  ,  la  una  positiva  pM ^  la  otra  negativa  pmi 
luego  el  segundo  exe  divide  la  curva  en  dos  partes  igua^ 
fes  ,  del  mismo  modQ  que  el  primero  j  ít'^que  j^  no  puede 
ser  mayor  que  bf 

400  El  parámetro  q  del  exe  menor  de  la  elipse  se 
saca  con  hacer  2b :  2a ::  2a  :q;  de  donde  sale  (1.2 10) 
2b  :  q  ;:  4^* :  4a* ::  b^  :a\ó'^zz^.  Y  si  substi- 
tuimos este  valor  de  ~r  en  la  equacion  de  la  elip- 
se correspondiente  »1  exe  menor  ;  sacaremos  x^zz 

401  Zas  dos  ordenadas  jurgas  que  pasan  por  elfo^ 
cus  V  de  la  elipse  son  iguales  al  parámetro  del  primer 
exe. 

Por- 
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Porque  s\  en  laeqiíaciony  r=  ^(^*— -a?*)  supo-  Fig* 
nenabs  jf  zz  c^  se  transformari  eny=-^x  {a^-^c^) 
=  TT 9  por  ser  hb  zzaa  —  r^  (2 90 ,  p. a  i  5) ,  de 
donde  sacaremos  jr  z=-^,  y  í2j^=:  ^  =:jp  ,  por- 
que (296,  p.  2  I  ?^)  2/x :  2¿  ::.p=  ^f  =*4^. 

402     Cuestión.  JVríir  um  t(fngente  á  ¡a  elipse  por 
uno  de  sus  puntos  M  determinado. 

Prolongúese  el  radio  vector  JFWde  modo  que  ML 
s=  Mf^  y  después  de  tirada  la  X/^  tírese  por  su  me^ 
dio  /,  y  el  punto  M  la  MT^  esta  será  la  tangente  de  la  52. 
elipse  en  el  punto  dado  M.  *^)  ' 

Con  efecto  ,  ningún  otro  punto  Tde  la  -MT^  de 
la  elipse.  Porque  FM-hMf=z  FL^  2a  i  pero  por  %ét 
Mfz=z  ML^  y  MT  perpendicular  al  punto  medio  /de 
ia/Z  ,  todos  los  puntos  déla  AfJ estaña  igual  distancia 
-de  /  qiie  de  L  \  luego  ÍX  =  2^  ( I.  352  ) ,  luego  TF-\^ 
TL  ^TF^rfi  pero  TF^TL  vale  mas  que  FL  =  2^} 
\xM^goTF'^TF>2a  ,  y  por  consiguiente  el  punto  y*no 
es  de  la  elipse.  Lo  mismo  se  probará  de  otro  punto 
qualquiera  de  la  MT  que  no  sea  el  punto  de  contac- 
to M. 

"  403  Luego  kt'&ñgulos  que  forma  la  tangente  de  una 
elipse  con  los^  dos  radios  vectores  que  rematan  en  el  pun- 
tú  de  contacto  son  iguales. 

Porque  el  ángulo /iíf/=:  IML  (I.494)  ;=  TMF  su 
opuesto  al  vértice.  ^ 

404    Cuestión.  Hallar  la  expresión  general  de  los 
radios  vectores  FM ,  f  M  de  la  elipse^ 

Llanaáréoios  2d  la  diferencia  que  va  de  FM  á 
fM ,  y  será  (291,  p.2  1 6)  ¿  =  -2L ;  luego  FM 

z=:a^^=.¡:^,yfM=a^^zzz'^. 

40¿;    Cuestión*  Hallar  la  expresión  de  la  subnormal  ga. 
PQ  de  la  elipse. 

Las 
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Fig.  Las  lineas  QM  y  /T,  perpendiculares  k'MT 
han  de  ser  por  precisión  paralelas ,  y  por  consi» 
guíente  TI.  502)  FZ  rr  2<i :  i5^=  2<? ::  ML  —  Mf^=: 

'■^  (304 ,-  p.  =»  1 9) '  af  =  ^c  X  íi^/ü  = 

~^.  Pero  PJ2  :^  Qf—Pf,  J  Pf=  Cf—CP 
="-*  5  luego  PQ;  -  '-^í^fíl  ^^  h-^  =  fíí=íü 
i:::;^  *J5. 2=  -^,  con  reducirlo  todo  á  quebrado,  bor- 
rar los  términos  que  se  destruyen,  y  tener  presen- 
te (290  ,  p.a  I  s)  que  <«»  —  ce  ^s.  bb  y  y  -^  ^ 
¿.(as6,p.ai?').      ■'  ■ 

4C)6  V .  Cüesitíonir  HaJhtJa  eftpresion  de  la  mbtMgen- 
teV'T  de  la  elipse. 

Sí  desde  él  punto  Q  tiramos  i  la  tangente  la 

perpendicular  QM  ,  el  triángulo  rectángulo  QMT 

52. dará  (I.  saa)  fíP  •  í*^- ^^:  í'í'==í^  =r 

y^ í  pero /  ==:  ^a^-^') ,y  PQ=^ ^-  (305, 
p.3 19)  luego  Pr=:i-^^7 —  =  Vi47.       ..:- 

407  Luego  I  •""  CP  X  PT  —  ¿'-r*' ,  y:  por  consi- 
guiente ,  si  haceoios  PTzzSj  será  S^^zz  ^*-t-«'.  ' 

408  2.^  Luego  CT  =:^ ,  por  ser  Cr  =  i^i^ 

H-JT—  i —  — • 

409  s.^'DeCTrzz—se  saca  xiawa:  CT  ^6 
CP  :  Cíí ::  CaiCT^  lo  que  está  diciendo  que  fa  CT  se 
halla  sacando' una  tercera  proporcional  á  la  abscisa  y  ai 
primer  semiexe» 


De 
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l>e  la  Elipse  comparada  can  sus  diámetros.  ^%* 

410  Diámetro  de  la  elipse  se  llama  toda. linea  la 
qual  ooax)  ilfm  pasa  por  su:centro  C,  y  remata  por  «m^   53. 
bos  lados  eat  la  ckomfereiida  de  la-  eJipae. 

Toda  linea  iVif  que  á  un  tiempo  pasa  por  el  centro 
y  es  paralela  á  la  tangente  MT  tirada  por  el  eoctremo 
If  tie  Uta  diámetro  ^  se  llama  diámetro  conjugado  del 
primero  Mm  ^  y  rcfdpcocamente.  En  general ,  dos  diá- 
metros son  cóigugados  siente  que  el  uno  es  paralelo 
á  lá  tángeme  qne  pasa  por  elorigoi  del  otro. 

Toda  linea  LO .  tirada  paralelamente  &  la  tangente 
^r. desde,  un  punto  qualquiera  Z  de  la  curva  hasta 
encastrar  d  diámetrü^aellama  ordenada  ni  mismo 
^iámetrok .  . 

Finalmente  ^  el  pafámetro  f  de  un  diámetro  es 
una  tercera  propordooal  al  mismo  diámetro  y  á 
su  coiqugado  ;  por  manera  que  si  hacemos  Afm  =s 
id  y  Nn  s±  9lf  ^  ^1  parámetro  de  Mm  será  —^ 

y  el  de  iy/i  será  ^/tt'  •    ^ 

41 1  El  triángulo  PMT  que  causan  en  una  elipse  la  ^a 
tangente ,  la  subtangente  y  y  la  ordenada  correspondien^ 
tes  á  un  mismo  punto  ,  es  igual  al  trapecio  uRMP^que 
forman  la  abscisa  iSf  ^la  ordenada  PM ,  la  tangente  en 

el  vértice^  y  una  recta  CMRquepasa  por  el  punto  ék 
eontactoMyypar  el  centro  C. 

Porque  como  ^09,  p.a3a)  CP  :  Ca  ::  Ca  :  CT^  y 
CP :  Ca;:  PM;  ak ,  por  ser  paralelas  PMy  aR  ^  %t^ 
nCa:CTr.PMjaRyy  Ca  x  aR^PMxCTj  4 
^^£i;L:=2  ^^£í^.  Pero  eites  cantidades  son  iguales 

á  los  triángulos  CMTy  CdR  (1-55  i)  ;  luego  s¡ 

de  «stos  dos  triángqlos  iguales  se  ^  quita  la  parte 

comiín  PMCy  tendremos  TPM:=zMPaR.  Luego 
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Fig.  412  !••  Un  tri4ngulo  QLf^  cuyo  lado  Qt  es  una 
ordenada  al  exe  j  el  otro  ladb  una  ordenada  al  díame- 
tcb  :^m,  la  qual  rekhata  eoíd  punto  ^ del  ejté,  y  cuyo 

^ :  tercer  lado  es.Ia  parte  deLexe^que  coge  deMlesu  otde^ 
nada  hasta  el  pt^ntordel  mismo  ete  donde  te  eDCuehcra: 
la  ordenada  al  diámetro ,  será  siempre  igual  al  tcapecío 
oornespondíentie  QJKRd. 

PorqueJos  triángulos  semejantes  PMfT^  Q^  daa 
MPT  tQLffni:PM)^:  (QLy  tt  {Cii>*^CP)^i<£Síiy 
^CQy'(2Q2^p^vf}u^MPnR  iQMRa  < porque  lafl 
diferencias  delds tnáo^gulds  semefances  CRa^  CPM^  y 
CRa  9  CQK  siguen  la  niísnia  raaon  qtie  las  diferencias 
de  k>s  quadrados  délos  ladosbomóto^)  {luego  PMTi 
QLfT  ..PMRitiilXkRi^  pert?  PMT^  ¿  JW«»(3ii^ 
p.  22 Oí  luego  QL/^  =  aRQK=  QKMT ,  conquiíat 
oRMPj  y  añadir  su  igual  .rjlf  A,   ^i  . 

413  2.^  Luego  el  triángulo  ¿OJFe»  igual  al  trape^ 
do  correspondiente  AíOf^T.  Porque  acabamos  de  pto^ 
bar  que  QLf^ ^Q^J^Ti  ly^^j^^j^heam  la  parte 
común  fi AO^,  sacaremos  LQK=  MÓVt. 

54.  414  Todos  hs  diámetros  *de  la  eiips^estin  divididos 
por  medio  en  el  céfiro. 

Porque  %i  tiramos  las  ordenadas  MP^^  mp^  tomata 
do  CP  =  Cp ,  será  por  k  naturaleza  de  la  elipse  ,  MP 
=  wp  ,  y  los  triángulos  rectángulos  CPM^  Cpm  ten-^ 
drán  dos  lados. iguales  ;  hiego  serán  Igttates  sus  hypo^ 

54.  tenusas ;  luego  estos  triángulos  tendrán  iguales  todos 
sus  lados  y  sus  ángulos  ;  luego  MCm  será  una  linea  rec- 
ta ,  y  el  diámetro  Mm  estará  dividido  por  medio 
enC.  •      ^ 

415  El  fuadrado  de  ma  ordenada  LO  td  díáihe^ 
tro  Mm  de  la  elipse  y  se  ba  el  producto  MO  x  Om 
de  las  abscisas ,  coi/nq  el  quadrado  del  semidiámetro 
cofrífigado  NC»  al  quadrado  del  primer  semidiámetro 

Llamemos  y  la  ordenada  Lú ;  2d ,  el  diámetro 

Mm^ 
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setk  etí  t9»9iiBépaestOÁ  MO  X"  Om  ss  tut-^ix:  Tñré- 
mos  )ahomnIa  JVÍ>  i^i^ela' á  ¿AT ,  los  trünguíbii 
J\rZX?  V  iÉOff  sííríui .  semejántielí ;  luego  {LOy :  <'iVC)« 
s  LOKrNCDy  peto  los  triátigulós  semejantes  CMT,  54. 
COA'dao.íeJiíO»}  (CO;)»  :>  CMT'.GOf^i  lueffó  divi- 

dendo(CjlO*'Kí*5*<(^^*«<?^^--<^0^^ 
QMTz:L9Kt  NGfi  (  pi*  ser  £0K  =  ilfOi^^in  ^  y 

iVeí?  =  CAfr(3i3,  p.a2a) )  n  (i»)*  t  (iVCVj  luego 

(cjuy^coyy  ^  ícm^^co)  x  {CM-<xh  « (<w-ó 

De'  aquí  áe  saca  jy  t'ák-^xx  ::  bh :  aas 

416  iiUegOi  I  /  j/  =z  ±  -T-y^^*— 'af*)^  y  por 
lo  'mismo  á  cada  abscisa  correspoDcíen  dos  ordenadas 
Iguales ,  la  una  positiva  ^  y  la  otra  negativa  ,  luego  en 

^:.  4ir  .  4.''(£Fl]d>vÜz.que  ivfeápecte  de  los  diámetros  sé 
sacA  Í?.iW9O^«fiU0OÍO9  (391  r.^2\%^  qite  respecto  de 
lo$  pees  ,  ^jg^C39  que  jrespecto  de>  los.  parámetros,  de 
los  dí^n)etr/c^y^'j^;respecta,de  los  díánieiros  conjuga- 
dos será  Ja  oaistpa  e^ua^^jpQ  que  respecto  de  los.  ej^es^ 
Lqi^íos'dia^ettc^  tieoea^ás  (QÍsnías  propiedades  que 
ip^  po  jmecvíei^en  los 

focus.'^ '  '•     •  '    '    ^' 

l^j^Q  SI  copiárnoslas  abscisas  ^esde  el  vértice  del 
diámetro ,  tendeemos  yyi  2ax — xx ::  bb :  aa.. 
•    ^f^  :  S^'S^HPPn^oips s^.=^ Q f  saldrá j^^HH  .í.     .; 
.^  4^9  '  *<^^^í;(fe  los  exlrenfofUi ,  N  rfe  rfo^,  diámetros 
conjugados  iiramos  las  ordenadas  MP ,  KZ  i^/  ^o^^  mit* 
j^  d^  ia^um^^elifie  ^filquadrado  de  una  de  las  abscisas  SS* 
X^X  y  la  quúi  coge  desde  el  censro  C  bjtstauna  de  las  or^ 
áenadas  ,  es iguaJ af  producto  délas  abscisas  AP  x Pa 
$orresp9hdicnt0s^motraordenaiia.    .    . 
.  , lamemos Jv44^í  77?  ==  ^í  CZ-u  ;  los  trián- 
ipuíosseifagantes  TMT^NZCá¡iiin(TP)^  :  (CZ^* 


. 
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Fig.  :;  (PJUy  :  iZN)*  ^  esto  es,  /•  :  V  k.^'  :  jf  n 

aa--4m  (9921  p.217) ;  luego  con  subsiituír  sx  en  lugac  ^ ' 
de  su  igual  aa^xx  (307  ,  p.Mo)  9  7  poner  el  terceé 
término  en  lugar  del  segMiido  jS^  :$jc  ::  uu :  $m — te ,  ó 
con  partir  los  dos  término»  de  la  primer  razón  por  Sy 
y  iqultii^icarlos  despuek  por  x^sxixxmm:  aa-r-uu  ^y 
componenda  $x :  xx-f-s:i:  v.tsn:Wif  Ásxt4mt:xx'{-sx't  Mm 
Pero  aa  s:  xx^sx  (307^  p.2ao) ;  lu«galjr  :3s  aa-^ix^  rx) 
=  áia — mí  y  y  mi  =:  áiii — ^a?x  ^ 

420  Como  de  la  equacion  j^jrz^z  ii-  x  (tf*— áP*) 

se  puede  sacar  ^  =:  atí—jr^p ,  sigúese  que  respec- 
to de  la  ordenada  ATZ ,  llamada  z^  tendremos 
í^  r=  {aa — uu)zzi  xx  ^  lo  que  da  bbxx  zzz  xxm  ,  ^ 
í  X  xzizzxa. 

421  Si  tiramos  la  CT  perpendículo  á  'MT^Um  ^ 
triángulos  semgasstes  CJSN ,  JCr  darán  iVC;  i^^ 
55. :;  CTzz:~r  (3^^,  p.^20)  :  Cr  5  luego  con  sub^ 
tituir  *jr  en  lugar  de  az ,  CATx  C2^=  oik  Pero  si  tira- 
mos la  NS  paralela  i  la  CM^  se  originará  el  parale- 
logramo  MCNS  formado  por  los  semídíimetrps  con- 
jugados ,  el  qual  =:  NC  x  CT:=:aby  por^e  NC  el 
la  base ,  7  CTla  altura  del  paralelognuhb'C^A^JT^ 
Luego 

Eí  paralelogramo  que  forman  dos  sernidiámeiros  co^ 
jugados  de  la  elipse  es  igual  al  rectángulo  de  los  semt^ 
exes  i  y  por  consiguiente  el  paralelogramo  de  dos  didme^ 
tros  corrugados  qualeSquieraj  siempre  seirá  igual  át  fec^ 
t ángulo  de  los  exes.  * 

Sí  el  punto  Z  coincidiese  con  P,  las  ordenabas 
yjz  serán  Iguales  ;  y  como  los  semidiámetros  con* 
jugados  C^  9  CN  son  las  hypotenusas  de  los  trian-* 
gulos  reaáogulos  iguales  ,CPM^  CfjfZ^  serán  ijgítíí--- 
les  uno  con  otro ,  y  tendremos  CP  =¿  C¿^  6  i  ^Uy 

r 


PZZá 
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y^ixn^iuté*  Si  este  valor  de  uu  se  substituye  eá  la  FigJ 
equacion  uu  zzaa^—xx  (  319  ,  p.  223  ) ,  saldrá  xx  zr 
aa^xx  y  ó  xx-^xxziaaj  ó  2xx=zaa  j  lo  que  da  xjr=r 
II X  -j- ,  ya:  x'iix':  -f .  Por  consiguiente  con  to- 
mar CP  media  proporcional  entre  la  mitad  y  la 
quarta  parte  del  exe ,  y  tirar  por  el  punto  P  una 
doble  ordenada  j  esta  determinará  los  dos  puntos 
por  los  quales  y  por  el  centro  C  se  tirarán  dos  díá-^ 
metros  conjugados^  iguales.  Y  como  en'  cada  lado 
del  centro  Ó  tío  hay  sino  un  punto  que  dé  a  t 
x::  x:  -^  y  y  cada  uno  de  ellos  da  los  mismos 
diámetros,  hemos  de  inferir  que  en  la  elipse  no  bi^ 
mas  de  dos  f^ámetros  conjugados  iguales.  1 

De  la  Hy  per  bola: 

422    La  bypérbola  es  una  curva  AM  de  tal  na- 
turaleza que  la  diferencia   de  las  lineas  Mf^  MF  56. 
tiradas  desde  cada  uno  de  3us  puntos  M  á  los  pun^ 
tos  áixos/  y  F,  ^ue  se  llaman  \o^  focus  ^  es  igual 
á  su  primer  exe  Aa^ 

'  En  esta  curva  el  segundo  éxe  Bb  es  tina  linea 
dupla  de  CB  ,  lado  de  un  triángulo  rectángulo  ,  cu^ 
ya  hypotenusa  ABr:CFy  y  el  otro  lado  CA  es  la 
txutad  del  primer  exe  Aa.  . .  /  ; 

/ .  .Las  Uneas Pilf ,  pM  tiradas  desde  ^acja  punto  M 
de  la  curva  perpendiculares  al  primero  é  segundo 
exe ,  son  las  ordenadas  de  dichos  exes. 

Se  llaman  ^íw¿x  las  partes  Ap  ^  aP  del  exe 
que  cogen  desde  la  ordenada  hasta  el  punto^óif 
don4e  el  exe  enpiienfra  .la  Jiypérbpla^ 

Llámase  tangente xoáoi  line^a  Mt  que  toca  la  cur^ 
va  sin  cortarla  ,  y  sé  llama  "subtangenie  la  parte  Pf$,1. 
6  pt  deí  exe  (\{xt  cdge  'desdé  \i  of^eháda  ixasta  el 
punto  dpjndd^  Ui  tangente  encu^ntlía  el  eke;     ^ 
^l'm.n.  P  Tam- 


fs6       r^  PKTiveiPT&ír  ^^ 

I^.  ;'  Tambieo  es  el  pñrámetro  de  un  ete  de  la  hy^^ 
pérbola  una  tercera  proporcional  á  dicho  ^xe  y  al' 
cftra  .  '  .     .    .  -  .         .  •..      ^  .\ 

,  ,423  Llatnarémos  4  el  pritner  semiexe  AC  á^  la 
bypérbo)a  i  el  semiexe  segundo  9  ¿  ;  la  excentricidad) 

56.  C!FÍ  í  j.  la  ordenada  PM^  *y  í  la  .abscisa  ÁP^^xx  así^, 
P^=z2a+<ír¿  luego  el  producán  de  las  abscisas  sew^ 
rá  2ax^xx.  Perp  si  contáranK>&  Uís  abscis¿^s  des4ft 
el  centro  C,,  y  llanjáramos  CP,  jr ;  sería  Pyl—x—^ 
y  P^zzxi-ap  y  el  producto  de  Jas  abscisas  stxía 


i'- 


*  424  En  la  bypérbola  el  semiexe  menor  es  medió 
feopotcitmnU  tntré  las  distancias  del  uno  de  los  focuS 
f  ó  V  á  los  emtremis  a  y  As  del  "^éxe  ma)^:     -  *    ^ 

Porque  el  triángulo  rectángulo  BjíC  da  (BCy 
=(jíBy^(CAyiP^  (a«^  vi-  «¿i)  AB=CF=ci 
luego  b^zzc^ — ü^'zziic-^a)  x  (c^a)  i  \\xe^o  c—a  :  b  :: 
k  i  6^0.  ^      "  .-::  '.'   '■'.,,    -Z       '\ 

42g  El  guadrado  de  tma  ordettada  qualquiera  al 
primer  exe  de  una  bypérbola,  sé  Jba  £  producto  di 
$idf  abscisas  ^  (omo  el  quadrado  Jel,  semiexe  wenor  a¡ 
quadrado  del  semiexe  mayor. 

Porque  Mf—MF:=:  2a  (  329  ,  p.  225  ) ;  si  Ma- 
níanlos 2q  la  sümafM'^FMj  será  el  ractio  vector 
iveoor  c:  FMzzq^^ay  y  fM  =r  q^ai  pero  los  triáiH 
gulos  rectángulos  FMP  ^  fMP  dan  {FMf:=i{PMf 
MFPf.^  (fM)^z=:(fPyMPMy^r  de  adonde  sesbcaa 
estos  dos  equaciones  ■  >    ^'  ^  .  .  > 

■  *  .   .  •    > 

*  ..^      r    <ííj--^aq'iraazzyyi<C'rr-9cx+xx^ 

V.,.    !  ,     £j4-2aí+«a:;5j{y+^cHr2rjrHr4rj?*  .     , 

Si  restamos  la  jpriméirs^  dé  la  segonáA^ssie  44^ 
4k£  ,'úéáonátszteq:±^^^ 
substítMin^os  estos  valores  de  f,y  g*  eA  la  prime- 
ra cquacjpil) ,  tiak  4^  fT?-  A<W^;^  n*  =  jy  -4-  ct 


DE  SECCIONES  CÓNICAS.        avf 

>7-3^jr-HJÍu^  5  borrando  -r^t^jren  ainft>o$  miembros,  ^v* 
y  trasladando,  ~—jrjr-H<i4—^r  srjjy.  Quitemos 
ti  denominador  ,  y  saldrá  ccHx:e^ — ^tf  x  jtjt  -4- 
{jia — ccytitrzaayy j  6  bbxx — bbaaz:iaayy \pot  ser 
r^f— aa==:*A(3a4,p..aa6),  y  por  consiguien- 
te aa^cci — bb)\  íüego  bb{x* — a^^zzíaayy'^ó^ 
dond».  sáte  yy  :  W-wia  ::  ^^  :  oa ;  luego  &c. 

426:  Luego  i.^Sff  ^  bypérbola  los  quadrados  A 
las  oréenádas  están  unos  con  oítqs  como  hs  productM 
de  sus  abscisas.  *        ,      , 

iaca  la  cquacwn  d¿  Íahy¡ié^  é  66» 

á^r^:±:|-\/(4í?*-r-^?);4edondese  infiere  (a  49,p.ao4) 

^ue  cada  líbscisa  CP  tiene  dos  ordenadas  una  positi^ 
va  y  otra  negativa^*  - 

-t  438  jr^T  '^  íiaoemos  *  ^  ^— 4PS:*y  sácatenos 
y=i±:j\/'{x^^a^t=zOy  de  donde  se  sigue  (ágo^ 
p.  ic6)  qué  la  cuirvá  pasa  por  tos  dos  vértices  Aja. 
de  extiende  del  lado  de  Figuaf mente  que  ácia/^  y  se  > 
cotiipoqe.la  hypérbola  deudos  cuivas  AM ^  am  lUt* 
madas  bypírbolas^  conjugáMS  ,  cuyas  ordenadas  son 
tanto  mayores  ,  qiiantp  mayores  son  las  abscisa^ 
Éstas  hypáfbolas  conjugadas  son  iguales ;'  porque  si 
coniaq^ios  ías  abscisas  positiva^  y  nef^tivás  ,  con  tal 
gue  sean  Iguales,  la, cantidad  jp*  siempre  será  ün^ 
ixdstT^'Sr  suponem  Cdlít^CAj  y  seri  ima- 

ginaria^^ tiUtgo  (  ¿¿4^  p.  2O8  Vcsía^  curva  no* tiénfe 
punto  ^kl¿'uno  ^ué  "co'f responda  á  las  abscisas  tomaf- 
das  enytre  a  y.A^ 

439    Sr'sacirambs  la  eqüaeion  de  la  hypérbola 
comando  las  absdsas  /desde  el  artice  A^  ti  pro^dud^ 
40  dé  las;4ns(batjstfiif^4^^ 
^  j  *  í  3   *  equa- 


^        ^       TltlNCITIOS     ^ 
•f^-  equácioh  de tsta  curva. y'  z=z i!í(ür'-^ii?) ,  será^' 

,  430  Una  vea  que  el  parámetro  p  dej  piiinet  cjip 
se  halla  (322,p.235)  coa  hacer  2á:2b:i  2¿:p^  de  dond^ 
sacaremos  (3  i2  a,  p.  2  2  5)  2a  :  p  ::  4^^  :  4*' ::  ct' 


—  '^^ 


":  ¿^  5  sigúese  que-^  n:;^  5  y  sí  en  la  equácion  de 
la  Jiypéíboía  substituimos  este  valor  dé  j^,  saqáre- 

w*-jrx)=yw-h-S!.^  equaciones  de  la  bypérbola  res^ 
I)e(to  4^  *su^  parámetro.  '  ,  '      ^^ 

'    4^  ^    Quahdo  son  ízales  los  éxés^  de "  la  'hyperbola 

••'  a':±:á!^*  ,  y  Tí  =  1 5  y  la  eqnadotí  dé  Ik  fiypétbóS- 
(la  es  éntómriBs  y^  =  jp* — <i*  j  <5  j^^  ±:2ax^xir^-ú  iJt 
4:uepi^Q  ¿las , abscisiis  desde  :el  vértice:^^.  £p  este  cai^ 
la  hypérbola  se  llama  equilátera.,  u  .v 

<    432  :  Para .  síkü^  ¡b  tqtmiw  di  h  i^ypérhln  res-^ 
pecto  íkl  si^ffmdo  exe^  consid^rarémojs  que.  la-  ordém^ 
da' Mp  ar  segundo  exe  es  Mp  ^CPzzx\  y  ¡que  1^' 
^  •absci$a  Q  =  P7lf  =j^/y  com^  por  lo  probado  po(t¿ 

5^*  [ha' (325  ,  -p.  2Í26)  W  :,  xx-^a  ::  hh  ;  aa:^  será  %h¿x 
^TtaaBb-^aayy ,  de  donde  se  saca  iíáf  :yy-hbb  ::  aa  íbb. 
"Luego  1.*^  el  quadradó  de  una'  ordenada;  quálqüie-i- 
*xa  al  áegündó  exe  dé  la  hypérbola 'es  á  la  sünria  del 
iquadrado.de  la  abscisa,  y  del  quádfádci' del  *sémi^ 
Segundo'exe,.c^mo,^él/quádradó  dé  lá  mitad  del  pri- 
mero és  al  qüad^adb  de  ;Ia  m^  del  segundo/ Lüer 
¿o  í.*  lí*  éqüacioq  de  lá  hypérbola  respectó  del  se^ 
^uháp»  éxe  00  se  parece  á  \á  que  se  saca  respecto 
del  primero."  '  "  '     -      .  -^ 

, '  433    J^.  ^^.  prQpprcipn  xx.  :yy;\-bb  ::  aa  :  bb  se  sá- 
;ca  esta  |.cq^ado^\4W=-{^  (*^-t-J£y)V  Y  4¿,  ^ 

wtwrg^jr  csaticrf vy(WH^>  5  lí'  <l«al  manífiefr* 

*  '.  ^  ^   *  ta 
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ta  que  i  .tada  abscisa  del  segundo  exe  de  una  hy*  F^. 
pérbola  o^rresponden  dos  ordenadas  iguales  ,  la  una 
positiva  pM^  la  otra  negativa  pm  ^y  por  consiguien- 
te el  segundo  exe  también  divide ,  del  mismo  mo« 
do  que  .el  primero  ^  la  curva  en  dos  partes  iguales. 
2.^  £n  la  hypérbola  x  puede  crecer  al  infíoito ;  y 
por  consiguiente  esta  curva  se  compone  de  quatro 
ramas  iguales  que  se  apartan  al  infinito  del  prime* 
ro  y  segundo  exe. 

434    £1  parámetro  q  del  segundo  exe  de  la  hypér- 
bola se  halla  con  hacer  (322  ,  p.  225)  2b :  2a  ::  2a  t  q; 

de  donde  se  saca  a  ^ :  q  ::  4^*  c  40^ ::  ** :  11%  6  -^ 

=¿^.  Sí  substituímos  e?te  valor  de  -^  en  la  equa- 

Ciogí  de  la  hypérbola  respecto  del  segundo  exe, 

sacaremos  xx^n^^-^  ^. 

43£(  ^^  ^5  ordenadas  juntas  que  pasan  por  el 
focujs  de  una  hypérbola  sgn  iguales  al  parámetro  dei 
primer  exe.  ^ 

Porgue  si«n  la  equacionyc=^¡4^(^*— ^0^"P^ 
nemos  jr:=^,  dicha  equacion  ^e  convertirá  en 
•Xy  =:  ;^  {cc-^ad)  zzi  ^ ,  por  razón  de  ser  hb  zr  ce 
—  aa  {2 24^  p.  226.),  luego  y=:^i  j  y  2j^=: 

436  Cuestión  i.  Por  un  punto  dado  M  de  una 
fypérMa  tirarle  una  tangente. 

Tómese  en  fM  la  parte  MLz^MF^  y  después  57. 
de  tirar  LF^  tírese  por  el  punto  M  ^  y  por  el  pun- 
to /  medio  de  FL  la  MT  ^  esta  será   la   tangente 
que  se  pide. 

Con  efecto ,  ningún  otro  punto  T  de  la  MT 
toca  la  hypérbola.  Porque  fM^FMzzfM^^ML 
rr2ii=r/¿,  yFM-=zML%  y  como  también  MT 

Tom.IL  P  3  €* 
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Fíg*  es  perpendiculaar  en  medio  de  FL ,  todos  lo$  pun-^ 
tos  de  la  MT  están  igualmente  distantes  de  F  qae 
ile  Z  ( 1.352).  Pero  fr—TL  -fT^TF  no  es  igual 
á  2a  :=:fL  ,  porque  á  serlo ,  stvia fTzzfl^LT^  ab- 
surdo manifiesto  (L440))  luego  el  punto  T  no  es 
ninguno  de  los  punios  de  la  hypérbola.  Y  como  se 

57*  puede  probar  lo  mismo  de  otro  punto  qualquiera 
de  la'  MT  que  no  sea  el  punto  Mi  se  infiere  que 
la  linea  MT  no  tiene  mas  punto  común  con  la  hy« 
pérbola  ^ué  el  punto  M;  luego  es  tangente. 
.  437  Luego  en  una  hypérbola  los  ángulos  quefor^ 
ma  la  tangente  con  los  dos  radios  vectores  que  re- 
matan  en  el  punto  de  contacto  ^  son  iguales. 

Porque  como  MT  divide  ( 1-494  )  en  dos  par- 
tes iguales  la  base  FL  del  triángulo  isósceles  FML^ 
los  triángulos  FMI^  MLI  tendrán    dos  lados  FIy 

57*  FM  iguales  á  otros  dos  lados  Z/,  LM  y  y  el  la- 
do i^/ es  común  á  ambos;  luego  serán  iguales  (1.451). 
y  por  consiguiente  el  ángulo  FMI  será  igual  al 
ángulo  LMIzzIMfy  y  por  otr^  parte  el  ángulo 
fMI  es  igual  al  ángulo  XMT  su  opuesto  al  vér- 
tice. 

438  Cuestión  2.  Hallat  la  expresión  de  los  ra^ 
dios  vectores  FM  ^  f M  de  la  hypérbola. 

57.         Llamemos  2q  la  suma  de  FMyfMy  y  será  (325^ 
p.226.)FM=:q'-a  —  ''^ —  a  — í!!l=ií,    y 

fM-qr^a=:^-^a-  '-^ . 

439  Cuestión  3.  Hallar  la  fórmula  de  la  sub^ 
'     normal  PQ  de  la  hypérbola. 

Por  lo  probado  últimamente  la  MI  es  per- 
57.  pendicular  á  la  FL  ^  ó  la  FL  á  la  MI;  por 
ser  QM  la  normal  de  la  curva ,  causa  en  M  un 
ángulo  recto ,  es  por  lo  mismo  perpendicular  á  la 
tangente  evK  M^  esto  es,  á  la  MT^  porque  normal 
es  lo  mismo  que  perpendicular.  Luego  ya  que  la  FL 

y 
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y  MQ  son  ambas  perpendiculares  á  la  MTy  son  pa-  Fig. 
ralelas ,  y  la  F¿  corta  proporcionalmente  las  lineas 
fM  y  fQ.  Luego  tenemos  fL  =zfM^ML  iz-fM— 
FM  -.fF-.'.MLzziFM.FQyó  2a:  2c  ::  ^  : 
Cf^ll'crí'fíí  pero  FP=zCF  —  PC=c—'X',  ^^^ 
luego  PQ^FQ-¥'FP=  ^^—^  ^c^xzh 
— ;,, — =  -^  =  |j  ,  por  ser  ff  — «  =;  ¿*  (  3  34, 
p.236.)  y  7f=£(33o,  p.338). 

440    Cuestión  4.  Hallar  la  fórmula  de  la  subtatt' 
gente  PT  de  la  bypkrbola. 

El  triángulo  recíángulo  Q»MT  da  (I»  522)  Q,P  x  $7' 
P^::P.íf:Pr  =  í^t=^ípero/=t^*»~a^)} 

yPj^^Tí?  luego  con  substituir  en  lugar  de 

{PM)*  y   d?  i^P  ^^^  valores  ,   saldrá  PT  = 

KC^^-a*) 

a*  ^  /  — -  JííZZfL 

.  441     Luego  I.**  CP%  PTzz  JP*--^*  >  y  si  hacemos 
PT=.  s  y  será  ^.ií;  ;=:  4?^ — ^a*,  y  por  lo  mismo  aazzx^ 

442      2  ."^  Luego  CTzrz-^j  porque  Cr=CP. 

•  443  3-^I^el  valor  de  CT=:^  se  saca  ^ :  ¿1 :: 
a :  CTj  6  y  substituyendo  las  lineas  que  estas  letras  re-  g^^^ 
presentan,  CP:  CA ::  CAiCT.  Luego  para  hallar  CT 
se  ha  de  buscar  una  tercera  proporcional  á  la  abscisa^ 
f  al  semiprmer  exe.  Una  vez  hallado  el  punto  T ,  si 
per  3r  y  ^  se  tira  una  linea  MT  ^  esta  será  tangen- 
te de  la  hypérbola. 


P4  De 


Fig. 


s^a  PRIJ^CIPIOS 

Z>e  la  HyperboliL  comparada,  con.  síás  asymtotaiy 
y  sus  diámetros. 


444  Si  por  et  vértice  A  de  una  hypérbota  tí- 
ramos  ia  TAX  perpendicular  i  C/í ,  y  hacemos 
AX  -  AT-  CR ,  las  lineas,  indefinitas,  CTy  CX  ti- 
radas por  el  centró  C ,  y  los  puntos  T  y  X  y  soa 

¿8.  las  asymtotas  6  los  asymtotos  de  la  hypér bola  y  lay 
líneas  DZ  ^  DS  y  MG  ,  MN  se  llaman  ordenadasy, 
y  son  paralelas  1  una  de  las  asymtotas  ó  al  uno  de 
los  exes. 

445  Toda  linea  MOn  que  pasa  por  et  centro  y^ 
remata  en  Las  hypérbolas  opuestas  se  llama  diame^ 

59»  tro  de  la  hypérbolav 

446  Una  linea  bCH  que  pasa  por  et  centro^,  y^ 
es  paralela  á  la  tangente  MT  tirada  al  extremo  M 
de  otro  diámetro  y  se  Tama  diámetro  ^conjugado  deL 
diámetro  Mmi  y  recíprocamente»  En.  general^  se  di- 
ce de  dos  diámetros  que  son  conjugados  uno  res^ 
pecto  de  otro,  quando  el  uno  es  paralelo  á  la  tan- 
gente que'  pasa  por  el  erigen  dét  otra  Ei  diámetra 
conjugado  ¿fi  se  determina  con  tirar  desd^  los  pun- 
tos ^  y  m  paralelas  á  las  asymtotas  ,  las  lineas- ilfifr^ 
mHy.  hasta  que  encuentren  la  JbH. 

447  Toda  linea  LO  tirada  paralela  St  ta  tangen- 
te MT  desde  un  punto  qualquiera  L  de  la  curva 
hasta  encontrar  eL  diámetro  y  es  una  ordenada  del 

6a  misfno^  diámetro. 

El  parámetro  ^  db  un  diámetro  es  una^  tercera 
proporcional  á  dicho  diámetro,  y  á  su  conjugado. 

448  Él  rectángulo  de  las  lineas  DZ,  DV  orde^ 
nadas:  á  las  asynuotas  paraJelas»  al  segundo  exe  CA 

58.  igual  al  quadrado  bb  del  segundo^  ese. 

Los  triángulos  semejantes  CATy  CPZ  dan  a  :  h 

:;  X  :  PZz:z^'^  5  pero  DZ^zPZ-^DP  =  y — j^y 

y 
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yPW=z  Pir^  PD=z  y-+-jr;  luego  DZ  x  D^  Fig- 
=  »-^  -y  =^^"  -  [gx  {/--"n].  cen  subs- 
tkuir  el"  valor  de^j»  (32^ ,  p.  ¡ía^);  pero  ■^— • 
HI-*  H-^=*^?  luego  &c. 

449  De  ta  equacion  DZ  X  D^^  =  bh  se  saca  2>^ 
tb  v:  b  i  Dy, 

4^  Luego  la  hypérbola  jamas  encuentra  la  asyni'* 
tota  aunque  se.  le  vaya  acercando  mas  y  mas. 

Porgue  P^=*f  ,y(PZy=*^-f  pero  {PDf=  58L 
j^*=  ^  —  í^  5  luego  P^ siempre  es  mayor  qi^e 

PZ)  i  quiero  decir  y  que  un  punto  Z7  (fe  la  hypérbola 
nunca  jamas  puede  encontrar  el  punto*  correspon- 
diente ^  de  la  asymtotaw  Pero  como  la  equacion 
DJ?  X  D/^  =±  ¿¿  da  DZ  =  ¿^,  y  DV  va  cre- 
ciendo al  paso  que  la  hypérbola  se  aparta  del  vérti-^ 
ce  it,  se  sigue  qae  DZ  mengua  ^  y  que  la  hypér- 
bola se  acerca  mas  y  mas  á  la  asymtota  CjM 

451  El  producto  de  una  ordenada  qualquieraM^ 
Á  una  asyfntota ,  y  paralela  á  la  otra  asymtota ,  por 
9u  abscisa  CS  siempre  es  igual  al  producto.  AK  x  KC. 

Porque  los  triángulos  semejantes  KAT^  MSZ  61.. 
dan  ilfi*:  ^^  :í  ZM  i  AT—CB  ::  CB  :  Mz  (349)} 
y  los  triángulos  semejantes  AKT^  Miz  dan  AT:r. 
CB  r  Mz  :r  KTrMIi  luego  MS  i  AKv.  KT:  MI; 
luego  MSrAMI-AKxKTy  pera  MI~CS  por 
causa  del  paralelogramo  CIMS  ;,  y  las  diagonales 
Iguales  BAj  CT  del  rectángulo  BCAT  se  cortan 
en  dos  partes  iguales  en  Ky  luego  AKzzKTzzCKí, 
kiego  MSxCSzz  {CK)\ 

Es  patente  que  BKzz  AK 

452  Si  hacemos  CK:zc^  CS  =  x^  MSziyy 
tendremos   xyzzcc^  y  esu   eg   la   ecuación  de  la 
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Fig,  hypérbola  respecto  de  sus  asymtotas,    . 

La  cantidad  ce  se  llama  la  potencia  de  la  by^ 
per  bola. 

. .  453     Ya  que  el  triángulo  rectángulo  CAB  da 
6i.  {B/l)'-—bb-\^aa^  y  AKzzz  ^^^  ,  será  (<íAr)^ 

==  -^-J^'  5  pero  {ABY  =  ( ff C)*-»-  {CAf = **-t-a"; 
luego  ^-^í^  =  iiü--^  5  luego  finalmente  {A^)*=z, 
-^~^;  luego  /¿í  potencia  de  la  by parióla  es  igual 
á  la  quarta  parte  de  la  suma  de  los  quadrados  dé' 
los  semiexes. 

454  Si  desde  la  una  asymtota  á  la  otra  tiramos^ 
una  linea  Rr  que  atraviese  una  hypérbola  ,  las  par^ 
tes  HN ,  rn  que  están  entre  cada  asymtota  y  la  by^ 
^Irbola  serán  iguales. 

62,  Ponqué  los  triángulos' semejantes /?A^Z ,  /í«í^  dan 
RN :  NZ ::  ¡Rn  :  nl^i  pero  de  los  triángulos  seme- 
jantes rnv ,  rNs;  se  saca  rN :  Nz  :;  rn  :  nv.  LuejgO' 
multiplicando  ordenadamente  estas  dos  proporcio- 
nes ,  cacaremos  RN'k  Nr  :  NZ  ye  Nz::  RnX  rn:  n^ 
X  nv  y  pero  ZN  x  Nz  —  bb  (348)  zzf^nxnv  i  luego 
RN  K  Nr  ::z  Rn  X  rn^  ó  RN  (Nn -hnr)  zz  rn  X 
(RN^Nn)^  ó  RJVxNn-^RNx  rttz=  RNxrn-h 
Nn  X  nr.  Borrando  en  cada  miembro  la  cantidad 
RN X  nr ,  queda  RN xNnzzrnxNn^  y  dividien^ 
do  por  Nnj  RN'^nr. 

455  lluego  una  tangente  tT  que  remata  en  las 
asymtotas  está  dividida  por  medio  en  £l  punta  de  con* 
tacto  M. 

62,  Porque  sí  suponemos  que  la  recta  Rr  camina 
paralela  á  sí  misma  acia  M^  hasta  enrasar  coa  la 
curva  en  este  punto  ,  los  puntos  N  y  n  st  con-* 
fundirán  con  el  punto  M^  será  Rn-zzMT^  y  nr 
::z  Mt;  luego  ya  que  RNzzzrn  (354)  ^  será  también 
MTzzMt.         .     .  .  ^       ... 

Los 
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•  456    lios  producios  de  las  lineas  RN y  Nr,  XP  x  Figt 
PY  &c.  tiradas  desde  un  punto  qualquiera  de  la  cur^ 

va  5  paralelas  á  la  tangente  Tt ,  son  iguales  uno  con  62. 
otro  ,  y  con  el  quadrade  de  TM  :z  Mt  —  t. 

De  los  triángulos  semejantes  RNZ  ^  XPV  saca- 
mos ZN :  VP  ::  RN  i  XP  i  y  de  los  triángulos  se- 
mejantes Nzr  ^  jPvI^  sacamos  Nz  :  Pv  ::  Nr  :  PT. 
Luego  con  multiplicar  estas  dos  proporciones  ^  ZN 
X  Nz  :  VP  X  Pv  ::  RN  x.  Nr  :  XP  X  PTí  pero  por  lo 
probado  poco  ha  (  348  ) ,  ZN  x  Nzzzbh  —  VP  x 
Pv  ;  luego  RN  xNrzz  XPx  PT\  y  quando  el  pun- 
^o  N  se  confunde  con  el  punto  M  \  esto  es,  quan-r 
da  rR  llega  á  ser  tangente,  tenemos  XP  x  PTz=l 
MTxMt  =  t\ 

.   4S7    Él  cUáínetro  hH  conjugado  al  diámetro  Mm  ¿g. 
es  igual  Á  la  tangente  TMt  tirada  por  el  .origen  M 
del  diámetro  Mm ,  y  que  remata  en  las  asymtotas. 

Porque  el  paralelogramo  CHMt  da  Mt  r:  CH; 
El  paralelogramo  MTCb  da  MT—  Cb  j  luego  Tt 
-zihH. 

•  458  Luego  ya  que  (355)  Mt  —  MT^  será  bC 
zz  CH.  Esto  quiere  decir ,  que  todo  diámetro  conju^ 
gado  de  la  bypérbola  está  dividido  por  el  medio  en 
el  centro  C  de  la  bypérbola.  Por  otra  parte  se  v'vc^ 
ne  á  los  ojos  que  si  tomamos  típ  = -^P  ,  ó  CP 
nQí,  los  triángulos  rectángulos  PMC^  Cmp  serán 
iguales  y  semejantes ;  lu^o  MCm  es  una  linea  rec- 
ta., y  CMzzCmi  luego  &c. 

459    ^^  quadrado  de  una  ordenada  LO  al  diáme^. 
tro    Mm    de    la  bypérbola^   es  al  producto  de  las  60. 
abscisas  mO  x  OM ,   como  el  quadrcído  del  semidiá^ 
metro  conjugado  es  al  quadrado  del  primer. semidiá^ 
metro. 

Llamaremos  el  primer  diámetro  2^ ;  y  el  se- 
gundo 2b.  Los  triángulos  semejantes  CMT  \  COD 
dan  CM  :  MTzzbC  ::  CO  i  OD ^  ó  a:  b  v.  x:  OD. 
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Fig.  =:^  5  sá  hacemos  AOzzOLny  ^  tendremos  DA 

=  T— ^5  ^F=FO-hO^=?^-hj^5  luego 

AB  Y.AFz^^^  — yy  =  hb^  porque  ^Z>  x  ^F 

r=  (.Sfzy  =  ¿*  (  3S6  ).    Trasladando,    sale 

'•^  —  b^  =y%  b'l^pL  =y  ,  de  donde  ^ 

saca  y :  x^ — a*  í:  ¿* :  a*. 

Hemos  supuesto  en  esta  demostracioa  que  AO  =: 

^6o.  OZ ;   porque  como  CO  corta  rJ  por  el  medio  en 

^  ( 3SS )  9  ha  de  cortar  también   la   paralela  FD 

por  el  medio  en  O  (1.504).  Y  como  ZF=  -^D  (354)^ 

será  también  AOzzOL^ 

3  60  Sígnese  de  aqd  i  .^  que  j^ ==t  4-  V{x^^^)^ 
y  que  por  lo  mismo  á  cada  abscisa  de  la  hypécbo^ 
la  correspoadea  dos  ordenadas  iguales  la  una  posi«* 
.tíva ,  y  la  otra  negativa. 

461  2."^  Una  vez  que  la  ^quacioa  respecto  de  los 
diámetros  es  la  misma  que  respecto  de  los  exes,  la 
equacion  respecto  de  los  parámetros  y  de  los  diá- 
metros conjugados  será  la  misma  que  cespecto  de 
los  exes^  y  las  propiedades  de  los  oiámetros  son  las 
mismas  que  las  de  los  exes,  aquellas  por  lo  menos 
donde  no  intervienen  los  focus.  Luego  si  contamos 
las  abscisas  desde  el  vértice  del  diámetro,  tendre- 
mos yy  :  2aX'^xx  v.  hb  :  aa. 

462  3.^  Si  suponemos  xzuñj  saldrá  ^zio,  lúe* 
go  la  hypérbola  pasa  (256,  p.2o6)  por  los  extre- 
mos M^m  del  diámetro  Mm. 

463  Ei  paralelogramo  de  los  diámetros  conjuga* 
dos  de  la  bypérbola  es  igual  al  rectángulo  de  los  exes. 

€3.  Porque  CKzzAK-Cy  y  Cry^TM—xy  —  cc 
(4S2)=CKxAKj  de  donde  se  saca  CK :  CT  :i 
TMiAKi  luego  los  triángulos  CAK  j  CTM  tienen 
recíprocos  los  bdgs  que  forman  los  ángulos  JK  éT^ 

igua- 
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^alés  por  razón  de  las  paralelas  AKy  MTí  pero  Fig» 
«i  por  Mj  A  nos  figuramos  tiradas  las  perpendicu^ 
lares  MN ,  AD  á  las  bases  de  estos  triángulos ,  los 
triángulos   NTM\  DKA  tendi'án  un  ángulo   recto 
irtiiVy£),é  iguales  los  ángulos  en  2^  y  K^  ypor  63. 
4o  misnK)  serán  'semegaotes  f  luego  IsM :  AJK  li  MN :   : '? 
AD  \  luego  CK\  CTii  MN :  AD  .  y  CKx  AD  re 
Í^2^xMN  PkmCK^  -rfl>  es  igual  al  triángulo  C-^r 
dupíb  de  ACK^  por  tener  umínaismo  vértice  -rf,  y  ser  *  v> 
•^V^  ^CK  (35r)  j  asiipismo  CTy.  MN  ei  duplo 
del' triángulo  CTM—  MCI;  luego  es  igual  al  trian- 
«uto  CmT  diiplo.  de  MCI  y  porque  C/ sr  Jr  (pues 
^  triángulos  semejantes  TCt^  TMI  dan  K?  j  77  :t  Tlrt 

>il/5  y  TMz=z^  (3  55)  ^  luego  T/rrC/)  luego  \  ^' 
ei  rectángulo  CB2^de  los  dos  semíexés ,  duplo' del 
tnáhgulo'C/fST,  es^  igual  al  paralelogramo  CbMT 
]^  duplo  del  triángulo  CMt^  formado  ppr  los  dos 
semidiámetros  conjugados  Cb\  CM;  luego  él  rec; 
(ángulo  de  Ids  exes  es  igual  al  paralelograinó  dé 
los  diámetros  conjugados.     *  ' 

i  De  las  Stcchnes  cónicas  consideradas  en  el  siUdo^* 
.;        •:  sfnétoáoparatraz^lasi  - 

*    464    Las  tres  cuivats  cuyafe  principales  propíeda«* 
-des  acabamos  de  demostrar ,  se  llaman ,  seguñ  dixí- 

mos  al  principio ,  secciones  cónicas ,  porque  resultan 
«de  la  sección  hecha  de  un  cono  recto  con  un  plano,^ 

y  resultan  distintas  (Hurvás ,  s^ün  varía  la  situacibn 
'deV  plano  «ecante.  .  ¿2i 

Si  se  ;corta  el  conoC///  con  un  phmo  y^^iP^  de  64. 

modo  que  este  plano  encuentre  los  dos  lados  CH^CI 

<á  unimismó  lado  del  vértice;  la  sección  AMM'B 

*4ue  resultares  una  elipse.  Hemos  de  exceptuar  eKcá- 

'so  eii  que  él  plano  secsuite  forma  con^l  lado* C/- el 

,"^- ;  mis- 
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Ví§.  mismo  ángulo  que  fjrma  el  otro  lado  CH  con  U  ba«- 
se  9  ea  cuyo  caso  la  secdon  es  un  círculo;  porque 
entonces  la  dirección  del  plano  secante  no  (Hiedte 
menos  de  ser  paralela  á  la  base  del  cona 

Quaodo  el  plano  secante  no  encuentra  el  uno  de 

6$^  los  lados  f  si  ao  se  prolonga ,  resulta  la  hyp^rboia 

Finalmente^  la  secdon  es  una  par&bola  AMM^i^ 
66.  quando  el  plano  sexauíte  es  paralelo  al  uno  CH  de  \i» 
Jados  del  cono.  Vamos  i  probar  estas  tres  propon 
oones. 

I.''  Si  nos  figuramos  que  el  cono  CHI  está  cofr 
lado  con  un  p^o  que  pasa  por  una  recta  tiraJl 
64.  4esde  d  vértice  C  al  centro  dd  drculo  de  la  basQ 
esto  es  ,  que  pasa  por  el  exe  dd  cono  ,  se  origina  de 
^sta  sección  d  triángulo  BCD  que  llamaremos  triéu^ 
0UÍQ  p0r  el  exe.  Cortemos  ahora  el  cono  con  tres 
planos  AIlTJltj  FMG  f  /íM'í  perpendiculares  á  este 
,triáng^ÚlQ5  de  modo  que  los  dos  últimos  sean  pa«. 
Yáletos  á  ta  base  del  cono«  Las  dos  secciones'  FAfG^ 
Hltfl  serán  círculos  que  encontrarán  la  seccioá 
AMM'  en  ^y  M.  Las  intersecciones  FG  ^  Hlát 
19$.  {^tios  de-  ^tos  drculos  ,  y  del  triángulo^^  porrd 
exe  9  serán  los  díánietros  de  lps,n;iismos  drculos.  Los 
intersecciones  PM^  FM'  de  dichos  'drculos  con  el 
^hiiq  AMM'  serán*  (L605)  perpeodicylares  al  plano 
jdel  triángulo  por  el  exe ,  y  serán  á  un  tiempo  orde^ 
ruadas  de  dichos  drculos  y  de  la  secdon  AMM'.  . 
Sentado  esto^  los  triángulos  sem^otes  APCi^ 
API  óütíAP  :  AP'  :t  PG  :  P7,  y  los  triángulos  se- 
mejantes BFP  ,  BHP'  dan  PB :  P'Sr^  FP  :  HFli 
*.  •  ^  {lKitti|dicamDs  <krd4nadamt0te  estas  dos  proporcio- 
nes ,  saldrá  AP%PBx  AF  x  PB  z  FP  kPG  i  HP" 
X  P'I;  pero  por  la  propiedad  del  drculo  (1*^34)  ea 
FP  X  PG  =  (P^y  ,jHFx  P7=  (P'JIfy ;  Iwegp 
.APKPS:AFxFB;:{PMy:P:My.  Luego  loa 

qua- 
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qfiadf adbs  de  íás  ordenadas  de  lá  sección  AMM'  están  FJg* 
lino  con  otro  y  como  los  productos  de  las  abscisas ;  y 
¿ooio  estas  abscisas  traen  á  distintos  lados  de  la  or^^ 
denada  ,  será  AM  xmz  elipse  (292,p.2i7)?  y  quarr^ 
áo  caen  al  mismo  lado  de  una  núsma  ordenad»,  íaL  6g. 
lección  es  una  hypérbola  (3^6 ,  p.227).         ■•    ^  :  Vf 
>      En  virtud  de  los  mismos  supuestos^  y  por  la'i»^  v^ 
tbraleza  del  círculo  ,   tendremos  (PMy  zzPPx  PGL 
(P'My  —  HF  xFI^  ó  {  porque  las  páratelas  PF[ 
FH  iV  FP^  HF  dan  (I.471)  FP  —  HFy,  (FM'f 
=  FP^FI;  luego  (PM)^ :  (FMy  ::  FPx  PG :  FP  66. 
K  FI;:  PG :  FI::AP  :  AP' ,  por  razón  de  los  trián^ 
l^los  semejantes  APG ,  AFh  lueg^  los  quadradoi 
de  las  ordenadas  tienen  unos  con  otros  la  misma  ra'*^ 
ton  que  las  abscisas;  lutgo'  b  «curva  es  (265,  p.boo) 
tina  parábola.  .      •  ^  *  t  ^ 

465  De.  lo  dicho  (296,  p.  2177  l230,p. 2^28)  $» 
sigue  que  si  tomamos  así  en  la  elipse  coma  en  la  hypéo- 
bola  el  origen  de  las  abscis^as  én-  el  vértke,  y  llamamos 
^/r  el  exé  mayor,  Ja  equacíonj|y^tr/>j(r±:^sefá  dé 

amb^s^  curvas  j  y  como  en  el  supuesto  de  ser  a  infi- 
nita y  la  misma  equacion  ,  qué  entonces  se  reduce  á  :^ 
Juy  =  pXy  es  la  de  la  parábola ,  se  sigue  que  ¡a  par  s 
TÁboía  no  se  distingue  de  una  elipse  ct^yo  éxe  mayor 
€s  infinita  y  la  equacion  yyz=:.pxzi=:^  pertene- 
cerá á  las  tres  secciones  cónicas  en  el  supuesto  de 
estar  en  el  vértice  el  origen  de  las  abscisas.  \ 

'  466  Cuestión.  Declarar  un  método  para  irazaf 
íjualquiera  de  las  tres  secciones'  canicas ,  como  sea 
dado  su  dsáfMrb  ^  su  parámetro ,  Ja-  posición  de  sus: 
ir  denadas ,  y  se  sepa  también  si  ft  diámetro  dado  as 
'primero  ¿  segundo  quando  la  curva  sea  una  bypir^ 

Quañdo  se  haya  de  trazar  una  parábola;  sea  AHL  6"^. 
nn  ttiá'ngulo  iséséeles  qiie  tenga  uao^de  sus  lados  m, 
A  el 
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Fjg.  el  díátpctrd  dado  JÍP^  prolongado  indeíiQhamentft 
al  UQÓ  y  otro  lado  de  su  origen  ^ ,  y  el  otro  la* 
do  AL  en. la  tangente  indefinita  Lj4L  que  pasa  poc 
el  vértice  jí.  Figurémonos  que  su  base  HL  se  muer 
7  ira  sien^>re  paralela  a  sí  núsma  ^  llevándose  con  d 
uno  de  sus  extremos  X  la  indefinita  Zrilf  paralela  & 

67.  jíP^  y  con  el  otro  extremo  H  la  línea  HF  paralela 
Á\é1L^  é  igual  al  parámetro  dado  del  diámetro  yíP^ 
la  qual  se  lleva  también  con  su  otro  extremo  F  la 
tecta  Fjtí  movible  al  rededor  del  punto  fíxo  A.  La 
intersección  continua  91  de  las  dos  rectas  FA ,  LM 
trazará  ^  quando  la  linea  HL  se  mueve  dentro  del 
albulo  HAL  y  su  opuesto  al  vértice  ^  la  parábola 
MAM  que  se  píd&r 

Porque,  si  tiramos  la  ordenada  PM  al  diámetro 
AP  ^  los  triángulos  semejantes  AHF^  APM  darán 
AH6AL6  PM  :  HF  :t  AP  i  PM^  y  por  consi- 
guiente (PMf  zzAPx  HFi  luego  (265,  p-aog)  &c 

(guando  los  puntos  F  y  L  están  en  lados  opues- 
tos del  diámetro  AP ,  el  punto  H  ha  de  estar  mas 
arriba  del  origen  A  del  expresado  diámetro. 

Por  lo  que  mira  á  las  demás  secciones ,  se  prac- 

68.  ticará  lo  propio ;  no  habrá  mas  diferencia  sino  que  la 

69.  íinea  LM^  la  qual  para  trazar  la  parábola  há  de  ser 
paralela  al  diámetro  Aa ,  se  ha  de  mover  ,  quando 
se  traté  de  las  demás  secciones  cónicas ,  al  rededor 
del  punto  a  del  mismo  diámetro.  Quando  se  hubíe^ 
re  de  trazar  la  hy pérbola ,  suponemos  que  el  dikm^ 
tro  dado  sea  up  primer  diámetro  i  porque  si  fuera 
ua  segundo  diámetro  ,  buscaríamos  por  lo  dicho  (^^4$ 
y  347)  primero  su  conjugado  y  su  parámetra 

Porque,  si  tiramos  MP  ordenada  al  diámetro  ^tf» 
los  triángulos  semejantes, a P^,  oAL^  y  APM^  AHF 
dan  aP  :  PM::  aA:  AL  ó  AHy  y  AP  :  PM::  AH 
/     iHF.  Multiplicando  ordenadamente  estas  dos  pro- 
porciones j  saldrá  aPY.PAi{PMfMaA}{AHi  AH 
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X  fíFi:  aA:  HF^ 6 ::  a"  r** (2^6,  p.2 17 y  3^0, pi228)i  Fig. 
luego  &c.  (315,  p.  222  y  359). 

Prevenimos  que  en  la  elipee  los  puntos  H ,  a  han 
de  caer  á  paites  opuestas -^pecto  dd*í>ümo  -4  ,  y  á 
pa  mismo  lado  en  la  hypérbpla ,  quandb/  ios  puntos 
'F ,  L  estad"  eü'  partéí  opuestas  Tespectó  'dfei'  diáme- 
tro j4a. 

467  De  lo  dicho  sacarémoi  xxvl' método  uniforme 
V  imf  seguro  en  la  práctica  para  trazar  por  mucbos 
^nios  ma  sección  cónica.  Le'propondi'fiaiospara  íaeMfí- 
se ,  y  será  fácil  apliíaríe  i.  la^  otras^  d¿s  íséécíones.  '  - 
En  la  tangente  AL  que  pasa  por  el  un  extremo  A 
del  diámetro  dado  Aa  ,  se  tomará  la  parte  AG  igual  á  7a 
tu  parámetro  ,  y  se  tirará  la  indeíinica  GF  paralela  á 
Aa ;  se  tirarán  por  el  punto  A  tantas  rectas  AF^ 
AF  &c.  quantas  se  quisieren.  En  la  tangente  indefini- 
ta AL  se  tomarán  las  partes  AL ,  AL  &c.  iguales  á 
sus  correspondientes  GF,  GF&c.  y  se  tirarán  las  rec- 
tas aL  ,  aL  &c.  Las  intersecciones  M^M  &c.  de  las 
rectas  correspondientes  FA ,  La  ;  FA ,  La  &c.  ?erán 
puntos  de  la  elipse  ,  cuyo  diámetro  es  la  linea  Aa ,  la 
tangente  la  linea  ALj  y  el  parámetro  del  diámetro  ^J, 
la  linea  AG. 

'  Para  probar  que  la  curva  es  con  efecto  una  elipse, 
tírese  FH  paralela  á  AG^  y  por  el  punto  L  la  HL  cor- 
respondiente al  punto  F.  £1  triángulo  HAL  será  isós- 
celes  ,  pues  AL  =.  GFó  AH ,  según  suponemos ,  y 
HFserdL  igual  al  parámetro  del  diámetro  Jíii;  concuer- 
da ,  pues ,  esta  construcción  con  lo  dicho  (366\ 

Como  llegan  á  ser  muy  grandes  las  lineas  GF^  AL 
quando  se  han  de  hallar  los  puntos  M  inmediatos  al 
punto  a  ;  podrán  servir  para  hallar  estos  puntos  la  tan- 
gente al  que  pasa^per  el  otro  extremo  a  del  diámetro 
Aa^  y  la  linea  ¿-/paralela  á  Aa^  conforme  lo  está  di* 
ciendo  la  figura. 

Si  se  tiran  las  ordenadas  MV ,  MF  &c.  paralelas  á 
•T(W,JX  Q  la 
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a  tangente  jííL  ,  y  se  prolongan  al  otro  lado  dd  ¿iir 
metro  yía  hasta  M^  M8lc.  de  modo  ,  que  todas  estén 
divididas  en  dos  partes  iguales  por  el  expresado  diáme- 
^tro  i  es  constante  que  los  últimos  puntos  M  serán  taa%- 
bien  de  la  elipse. 

Pqd»  servir  una  misoui  abertura  de  copipas  GF  6 
AL  para  señalar  en  las  lineas  GF^  AL  quantos  puntos 
F^  F8lc.  L  )  L  Süc  se.  quieran }  porgue  siendo  en  vir* 
.lud  de  esto  iguales, unas  con  otras  todas  estas  partes» 
cada  GFsepíi^^ualá. la  correspondiente  AL^  y  este  et 
él  fímdjupento  de  1^  demostración» 


DE 


DE  LAS  FUNCIONES. 

468  T^^^  1^^  cuestiones  que  los  matemáticos  se  pro- 
m2j  pOQCD  eneran  siempre  ó  quasi  siempre  va- 
tías  canttclades  de  cal  modo  enlazadas  unas  con  otras, 
íjfM  quaAdo  alguúi  de  ellas  padece  alteración ,  sea  lá 
qué  fuere  j  dé  incremento  ó  decremento ,  también  la 
experimentan  otras ,  aunque  bea  de  distinta  especie; 
porque  en  algunos  casos  quando  una  de  las  cantidades 
crece  ^  otras  menguan,  y  al  revés. 

Las cantidades'entre  las  quales  hay  este  enlace,  re- 
lación ó  dependencia ,  de  líñodo  que  al  incrementó  ó 
decremento  de  unas  se  sigan  incrementos  ó  decremefl- 
los  de  las  demás,  se  Mm^nyiificiones  unas  de  otras ,  j 
las  darémps  ^  conocer  recordando  una  cuestión  resuel- 
ta en  la  Arismética  (1. 1 80). 

'AHÍ-  nos  propmittios  averiguar  qué  obra  harían 
V  ^n  cierto  tidtnpo  ^ó  hombres  ,  en  el  supuesto  de  ha- 
ber hecibo  i6ñ  vara»  40  hbibbbes  en  el  mismo  tiempo^ 
üierido  por  otra  parte  iguales  las  demás  circunstan- 
cias. Claro  está  que  si  el  numero  60  de  ios  hombres 
fuese  mayor ,  mayor  sería  también  el  número  dfe 
*  Varas  que  harian  de  obra,  y  que  si  el  número  de 
los  hombres  nledguárá ,  también  menguaría  d  nú- 
mero de  varas  de  obra.  £1  número  de  hómbres^,  de 
cuyos  aumentos  ó  decrementos  pende  el  que  crezca 
ó  mengue  la  obra ,  es  una  función  del  número  que 
expresa  sus  varas*  Pero  este  término  /vncion  tiene 
un-  sentido  dilatadísimo ,  y  signiiíca  todos  los  rhoJós 
posibles  de  determinar  ^  una  cantidad  por  medio  de 
otras. 

469  Claro  está  que  como  no  hay  sino  las  canti- 
dades variables  cuyo  valor  puede  mudar ,  solas  ellas 
hemos  de  considerar  quando  tratamos  de  las  funcio- 
nes. Supongamos ,  pues  y  que  sea  x  una  cantidad  va- 

Q  2  ria- 
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riable  j,  toda  catitidad  VOTtíblf  cuyq  val^r  pet^diere  dd 
valor  de  x  «er^  función  d¿  a?-,  tales  soh  su  quadrado 
XX  9  sus  demás  potencias  ,  y  todas  las  cantidades  que 
padezcan  alguna  alteración  sienipre  que  crezca  ó  men- 
gue  X. 

470  Por.  s^t  eseocia  de  toda,  funcioo  fl,  que  dfs 
sus  ^lud^nzas  se  sig^n  también  mudanzas,  ea  la  can^ 
tidad  con  ,1a  qual:  esta  enlazaba, »  tién^mDs^uoa  seqal 
que  no  puede  Mac. para  4>stiiiguir»  Las  funcionen 
verdaderas  de  las  que  no  son  mas  que  aparentes* 
Porque  aparente  no  mas.  será  toda  función  en  la  qual 
se  alterará  el,  valor  de>  la,  variable,^  sin  qi\e  pqr  esto 
muíle  de  valor  la  cantidad  qnya,  ¿ií^cion  fuere, v.  £r# 
^%  .1%  '^ZllT  i«on  fuDdoiK»die.«  en  la  apariencia 
119  maS)  porque  no  ttíudan  de  "ralor,  aunque 'se  sdbsti* 
tuya  en  lugar  de  » la  cantidad  que  se  quicfra. 

471  Consideremos  albora  qujiíes  sofi  U^i  ai^acía- 
pes ,  quiero  decir  los  íncremepi;o%,(6 :5^6renK)a(Q$  4e 
las  fuqcioqes  de  x  quando  ^.pt?^  ^.  J^  Si^a.Á  ^^Á^f 
alguna  cantidad  i  punto  fácil  de  adarar  en  los  casos 
nías  sencillos.  Supongamos  que  á  4^  se  le  añadía  la  cao- 
tifiad  0,9  será  con  esto  x  =z  a:  -h  « 9  y  el  qi|adrado.de.  z 
*rá  l^^z=L  x*'^2ax'i;m^ ;  por  coq^iguiejote  el  infuremento 
^dd  ¡quadrado  xx  será  c^ii-»* ,  y  •  irjcrefljerito  de  x 
tendrá  pon  Qa^x+w»  incremento  de  x^  la  iDÍsnoa  xaaoa 
que  o  con  2«»2^-h>(»,  ó  ,  p¿irtiéndolo  todo  por «»,  la  razop 
de  I  á  2x''hoi  y  este  es  el  modo  de  considerar  en  los  dcr 
.mas  casos  la  r^^on que.tiepe  el  ii(icren^em¿)  de  x  con  el 
incrementp  6  decrememo  que  de  alU.  le  sobreviene  áal* 
,guna  fuocion^  suya. 

472  La  averiguación  de  la  razón  que  tienen  unos 
con  otros  estos  incrementos  es  una  de  las  doctrinas 
mas  importantes  y  dilatadas  del  análisis  y  el  futida* 
mentó  dé  todo  el  cálculo  de  los  infinitos.  Con  la  mi- 
ra de  manifestarle  con  toda  claridad ,  volveremos  á 

con- 


eenstderar  ¿r  incrementó  2»ár4-«»  dd-^quadrado  ^r^r^ 
^andoá  x  le  sobreviene  el  inci^eniento  <» ;  cuyo&ii;i* 
cr?meaios  hemos  visto  one  tienen  .«nq  con.ptro  1^  raj 
zpq  de  2!jf+»  á  X.  D*.  aquí  se  ipftfere  que  quánco  menor 
sea  eí  Xr¿reméníd  »  i  tanto  mas  éí^ta  rá¿oh'sé  acercará 
lia  desaira  i,|)üés  tanto*  nías  podrá  omitirse  rf/cüyB 
caso  nó  se  puede  vefificar  sino  quando.se  suponga  que 
fel  incremento/»  se  desvanece  del  toddV  ó'  es  desprecia- 
ble por  su  pequenez..  Por  eoñsigilléhteiSÍempre:qué'su^ 
pongamos  qbeM^^  ki¿f«mento^*4e  la  cantidad  v«fq^le 
^  Ikg^'ii^  desvanec^r9¿^ó  ser  nulo  V  también  se  dcsvaooR 
cer^  et  incremento  borrespondiente  á  so  qaádrado  ¿ror^ 
bien  que  tendrá  cotí  el  otro  la*  rá2on  d^  ^xz  u  £6 
mismo  debe  entenderse  de  las  demás;  potencias  de^a^ 
¿uyos  incrementos  evanescentes ,  quando  jrexp^imeñ'í» 
ta  ünáncremetito  evanescente,  tiene  con  este^boairaBsir 
de^tsninada  y  señalada.  .      ,      :? 


^íyE  LASSERÍBS. 


'^  4^^  'fenr^Ia  Arísttíéticíaf 'se  íncüenttanvopfrácicíi 
tíesque  no  se  pueden  apurar-^  como  quando  otur* 
tS  V.  gií.  partii?  por  liti  número  dado  otro  que  na 
é*  'mutópló  'áuyo^  ó  sacar  la  ntia  de  un  grado  'deJ 
terminado  de»  una^rántidaa  que  no  es  gotcncíaper^ 
^ti^j.)4pl,;mj[amq  grado.  Ve<dad,es.qua  pro|iguie^do 
Ja  divísioii  é  extracción  nos  acercamos  quaoto»  qui^l 
tornos  al  valor  del  cociente  ó  r^ií  j^, de  .modo  que 
el  que  sacamos  y  el  verdadero  discrepan  uno  d^  otro 
^o^ '  cantidad  despr;eciaUe.  Con .  la  n^^m^^.  difícult^ 
y  pfí  ^>guales  cir^iuistancias  tropezamq3*  tj};  el^  A^e;*^ 
bra,^^  dqnde  copiínuando  la  divisiop  ó.  extracci^Ut  4^ 
IfL  raiz  sacamos  para  ejípresarla  una  niulptud^^  $^^ 
^aicíamas^)  ai  q^is^ésemqs  una  infinidad  4^  t4í;<;nia(^ 

fio  :*lcangír  Ja|Baj,mLy«fi^4^r9/X?l95.x;^il^  S6PH 
y^T(m.IL  "^QS  que 
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que  pueda  expresarle  cabáL  Si  nos  empeñáramos  v.  ff. 
€B  partir  a  por  4»— <r ,  executando  la  división  saldría 

el  cociente  i-t-  7--+-Jr-*"S'^H"  •+"  &c. 
cuya  expresión  consta  de  una  multitud  6  serie  de  térr 
minos  ^  y  constaría  de  una  infinidad  de  términos  sí  la 
coiitinüáramos  quanto  cabe.  Si  sacáramos  el  valor  de 
V{aa+xx)y  ó  la  raíz  quadrada  de  aa-hxx^  saldria 

¡474  Ests»  expresiones^  y  todas  las  de  mfoona, 
son  conocidas  con  el  nombre  á^i  series  hífiniías\  y 
son  de  muchísimo  recurso  en  todos  los  ramos  de  la 
Matemática.  Pero  de  un  cociente  v.  gn  sacado  por  de* 
primales  á  muchas  series  hay  la  notabilísima  diferen* 
€i&^  que  los  términos  ó  partes  decimales  de  ac^el 
vaa  siendo  siempre  nienores ,  siendo  así  que  no  son 
pocas  las  series  cuyos  términos  van  siendo  sieaipré 
mayores ;  por  lo  que  y  quanto  aquellos  nos  aproxi- 
man al  valor  de  la  cantidad  que  buscamos  ,  tanto  al 
contrario  éstos  nos  van  afejando.  Si  eh  el  cocien- 
te i  -*-  i  -4-  ^  -+•  &<?•  fuese  X  may^r  que  <i, 
los  términos  de  la  serie  irán  creciendo;  pero  irán 
menguando  si  n  fuese  mayor  que  x :  sea  :r  =  3,  a  =  a^ 
los  términos  serán  i  -H  |- :+  t^  4-  &c. ;  pero  ai  fuese 
jr  =  a ,  tf  =5  3 ,  serán  1 4- f  H- i|  4- &c.  . 

475  Las  series  cuyos  términos  ,  por  ¡r  sietüpre 
menguando  ,  se  van  acercando  al  valor  del  cocien- 
te ó  raíz  que  se  busca ,  se  llaman  series  convergen* 
tes  y  y  las  que  se  van  alejando ,  porque  sus  térmi- 
nos van  creciendo ,  se  llaman  series  divergentes.  Ken 
se  echí  de  ver  que  las  series ,  quanto  mas  conver- 
gentes ,  tanto  mas  hacen  al  caso  i  asi  5  quanto  mayor 
sea  a  respecto  de  x  en  la  serie  de  poco  ha ,  tanto 
mas  convergerá  la  serie ,  y  tanto  mas  despreciables 
serán  los  témiinos  que  ae  omitieien}  ai  x  fuese  =  1^ 

'  y 
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-y  tf  S5  10,  los  Caminos  seián  I  4*fnr  -♦-  t4t  +  rVinr  •♦• 

^.  .ó ,  expresándolos  por  decicnales ,  i-k>  ,   i-t-o^ 

OÍTH>,Oai4*&C. 

476  Qiwido  los  exponeatei  d^  la  variable  de  una 
serie  van  orecieodo  ^  se  Uaoia  sefk.ascendfeme  ^  j 
4eMcefiáíenft  úy9^n  ^nenguaado.  De  VMg^m  d»  es- 
.tas  <dos  especies  jde  series  es  drcuostancía  privativ» 
'^1  ser  antes  convergence  que  divergente  ,  ó  al  revés; 
pudiendo  ser  una  misma  serie  con  una  misma  var 
riabie >»  y .  mías  míspaas  constantes  ^  convergente  o 
divergeqt?^  según  sea  el  valor  de  la  variable ,  ora 
qrezea/i;  ó  mei^;üen  sus  exponentes  ^  considerándql». 
en  sí  sola  ^  ó  con  respecto  i  las  constantes.  La  serip 
ascendiente  it-'X  -hx*+  x»-+-  &c*  Será  divergente  si  x 
fuese  un. número  entero;  será  al  contrario  conver<» 
{pente  .y  si  X  fuese  un  quebrado;  si  ¿líese  x>  ^ ,  la  serie 
VI  H^  4^^  il  .4^  ^  41^  &c.  será  convergente  ,  y 
isérá  ál  contrkrid  ¿Bvei^té  si  fiíesé  ar  <  «. 

^  477  En  la  doctrina  de  las  series  se  atiende  mucho 
á  la  .diferencia. que  ¿ay  entre  sus  ténnyios  i  por  ma^ 
4isra  íque  se  Uaman  ^eriV^  nrismétkas  aquellas  ique  tier 
«eniCQuaUntes  algunas  difeiífencbís ;  ikfHmraJréki^ 
guando  éon  constantes  sus  primeras  diferencia^.^^como 
se  verifica  en  todas  las  progresiones  árisniécicasi  ae  .se-( 
0mda\  (trcertíy  &Cp  érden ,  según  son  constantes  las  se- 
gundos^ terceras  9  j&c». diferencias  i  lo  que:  se  v^ríflpa 
xespe^tivameote  en  las  series,  que  son  ei  produao^^^ 
d<^  Uí^s,  £cc.  progfestooes  artsméticas.  Las  series  geoí- 
cbetrícas  son  todas  las  progresiones  geométricas  ^^Us 
guales  componen  \a  primera  orden  i  las  de  segunda,  íefr 
cera, ,  &c.  Arden  son  las  que  se  componen  de  sumar  á 
restar  unas  de.,  otras  dos,  tees->  &c.  progresiones  geo« 
'iuétricasT  ,    ,.6  •      '\    -    ';--i..^    -  ■  '  "•'    '' '^ 

* '  47S  Quamialos  Qoeficieo^es^  de  los  térmiboa)^  a^ 
guna.  serie  se  cooiponen>^  por  una  ley  oonstaote-,  ¿ 
*>  Q4  los 


4ti'^  s«  llaiftan^ífif^/>y  fecufre^tes  ^  porgue  hay  que  fé^ 
currír  á  los  términos  antecedentes  para'  la  formación 
de  los  que  s^  ídgúetL  Las  series  recurrentes:  áe  hai>»he- 
ICho  írttiy  fkmósa^  :  pot-  ctiy O  motivólo- pódmios^tiié^ 
títe  dé  darlas  á'C(Mécer  deípu^^e^dardrrpafa  iiM^ 
IHár^uda  «érití  iih  Inríét^do  masbr««eqü«i-'^pMpuéstb 
tintes  (373)  alqual  sirve  de  fundamento  la'^giisiieote 
|<rDpos¡ción*    .      .  ...^i     i 

*    479    Sea  X  una  función  de  x  espresadsé  cOn  Ma  se^ 
¥fe  ,.  de  '^odo  que  -kaX^  a^b»4-c?»^^x-?4*»W^*8tfe. 
.^éUmemi^s  X  r=í  o,  '<Udá  Mú^  tós^có^fkkntéi  a^j  bi  «y 8*- 

^  '  Una  veí  que  >  es  una  xrahlfdad  iudetermíhada:  íS 
ifariáWe ,  puede  ser  su  valor  el  qué -SíT'  quiera  ^*  sin 
^é  por  eso  /aunque alegue  á  5cr  «ero^  tí^tf  dé  subh 
-^s^ÍD  42L  ;igualdad  id:&Xxróta4a  s^rie^  Q^fcv  ^t4fqae 
quando  sea..X=,p.,*>y.  tei?^^  ¿fij^ 

a  =r  o ,  pues  entonces  toda  lá  equacion  se  reduce  á 
*JPaa  o  ina.  Na  quedará  ,  pUeá,  de  lá  serie '  masr  ^jque 
Ai?-*-^a*th<fc^-f*&c.  =:o  vcuya  a:presi0a  partida  por* 
9ie (rsMsfbrnuiíga  Ihhcx^-^^^Bati  c±o^ de fci qufri  infif^ 
miémosí«imbien  ift  ^ov  discurriendo  del  tn&mis^imidft 
que  quándo  proiKUtios  poco  ha  que  en  tos  misitid&^^aA. 
puestos  4  =  Oi'  i«        í       ,    ; 

'48b  Sigúese  de  aquí  que  tosicoeíidcmesdé  Id^téc^ 
fifilbc»  homólogos  de  dos  seilies  ij^M^^ies,  v;  (gh  esta* 

^os-térmihos  hcímólogos «son  los-'^we llexpan  útíit  mía* 
ii¿^p¡6téñcíd  d6  la  vári^k  soni  Mdos  iguatejpicada 
tino  «1  suyo.-*Porque  si  por  el  supuesto  a-^bx-M^al^ 
H-iír»-»-  &c»  fcc:'i^-^5:i>+iCx»4.JDid5+Ac.i  trasladaadt^ 

tendremos  |_^_^^,_^^._^^,_^^^=.Q  i  lu?^ 

Ít^jílb  'piiobaÜjrfí  (gyg^riserát  ^t¿4iiínfit.)ó  ,'-^¿4^5 
ov^Oí^^xz  o ,  i¿-i+ií  *:.Q  ¿  :cc!yas:>eqttacioiies  dtifl 


'481  Ahora  diremos  <}uaUes  ^1  camiiy>  mas  breve 
que  el-inánüá'do^ánt^  (Is^s)  P^"^  hallar  la"  séríe  qüb 
exprese  el  valor  de  ^jÍT^-^i^^  ^y' 


i 


liíTcíeiu^ei^lftS  dwia&<jUisc9rr^poadiÍe9(^«ibstíMclo» 
nes  sale  B  =  ^yCzz:-^  ,  D  =  i^  ,  i?>=-^'5  y 

átibáittíyeíi^ó'  áfeíoiTalfífef  déti^,'3&i't';  i?;  ¿ha  la 
SeríeJirtietfettn«íádá^;'¿*4'2»-f^a«í4-2^^^ 

^•'•'Paía  sacaf  la  setíe '•que  .expresa,  elvalóf  dé 

X^x''  4-  &c.  ^uadrarérhps.;aiiibb^  miembros  ,  'y  sápár^' 
mos  «a— w=sví*-t-'a^i»-*-B'.H-í-25'Ci-*  -h&c!,   ^''^ 

ó  ,  con  traslacj^r,í4,s^j^ua,do,mi§píJbrQ  Jos  ^ps  técni^ 
que  comppneq,et' Miine(0).cá'4^^  upd^tie^^^  ^^  ^^  ho- 
mólogo, '  ''^;  ;,if.,;i;.r..";.  ,.r  '  :  ■ 

^4-3yffií^-^»*Jr4+2^2>J.«   &C.  >  _ 


de  donde  sacamos  yí» — aa  =  0,  2yíff-»-i  =  o ,  2AC 

substituyendo  ahora  el  valor-  d^í^^en-élNJIe  £,líi-tator 

X  de 


de  B  en  el  deC,  &e.^1c^  =tí  -t-"^-,í?  =«—  ^^ 

^    482  ^^^eú lugpi? (tela serie ioáetemuna^^^ 

í>x'+  &c  ei  quadrado  de  esta  serie  hubiera  ínclui-- 
do  xSeí  tá^mino  con  la  primer  potencia  de  la  variable^ 
«1  qual  por  ao  tenf^r  en  4»— atít  otro  homólogo  su* 
yo ,  de  páda  .hu)]^ra  servido j^fuite^huoiera  peQudir 
cado '  al  intentó.  En"  com^robacioá  de  cuyo  reparo^ 
^e  és  muy  transcendental ,  podrán  los  principíanos 
hacer  el  calculó  supoilieodo  y  (to— ^«)  s  A^x^x^ 

483    El  método  que  acabijunos  de^  4^cbu9r  par^ 
sacar  poriapVoi^madfm^aiipdíu^  sfsjie  ^  el  ra? 

ior  de  uqa  cantidad  cuya  variable  es  la  Qiísnaa  qtijei, 
lar  de  ía  serie  á  la  qual  se  ápéla^  se  líánía  método  ¿U^ 
redo  de  las  series.  Hay  también  método  invet^so  de 
las  series ,  tS  r^re^^o  rfk  ^^f/ts^¡  y:  eSp el,4^;t¡fido 
al  qual  seipclá  quándo  en.  el  supuesto  de.serv.  gc^. 
ár'= 4y+*^+(a^4:4i^^  8cc:  ilóéreín&S  ¿Xíirísár  el  vafoc 
de>  por  ottá  serié  tuya  vatial^té  ¿ffir  j  óbtnpbniéñd^e^ 
sus  coeficientes  de  los  déla  pribierá  serié  ^uees^lgual^ 
con  X.  *  .      . 

Para  manifestar  este  artificio  haremos 

j^^jíx^Bx^''  4-  Vx^  -fD^x^^ydtíti 

y:=z  A^x^'^2ABx^^B^x^ 

>   -\    :  .       9ACx^     ' 

Jf3-r  .....  .  ^^x^-i-z^^^xy, 

y^ Au^ 

multiplicando,  «hora  .reipe^vagieQte « estos  y^res.^e 
y^y^y^  &c*  P>r  ios  coeficíent»  que  Uevaa  enla  serie 
^©H-^'^^^+Sfc.  sacsurémos 

X 


I 


DE  LASbSEJilES.  9$i 


i 


+4^-h3-íí'j5cH-  &C. 


S  pasamos  x  al  segundo  imembro,  sacaremos  Aait 
—  *  =  o  ,  6  '-<í<i  =  I ,  de  donde  sale  Azz  ~\ 
jíB-^A^b-z^  o,,  y  substituyenáb  tú  esta  última  ¿1  va- 
lor hallado  de  J^  sacatómps  JB  =  —  —-•  Por  el 
mismo  caittino*  hallaremos  C  =  ***J7*'   >  ■!>■= 

* j; j  A  — r^ j; » 

de  donde  sadrá  j».=?^i^^-x-;í-*'rk--í^7:íi  *> 

^-&c.  cuya  expresión  podrá  servir  de  fórmula  general 
en  todos  los  casos  parecidos  á  este. 

,  Si  JUeae  ar.  ^jhry^^y^^yr^^y^^^ , y  quisiéramos  sá-» 
car.^  iraloc  de  jf  ca*  ^.tendríamM'  A^i  ^b  w—  »^ 
i?  =  X  ,^=5.—  i^tfssi  &c  luego  sería  y  =  x+x* 

Si  fuese  ^=:jr^4.^-.^^J'^  h--^ 
8cc.  sería  a  ^  i,*=:l,r=:f,rf=Í5y  saldría 

"*  *  •*  ^  a .  3  a.3.4  «.3.4.5 

484  Supongamos  que  el  valor  de  y  tenga  por  ex* 
presión  una  serie  en  cuyos  términos  no  hay  ntos  que 
potencias  knpares  de  x ,  siendo  sus  coeficientes  respec- 
tivos AyB^C  ^D  ^  &c.  por  manera  que  sea  y  =  Ax 
'¥Bx9-hCx^^Dx^'^^(u  saquemos  la  fórmula  para  apli- 
car á  este  caso  el  regreso  de  las  seríes  y  ó  para  hallar  el 
valor  de  x  tny.  Haremos 


^ 


X  «a  ■VgH'iíy*  +  Py^  ■+  W^  >««Stó.  y  -«era 

&c 

■Luego  tettdrémos  •     i  ^ 

^Bx*=t^  Ba'jf>'^^B(í'ltyi:¥zSfCcy\.8ff^[     .^ 

;       ,    :          '  '  ^  ■"       .f^Babb    :  >=^ 

•^1?*»=    '       -.  "''              "    ' DíPy''  -.'     y     : 

.    -  ....    6.                     •.  ..         .  , 

<-        -  — -^S^bk 


i'j 


!Dd  cotgo  de  los  {érmínosi  hovoólogt»  ssAátk  >Af  ¿s  i, 
^Baí*-+¿5Cá**-l-39tt^  :rí^t)«rc.  ío  quedará  ii'::::  J,^ 

,485  El  punto  de  mas  irpportancija  y  también  de^ 
mayor  dificultad  en  ^1  asunto  d^  las  .$erie^.£S  sum^rlas^ 
ó  sacar  la  suma  de  sus  términos,  del  qual  daremos'  un« 
breve  noticia.     - »  »       '     '  "     '  *       ": 

.  Desde  luego  hay  eii  toda  serie  una  expresión  álge- 
bxáica  muy  reparable  y  conocida  con  nombre  át.térmi^ 
no  general  de  la  serie  ^  por  cuyo  medio  se  pueden  forn 
niar  todos  ms  iérmbosi,  substítüyjcn^io  en  lygár  de.  (a 
indeterminada  fi  que  Uevaj^y  expresa  el  jíiuméroKle  lo^ 
^minos ,  losr  oum^ma  natui^les  í ^  2, 3, 4,  &cr. ;  v.  gr. 
el  término  general  de  la  serie ¿t^^ 7, 13^  ^97*^^  ^^^^^^Sí 
porque  si  substituimos  en  lugar  de  n  todos  los  números 

na- 


piatuciiles  9f*$acairáio$  pnos  .después  de.  pcros^  todos  los 
tórtuinoa  de  la  serie,  ^  ,r,  •     i*       ,.     :»   . 

4S6,  La . JM73II  general  iy6  eh  térrjfina  sutrnuprip  djs^ 
vna  s^rie  es  UQa  tuncioq  de  n  tal  ^  que  si  en  ella  ^e  su^S|- 
tituye  en  tugar  de  n  un  número  entero  ,  sale  la  suma 
de  tantos  términos  de  la  serie  ,  quantas  unidades  hay 
ettfk  Lá  sunia  {(etiergil  déla  serie  poco  ha  propuesta 
^s  3»^— 21» ,  porque  qualqujer  nún|ero  entero^  {jue  se 
substituya  en  lugar  de  ñ,  saldrá  la  suma  de  tantos  tétr- 
ihinos  ,  quintas  son  las  "Unidades  de  »  ;  y  así  para  sa- 
car la  suma  délos  siete  primeros  técnjiíios .haremos  .n 
=  7  ,y  saldrá  133.  ^         ^ 

487  Una  vez  conocida  h  Sttrtiá  ^erierál  de  CTna  ste¿ 
ríe  9  es  £idl  de  sacar  su  térmoid  generak  .Porque  si  en 
la  sunia  substituimos  n — i  eirii^ar  djs  lot.^  r^sfUtafá  If 
suma  de  todos  los  términos  hasta  el  termina  (n — i)  in- 
clusive i  y  si  se  resta  esta  suma  de  la  suma  general, r0^ 
sulcaiá  precisamente  el  término  general.  .^ 

..  488  , Pe, aquí  sacanios.que  jí  la  suipa  de,  ^  i^mi^^ 
nos  de  una  serie  fuese  An-^  -^  («-4- 1 )  -+-  —*•  («h^  :|j) 
■^ri^i)^  £í^(n^i)(n^i)(n—2)%ic.  el  t^rmi^ 
nú  general  de  dicha  serie  ierá  A^  Bn'-h  Cn  (n — 1)  -h 
Dn  .  (n—i)Xn—2)  -h  En.  (n—l)  ,(n—2)^  ('í— 3)  &c. 
A^  ÉyC^  8tc,  son  coeficientes  dados. 

Porque  se^  un  i  te.i^  «,>,c,i¿>e,&c.  cuj:o$  téí:.nainOfi 
puedan  sacarse  por  medio  dé  su  terminó  gerieral; 
fórmese  otra  serie  A\  B\  C\  D',  £',  &c,  coa  la'  cir- 
cunstancia que  sus  términos  s^an  las^sUnisis  de  loi3 
términos  de  la  píímeVa  ,  dé  modo,  qu^/sé  yerinque 
a  =  4^  a^b  =  E. ,  ^-f-^4-r*=  C ,  a^^lr^c^'d  :??  D\ 
^a-h¿4^C'¥d'^e  =:E\i  ya  que  a^i'-hc-hd-^e  =  ^  y  íi4- 
b-^c-^d  ^ly  ^  si  restamos  la  segunda  equacíon,  de  la 
primera  ,  saldrá  £' — D'=ey  y  por  consiguiente  ca- 
da término  de  la  serie  es  igual  a  la  difVrervcií^  de 
las  Climas  que  siguen  inmediaumente.  lluego  toda 
..    .  for- 
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formula  general  que  exprese  las  diferencias  de  hs 
sumas  inmediatas,  ó  lo  que  resta  de  una  suma  de 
íférnünos  h  después  de  rebaxar  h  suma  ii-*-i  ,  ex- 
presará generalmente  todos  los  términos,  ó  será 
el  término  general.  Luego  si  suponemos  E^  =: 

-^(ií-Hr)(fi — i)  {n — 2)  y  y  escribimos  n — í 

iWi  íugar  de  II ,  saldrá  D'  ;-=  /1(n —  i )  h-  ^  ^. 

i^n — i)-4--Y  b  fi^  ('^  —  í)  •  (^ — a)H-  — »  .  (» — i) 

í»— *)  («—3)  ^Ct  de  donde  sale  V— Z)'=  i^h- 

iff/í^-Ofi  •  (n— i)-HÍ)»..(n— i)(ir — a)  que  es  con 

%fecto  el  térirano  general. 

489    Aplicaremos  la  proposición  que  acabamos  de 
demostrar  para  hallar  los  términos  generales  y  las  su- 
mas, de  los  números  figurados. 
^      Las  series  de  los  nüuieros  figurados  son  las-  sí« 
(guientes.'   • 

, :  Números  constantes  x  •  i  ,    i  .    i  .    i  •      i    &c. 

naturales  i  •  2  .    3  •    4  .    5  •      6   &c. 

triangulares  1.3-    6  .  10  .  15  .    21    &c. 

piramidales  i  .  4  •  lO.  20.  35  .    56   &c. 

Triángulo  •piramidaíes  .1  •  5  •:  15  •  35  .  70  .126  &c. 

^Donde  sé  ve  que  todo  término  de  la  segunda  serie  es 

la  suma  de  los  térniinos  de  la  primera  que  hay  antes  de 

él  i  cada  término  de  la  tercer  serie  es  la  suma  de  los 

términos  de  la  segunda  que  hay  antes  de  él ;  cada  tér* 

'miño  de  lá  quarta  serie  es  &c. 

Por  decontado ,  solo  con  echar  la  vista  á  la  serie 
de  los  números  naturales ,  se  vé  patentemente  que 
su  término  general  es  n ,  ó  el  número  de  los  térmi- 
nos. Comparando ,  pues ,  la  expresión  indeterminada 
A-^Bn-^Cn  .  0*"^^)  &^-  ^^'  término  general  con  n^ 
¿ale  A=Oy  É  zi:iyC:=zOi  luego  la  suma  indetermi- 

na- 


de  la  suniaa^plicada  ála  serie  actual  será "— -— '?j| 
fuya  expresión  es  también  el  .término  general  de  la  se- 
|;anda  serie.  Si  se  nos' ofreciera  suniar  los  cinco  prime* 
ros  términos  de  la  serie  de  los  números  naturales^ 
jería  «  =:  5  ^  y  la^  sunfia  general  *^=  15^ 
Igual  coa  el  quinto  término  déla  s^;unda  serie, 

490  Para  sacar  la  suma  dé  e&ta  y  es  necesario  da|p 
á  su  término  general  "^^^^  una  fof ma  que  pro- 
t>orcione  y  facilite  su  cotejo  con  la  expresión  indé^ 
terminada  A+BrH-Cn  .  (n — i)  +  &c.  con  cuyxi  'g^ 
.considero  que.  ifí^jti^  =;  .«J:^  -  •í^jziírt:-  ^^ 

^"-t-»=^^=i^-i-  «5  y  haciendo  el  cotejo^^ 
■llamos  y#=ro ,  *:=!:  i ,  C  ==  |,  I^cri  o.  Por  consi- 
guiente la  expresión  general  ^n  -*-^n.  («-h  i  ),  ^ 
,~-»  .  («-Hi)  .  («— i)&c.  de  la  suma  9^  traasr 
ibrma  en  ^.(«-,-1)  -+--J-,  («-+-1)  («-i)  =5 
^(-H,?.^(,->-^.)  _  jM>±i)._(>:>:^  ^  cuya  cipre^ 

-«on  es  también  el  término  general  de  la  tercer  serie. 
Si  hvd>iésemos  de  sacar  la  suma  de  los  seis  primeros  tér- 
minos, sería  »  =  6 ,  y  la  suma  sería  »•(»-»•"  •/'"^*> 

=  -^~-  =  S  6  ,  el  qual  es  también  el  sexto  tér- 
mino de  la  tercer  serte. 

491  Quando  ocurra  sacar  la  suma  de  esta  éltima, 
empezaremos  dando  á  su  término  general  «iiliBi+i) 

nna  forma  que  facilite  su  cotejo  con  ^-^Bn-t-Cn  . 
(» — i)-f-I>«.(» — i)  (« — a)  &c.  Pero  tenemos 

«        —      r      — « 


•*-  »  .  (o¿*^  i  )  -+-  «.  Delaqtií  se  saca  ^írtb,  fi = r^ 
p  ==  I ,  ib  t=  ¿- ,,  E=z  o ;  luego  fa  suma ,  que  está 
pi&ada en .«f » -+-  -^  .  (;»-t-,i)  7I-  ^n. .  (o-rv-i)  . 
(«— i)-*-&cserá-2-  .  (n-*-!)  -»-  — .  («h-i); 

í«.—  i)/^-.7r-'(""^'' )'•("— O  •  («^^)  ^ 
Ít'^\(»^  ^  v('^—  O.H^  («—.I )  ;  (»-2))  :^ 

(/^.S»-t-<5)^  -_^!í±lW-±:^J[rtl) ,  cuyawprer 
>ioñ  ^s  también  el  terminó  general  de'laquarta 

..;  Si.se,  coqsídenin  ios  términos  f^etwrales  que  he- 
mos sacado  de  las  series  ,  cotejándolos  unos  con  otros, 
se  verá  patentemente  la  ley  con  que  se  forman ,  y 

pnes  son  »,  -«-^j      , ^         ,        ^z7¡.'i > 

«e  sigue  qtie  el  de  la -quinta  serie  será  .  .  . 

M-:^-£Vj^)  (»-H3)i--H^^   mediante  lo  qual  es  facU 

$acar  el  término  general  c^e  se  quiera. 

492  Hagamos  algunas  aplicaciones  de  esta  doctri-7 
na;  propongámonos  v.  gr«  sacar  la  suma  de  los  quadra- 
dos  1 9  4, 9,  25,  36  de  los  números  naturales,  cada  uno 
de  los  quales  puede  figurarse  en  «'. 

No  hay  duda  en  que  «'  =  n* — n^n  =z  n  .  (;>— 1)+^ 
cuya  expresión  9  cotejándola  con  A-^Bn-^Cn  .  (n — i), 
da -^  =  o,  5=1,  C=ij  por  consiguiente  la  suma 

de  n  quadrados,  es  á  saber  la  expresión -^n-H-f''*  • 

(«•+-i)-+- y-,  n  .  (^-Hi) .  (// — i)  ==  ^  .  (»-H-i) 

^^  .  (,,-H.i)  .  («_0=5^(3-f-2  .(n-i))  = 

" '  ("-»-j)'(^»jii)^  Si  buscamos  la  suma  de  cinco  qua- 

dra* 


DE  L^S  SERIES.  2$^ 

drados  ,  sería  «=5 ,  de  donde  saldrá  líliiHiiLi> 

— ^'^■^— 55- 

*  493  En  ia  Aritmética  hemoá  enseñado  como  ^fr 
combinan  úiías  con  otras  las  cantidades  sea  Á  qué 
fuere  sa  numero ,  ahora  enseñaremos  como  puede  ci^ 

.fcarse.en;iJoa  fiknula  general  el  nümeio  de  combtf 
naciones  que  admiten ;  en  esta  declaradon  norVal^ 

jdcéaiQs  .de  dos  series^  que  la  superior  ej^presará  el 

>úmero  de  cantidades  por  combinar ,  y  la  inferior 
el  número  de  sus  combinaciones.  De  lo  dicho  allí  se 
infiere  aue  2,3,  4  ^  5  cantidades  por  combinar  dé 
dos  en  dos  admiren  i  »  3  f  6  ,  10,  15  combinaciones 
que  3,  4,  ^,  6^  7  cantidades  por  combinar  de  tres  eá 
tres  admiten  i,4)  10^30^3$  combinaciones ;  qu¿ 
4,2196,7,8  cantidaétes  por  combinar  de  quatro  en 
quatro  admiten  i ,  ^  >  15,  3S  9  7^  combinaciones. 
Es  patente  que  los  nümeros  de  las  combinacio* 
«es  soa  los  aúmeros  figurados  (389)  ^^  y  9^6  por  lo 
^misnio.se  han  de. sacar  por  las  fóroiulas  enseñada^ 

Por  consiguiente  la  fórmula  general  en  que  eatA 
cifirado  el  nuniero  de  combinaciones  que  admiten  las 
cantidj^t^  copibípándolas  de  do9  90  4pa  se  sacará  .del 
término  general  "'^^'-^  de  hi  segunda  «erie  ,  sabsi^ 
titayendo  «— ^i  en  lugar  de  «,  cuyo  térntíno  genera!; 
mediante  esta  substitución  ,  será  *'^*~-^  Si  las 
cantidades  por  cojmbinar  de  dos  en  dos  &iesen  v.  ff^ 
cinco ,  seria  nzzí$ ,  y  el  número  de  sjus  combinacio- 
nes seria  f^=:i  o.  . 

£1  número  de  las  combinaciones  de  lal  calltída« 
des  de  tres  en  tres  se  saca  del  término  general 
^(«^iHi,^Oj^  la  tercer  serie,  substituyendo  n^A 

fia  lugar  de.  ri^iCiiyqt^rminp,.  mediante,  e^ta  ^«bs- 
.    Tamil.  R  ti- 


-258  PRINCIPIOS 

titucion  se  transforma  en  " '  ^''~'.V^~'^" 

£1  número  de  las  combinaciones  de  las  cantida* 
jdes  de  quatro  en  quatro  se  infiere  4^1  tprmino  ge- 
licral  v(^-^0-^(;^-^^)'^"-^3)   de    ía   quarta    serie, 

substituyendo  n — 3  en  lugar  de  n;  cuyo  término, 
mediante  esta  substitución  ,  se  transforaaa  en,  •  •  « 

De  todo  esto  se  colige  Id  'que  debe  practicarse 

para  sacar  las*  demás  fórmulas  pertenecientes  á  estt 

asunto  5  pues  atendiendo  á  la  ley  con  que  se  van  for- 

.  mando ,  se  viene  á  los  ojos  que  el  número  de  las 

combinaciones  de  las  cantidades  de  cinco  en  cínc<> 

De  las  Funciones  pebradas. 

494  Por  el'' papel  que  hacen  estafe  funciones  eli 
k  teórica  de  las  series  ,  y  otros  asuntos ,  nos  todt 
considerarlas  aquí.  Que  cosa  sea  una  TuiDcion  qu^ 
^radá  es  escusado  explicarlo  j  pero  aquí  coñstdera- 

--  roos  las  que  son  quebrados  verdaderos ,  y  llevan  en 
ambos  tértttóhos  la  variaMe  x\  con  lá  circumtaocta 
de  ser  lat  may^  tK>tenda  de  ésta  variable  en  el  nu«> 
merador  pn -grado,  mepqr  que.  su  npayor  |>oteiid^ 
en  el  denominador.  Si  ocurriese  aplicar  lo  <pae  va- 
mos á  decir  de  estas'  funciones ,  á  alguna  que  ca- 
reciese de  esta  circunstancia,  se  le  dará  primero,  y 
I5c' conseguirá  partiendo  isu  numerador  por  su  deno- 
minador hasta  llegar  á  un  residuo  cuya  variable  es- 
té* un  grado  menos'  elevada  en  el  numerador  que 
en  el  divisen^  j  dándole  al  tal  residuo  por  denomi- 
nador ^(te  divisor,  ser  tendrá  un^  función  con  ta 
mencionada  circunstancia, 

495  Supongamos,  para  manifestarlo^  que  tra- 

pe- 
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pecemos  con  la  función  ^^' ,  en  la  qual  no  se 

verifica  la  condición  propuesta  {'  si  execütamos  la  di- 
visión saldrá  el  cociente  x* — x-^i^  y  el  residuo  —  Jr 
-eí  ,  por  consiguiente  la  verdadera  función  quebra- 

da  sera  -^^   o  ^^^5^7; 

Por  consiguiente  ^  si  esta  función  quebrada  ,  en 
cuyo  numerador  »  la  variable  de  menor  diiiienaioA 
í|ué  en  el  denominador,  se  resuelle  en  fracciones 
parciales ,  cuyos  denominadores  son  factores  de  una 
*oh  dimensión,  sus  numeradores  han  de  ser  can- 
tidades constantes  con  variable  x  de  ninguna  dimen- 
«toa  1 

496  £1  empeño  grande  acerca  de  toda  funcio» 
quebrada  es  resolverla  en  otras  mas  sencillas  de  ctFp 
ya  suoia  se  compone.  Pero  así  como  de  ningún  prov 
ducto<  se  poedea  sacar  mas  faaores  que  los  queiían 
concurrido  4  su  fi>rmacion ,  tampoco  de  ninguna 
función  quebrada  compuesta  se  pueden  sacar  mas 
funciones  quebradas,  sencillas  que  fiurtores  tiene  su 
denominador ,  una  vez  que  el  denominador  de  la  su- 
ma de  muchas  fracciomis  consta  solo  de  tantos  fac- 
tores quaqtos  son  los  que^^dos  .sumados.  •  . 
-  El  denoihkiadof  de  un  quebrado  propuesto  xktM, 
j  puede  resolverse  itn  fitctwes  lineares  iguales  ó  des^ 
iguaks  uflios.  cod»  otfos^  ó  unos  iguales  y  otros  des-^ 
iguales  9  ó  en  «fiíctores  quadráticos  y  lineares  ^  lo  que 
socede  quaodp;  algunos  de  sus  factores  son  imagina- 
rios«  Son'  por  consiguiente  quatro  los  casos  que  aqui 
ocurre  considerar* 


^"^¿ijr"  - '-H*jc'- '-+.í:jc*  "  ^ 
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la  función  quebrada  por  resolver  en  el  stipuesto  prect- 
•o  de  ser  m<fi.  Supondremos  que  los  fiíctoreft  úmíh* 
dd  deoomjnadoí  sea^  jp— #yjr~i»,a^-^^#-*-4)de.iB^ 

R  2  que 
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que  se  H^erifique  jp' -í-iwf'— '^r^jc"— *4-^4f*~^.  .jz: 

l^—^)  •  (^-rfi)  •  (4P--y)  .  (Jf— í^)  &c  cuya,  equacioo 

«e  reducirá  evidentemeote  á  cero  j  siempre  que  qúal- 

quiera  de  las  cantidades  «9  /^^  r  ^  i^  sea  "zzx^  porque 

entonces  reduciéndose  á  cero  uno  de  los  fiíctores 

jr— «  >  X"-^  &c.  $er4  también  cero  el  producto  de 

'     •  jp*  • 
todos*  HarétPOSí       ■     j    *    ■■         -:; — '~— 


jí  S  C  D 


-I  donde'yí ,  B  j  C.  D 

expresan  de  un  modo  indeterminado  los  numerado» 
res  de  los  quebrados  sin>ples  que  nos  toca  determi* 
mr.  Multiplicaremos  anri>oft  miembcos  ét  fat  última 
•qwacion  por  (*— •) .  (x^^) .  (x-^y) .  (jp^i^)'^  y  sal* 
^dráyí,  (ár— íi).(jr— y).(ir— J^)  +  i?  •  (dr— «) .  (j^-^>  * 
(jr— ¿)  +  C  .  (d?— *)  •  (df^^)  .  (x^S")  +  D  .  (d>— «>  • 
<*-^) .  (jr— y)  —  jr*"  =  a 

Diximos  poco  ha  que  si  x  fuese  igual  con  algu- 
na de  las  entidades  «^/K^Vj^^el  factor  donde  esto 
se  verificase  sería  cero ,  y  lo  será  poc  to  inisnxi  to* 
4o  producto  donde  él  entrare;  luego  si  faaceaios  x 
succesívamente  igual  á  cada  una  de  las  cantidades 

•  ,  0,  y ,  í ,  sacarémosví=:  ^^^^    /*      \ — j- ,  B 


:^C= 


í^=7;r — r-:r — c-rr — ^5  cuyos  valores  están  mar 

Diftstando '  patentemente  la  ley  por  la  qual  se  deter- 
YÍMoan  los  niiQieradores.  jí^  By  C  &c.  sufastituyéo* 

do- 
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dolos  finalmente,  en  su'  lugar ,  sacaremos 

fftn 


-*•  ««'— '  -h  ^X'— *  H-  tf*"— 3. 


í" 


498  Apliquemos  la  fórmula  para  la  resolución  de 
esta  función  quebrada  ^^^J_:¿zrf  >  donde  m=a. 
Su  denominador  ha  de  tener  tres  factores  no  mas^ 
porque  sa  variable  no  pasa  de  la  tercer  potencia; 
luego  solo  hemos  de  atender  á  los  tres  primeros  &c^ 
tores  indeterminados  que  son  x — •  ,  ar— ^  ,  x — y.  Si 
los^  sacamos  dichos  tres  fiíctores ,  hallaremos  que  son 
arH-i  ,  X — I  ,  jr-4-a  (*)  ;  y  comparándolos  cada  uno 
con  su  correspondiente  ,  tendremos  áf  —  *njp-h  i, 
4^— ^ z: X — 1 9  j^— a  ;=: áP4-2 , que  dan «  =  '— i ^  ^—i^ 

r^~^2i  luego  ya  que  ^=(r7fVT)  "^^  ^  "^ 
~~  =  ^,  porque  la  segunda  potencia  de  —  i 
es -4- 1. 5 — -"I -^  JL.  —  JL  •  í?  — 

^^.//.  R3  y 

f^)  Estos  factores  se  sacan  de  la  resolacion  de  la  eqoacioa 
«*+2x* — x^2»ia  qoal  se  compone  de  su  moltiplicacion. 
Como  esto  se  logra  ,  se  enseña  mas  adelante  respecto  de  laa 
eqiuciones  numéricas  ,  y  se  insinúa  respecto  de  las  demás  ,  y 
queda  declarado  en  el  Tomo  11.  de  mis  Elementos ;  tambiea 
se  manifestará  por  qae  una  equacion  tiene  tantos  factores  como 
onidadt^s  la  mayor  potencia  i  que  en  ella  llega  la  incógnita,  y 
puede  inferirse  de  lo  dicho  acerca  de  las  equacioacs  de  primero 
y  segundo  grado. 
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^ —  *.  De  todo  lo  qual  sacamos ,  des- 

pues  de  hechas  las  correspondientes  substituciones  . . 

s*  i_^    . L 1 * . 

,,»-Ha*»— •— a  —  a.(«-».i)  ^^  «.(»— i)  ^^  3.(»-H-»J 

a:" 

499    Caso  11.   Resolvamos  la  funcioa  -y rp 


■ .     Hagamos 


5  C  H 


^  ..  ,  de  donde,  md- 

(jf— »)»—•'         (4p_,)'— »  (.t — *) 

tiplicando  ambos  miembros  por  (x— *)' ,  sale  x"  zz 

*        ■ 

Como  si  la  fiíncion  compuesta  fuese  .  ^^  na- 

-             *                AS                C 
riamos  ; =    r-  -*-  -. — -r,  +  ■ >  y 

saldría  jr  rr  -f^  -f-  ¿(x— *)  -+-  C(x — «)' ,  ó  .  ,  .  ... 
s=A+Bjc-¥-Cx'  A+Bx-hCx*zzQ 

— B* — 2C*x      y  trasladando  — Ba — sCo* 

de  donde  sacaremos  ^--5*+C**  "=  o,  5 — aC»  =:  i, 
C  =  o;  lu^o  £  =  I ,  .<f  =  «.  P(Mr  consiguiente  la  fiu- 

X  *  I 

cion 


Ca- 
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^00  Caso III.  Resolvamos  una  función  cuyo  deno- 
iniuador  tiene  factores  iguales  y  desiguales;  para  Ío 
qual  es  necesario  buscar  separadamente  los  numerado- 
res de  los  quebrados  que  nacen  de  la  resolución  de  los 
£iCtores  iguales,  conforme  vamos  á  enseñar. 

Sea  la  función  propuesta  ijzz¡^yr(-,^j^zzi)  •  Ha- 

remos  x^zzzM^y  {2  -^x)  ( 3  — x)  =z  N^  será  con 

^^to  ^,_^),  (/^^^  ^^^= j^^^  que  supondremos 

c=:  Tji—rr  "^  (¿T)  "*"  ^*  ^^  ^^^^  sacaremos  M:=z 

AN^BN{  I  ~Ar)-4.P(  I  — jry  y  P  =  íír^íJ^^/^Í^Jlf )  • 

donde  la  especie  P  representa  la  suma  de  los  nu- 
meradores que  salen  de  la  resolución  del  factor  N. 
Como  todos  los  numeradores  son  números  enteros, 
6  tales  los  suponemos  por  lo  menos ,  P  será  una 
función  entera  de  a:  ,  luego  también  lo  será  la  ex* 
presión  ^rr^JJ^i^cr-^^  .  j^^^^  ^^  numerador 

ha  de  ser  partible  por  (x — a:)%  y  también  por  i — a-, 
porque  toda  cantidad  partible  por  otra  es  partible  por 
un  submúltiplo  de  esta  ,  y  la  raíz  es  un  submúltiplo  de 
su  quadrado. 

Por  ser  x  cantidad  variable  9  admite  qualesquiera 
valores ,  ppr  lo  que  podemos  hacer  ar  =  i  ,  lo  que 
da  a;  —  I  ^  O ;  será  por  lo  mismo  BN(i^-^x)  =  O, 
y  como  en  este  supuesto  P(i^xy  =  o;  será  iW— • 
AN^BN(i—x^  =  P{i^^  z=  o  y  Vlf  —  AN  = 
BN(i^x)  =  o  5  luego  M  =:  AN^  y  A  =z^i 
luego  con  substituir  i  en  lugar  de  x  en  los  valores  de 
MyN,   sacaremos  ^  =  ^^-^-J¡^^  =  j-L. 

Brillamos  poco  ha  que  quando  tr  =  i  ,  la  canti- 
dad M^AN-^BNQi^x)  =  P(i— x)*  ha  de  ser  par- 
tible por  (i-^Jf)*  ó  por  i—x ,  y  que  en  el  mismo 

R  4  su^ 


264  PRINCIPIOS 

supuesto  -P(r— *)*9  ó  P(i — x)  =  Oí  luego  también  se- 
rá M---AN^BN{i--x)  =  0,6  ií=^  —  BN 

z=:  o  ,  lo  que  finalmente  da  5  =:  f^^. 

Sí  en  esta  expresión  hacemos  las  substitucione3 
que   resultan  de  haber  tiecho  al  principio  M  zz  x* 

yN=  (a-^^)  (3-*), sacaremos  ^^^^:;-il^) 
=  ¿(— k'SÍ^^  » *^"y*  expresión  ,  después  de 

executadas  en  el  numerador  la  multiplicación  indi- 
cada )  y  las  reducciones  á  que  da  lugar ,  se  convier- 

te  en  estotra  ^^^^^^^^^^^^^:^=  .^^.^^^.^^^^^^^-j-  5 

partiendo  finalmente  arriba  y  abaxo  por  i x^ 

sale  ¿^^l~^  o  ¿(s=g^^,  la  qual  haciendo 
jc  =  I  5  es  =í|.  De  aquí  sacamos  por  último  que 


^3      _^  I* 


(l_-r)^Ar  —  6(1—*)»  36(I~«)  ^^  JV* 

Una  vez  hallados  los  numeradores  procedentes  de 
la  resolución  del  factor  (i—>3f)%  se  hallarán  por  el  mis- 
mo camino  los  numeradores  de  los  quebrados  proce- 
dentes de  los  factores  jrH-2  ,  3 — x.  Busquemos  desde 
luego  el  numerador  correspondiente  al  denominador 
ár-i-2í  con  cuya  mira  haremos  i\r=  (1— jp)».  (3 — x). 
De  aquí  sale  ^^-^^^-^  =  _^_  =  _£_ 

-H  -^5  luego  P  =  — ^.  Si  hacemos  ¿c  =  —  a, 
ó  áfH-2  =  o  ,  ^ — CiV  se  desvanecerá  ,  6  será 
M — CN  =:o,  ó  C=-^,y  será  en  el  caso  ac- 

tuai  C  —  ]7  —  (■,_.).  (,_-j5  —  —  _  -. 

Finalmente ,  se  hallará  el  numerador  correspon- 
diente al  &ctor  3 — *  ,  haciendo  iV=(i — jp).  (ot-*), 
lo  que  dará  Z?  =  J  quando  se  hiciere  x=  3  j  lue- 
go 
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go  si  D  fuere  el  numerador  que  se  busca  ,  será 
I>  =  ~5  =  ¿-  Por  consiguiente  el  quebrado  pro- 

puesto  u— «)M*-+-«)(9— «)  =  (I-H.)» .  *«*-*-»— ^)  será 
igual  á  los  quatro  quebrados  siguientes  -,-i 

501  Caso  IV.  Nos  resta  considerar  el  caso  de  una 
función  quebrada  cuyo  denominador  tiene  facto- 
res imaginarios  ,  el  qual  debe  resolverse  en  fac- 
tores quadrados  que  serán  reales  (212).  Tal  es  la 
función  ¿^  ,  cuyo  denominador  *♦-<-  i  tiene 
quatro  factores  simples  imaginarios ,  por  lo  que  se 
le  resolverá  en  dos  actores  quadrados  de  esta  for- 
ma x'^x\/2-t-i  ,  jfVjrv/a-Hi  (*).  Haremos 

•♦-Hi  —  ¿J^^ViHw  ■*"  xt^x^z^i'  -Líespues  dé  re- 
ducidos ambos  quebrados  á  un  mismo  denominador,  y 
sumados  ,  sale  jf*  =  (A-^C)x^-i-  {A\/2  -+-  B— 

lo  queda  (^-t-C)4;'H-(^V^3-*-5—Ci/a-HZ>^*-H 

(^-+.5v/3-hC— Di/3>c-l-5-f-Z>=o,queda  i.* 
-^-f-C=roy^=:^C5  3.°^v/3-+-5-Ca/3-í-Z>= 
3^1/3  H-  5-t-Z)  =  I  (substituyendo  A  en  lugar 
de  —  C»)  5  3-*  -^  -4-  BV2  H-  C— Dv/3  =  o,  ó 
uf-i-^V'a — A — Dy/2  =0=5^/3 — DV2  =0, 

ó 

A*)    5¡  te  multipücw  una  por  otra  estas  dos  ctatidades 
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6  B — D =05  4.^  finalmente  B-^D  =r  o ,  y  como 
también  B — D  =:  o ,  se  sigue  que  i?  :=  o  ,  D  =  o. 
Y  como  antes  hallamos  2-í^v/2  h-JB-h/>=:  i, 
sigúese  que  2/ív/2=  i  y  yí  =  ^^,C  =  — ^^. 


« 


De  todo  esto  saldrá  — **-  = ^ 


¿r'^-HJfV/2-t-I 


Lo  mismo  se  practicará  quando  el  denominador 
tenga  ¿laores  simples  reales  con  los  imaginarios. 

De  las  series  recurrentes. 

g02  Series  recurrentes  llamamos  (  378  )  todas 
aquellas  cuyos  términos  se  forman  de  uno  ó  mu- 
chos de  los  antecedentes  ,  con  arreglo  á  una  ley 
determinada  ,  conocida  con  nombre  de  escala  de  re^ 
lacion ,  tal  es  la  serie  que  nace  de  esta  función  que- 

,      ,    íi-l-¿jt:H-w*+rfjr*  &c.  .  .        - 

brada • : — - — ,  cuya  operación  encierra 

varios  casos» 

503    Caso  I.   Sea  ,  la  función  quebrada  que 

a 

hemos  de  reducir  á  serie.  Haremos :=z  j4  +  Bx 

^-Cx^-^Dx^  &c.  y  multiplicaremos  ambos  miembros 
por  «4-3jr ,  saldrá  a  =  *^-+-*i?x-i-ctCr*+*Djr»^^ 

sacaremos  (  379  )  «y/  =  a ,  «5-hyfA  =  o ,  ^C  ^  B^ 
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zz  o ,  aD-+C»  z:  o  ,  de  donde  sale  ^  zz  — ,  Jff  =  — 
i —     C  =  — *  —  &C.  cuyos  términos  están  manifes- 

tando  que  la  escala  de  relación ,  ó  la  ley  con  que 
los  coeficientes  de  los  términos  se  componen  es  tai, 

que  suponiendo  el  primero  =  —  ,  cada  uno  sé  com- 
pone multiplicando  su  inmediato  antecedente  por  la 
cantidad ,   y  por  consiguiente  será  = 

—  —  —  -h  '  — &c.  y  sí  n  repre- 

«  •*  *»  *♦ 

senta  los  exponentes ,  el  término  general  de  esta  se- 

a  .w  x"* 
ne  será » 

504    Caso  IL   Sea   ahora  la    función    quebrada 

—— = :  para  resolverla  en  serie  «  haremos  como 

a-^bx 
antes =  ^-^Bx-^-^x^-^Dx^+Ex^+Síc. 

cuya  equacion ,  después  de  executada  la  acostumbrada 
muLtipltcacíon ,  se  convierte  en  estotra 

^Ayx^'¥Byx^'\'Cyx^  } 

de  donde  se  saca  A^zi  a  j  A:=z  —  »  5« -*•  yA  =  *, 
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D^i-Cf^+yB  =: O, D  = — .,  cuyos  valores  e^ 

íAn  manifestando  que  para  sacar  cada  término,  es  nece- 
sario valerse  de  los  dos  antecedentes  inmediatos ,  sien-» 
do  tal  la  escala  de  relación,  que  el  coeficiente  es  igual 
al  cociente  que  sale  partiendo  por  el  primer  término  « 
la  suma  de  los  productos  del  coeficiente  del  último  por 
<i ,  y  del  coeficiente  del  penúltimo  por  r. 

505  Si  quisiéramos  sacar  la  serie  que  puede  dar 
el  quebrado  -¡zz^^^^  >  compararíamos  sus  di- 
ferentes términos  coa  los  homólogos  de  la  serie  ge- 
neral ,  y  sacaríamos  ii=i,*=i,¿  =  2,0=—  a, 
r  =3,y  saldría ^  =  4  =  i,5  =  4.-f-T=4,C  =  — 
3+8  =  5?  ^  =  10— 1 2  =  — 2 ,  £  =  —4—15  =  —19, 
de  lo  qual  saldrá  últimamente  que  ^~l^j^  = 
i-h4r-hS^* — 2áp5— igj;*  &c. 

506  Caso  III,  Por  el  mismo  camino  hallaremos 
que  cada  término  de  la  serie  procedente  de   este 

quebrado — r^rr*  se  compone  de  los  tres  m- 

mediatamente  antecedentes ,  pues  haciendo  los  cál- 
culos  expresados  saldrá  yí  zz  —  jBzz —  ,  C 

= ,  D  = ,  lo  que  esta 

manifestando  que  la  serie  procedente  del  quebrado  pro* 
puesto  es  recurretite. 

Es 
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407  Es  tan  general  el  caso  prppuisto^  jque^pue^ 
de  aplicarse  á  qualquier  caso  particular ,  cpmo  va- 
mos á  manifestarlo.  .  > 
Supóndrétnós  cfát  el  denomiaador  es  wn  qn^ 
dradó ,  por  manera  que  la  fracción  será  (~^ 
¿=  ¿^^  Jl^^^p-*  Si  cotejamos  esta  fracción  con 
la  qu'e  se  consideró  antes  (404)  hallaremos  que 
una,  hr=.o\  ^rzi^  írr— 4qp,  yrrp*.  Luego 
Az=^  a^  Bzz^  iMp^^  C  zz  ^ap?  ^  D—^ttf^j  y  por  lo 
mismo  jjz^  =  ^  ( I  -^2p^  -H  ápV-^-  4/>V  -^ 
¿fp*jp*H-&c^)*  Repárese. 4üe  ri  n  expresa  las  poteii^ 
cías  .de  ^.  y.  jt  y  el  tér(ninD  geheral  :de  esta  serife.  se» 
rá  (»-+•I)./¿:Jp^  .  .:..., 
*  ÍO%  ^or  et  mismo  camino  se  sacarla  que  el  que- 
dado jj^  =  ,_3^,^3;,;._^3.,  da  la  serie 
l^(I4-3p.T-4-o/>V+^Qp'5^  •  .  %  &c)  en  la  qual  es  de 
botar  que  si  n  expresa  las  potencias  de  p'y  ^^^  c<>; 
mo  los  coeficientes  193,6910  forman  la  segunda  se^ 
ríe  dé  los  números  figurados  ^  el  término  general  se- 
ría "-^ííjtü  ^  con  tal  que  n  señale  el  número  de 

(os  términos^.  Pero^co^  en.^1  caso  presente  el  nu? 
mero  de  los 'términos  es  una  unidad  mayor  que  él 
exponente  lí,  d^be^uljstiQürse jíHhi  en.  lugar  de  9 
en  la  expresión  antecedente  ^  y  .saldrá  ^-^''>^^^'^)  > 
de  dond^  se  infiere  que  el  término  general  de  la 

-  .  ^09  Pgr  el  ntísmo  camino  se  hallaría,  ^qué  et 
término  general  dé  la  serie  procedente.  ^  queW-r 

Por  consiguiente  será  muy  fácil  dé  hallar  un 
término  determinado  de  una  serie  recurrente  ^  pot 
medio  ¡de  est9s  términos  generadles*'  Progongimonos 

ha* 
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hallar  el  qüátto  término  de  la  serie  qne'  iia  (trlía 
por  medio  del  término  general  íí:?^>^":i:i?.  Consí-[ 
dtmíémf^  que  por  ser  en  dicb»  término  el  e:ipo- 
neme  de  p  una  unidad  menor  que  4,  será  n  —^ 
escribiendo  3  por  n  en  el  término  general  ^  será  su 
éoefidente^crio  5  si  quisiéramos  el  tercer  tér- 

jníno )  seria  « rrí  ^  y  su  coeficiente  5jL  —  6. 

510  Lo  mismo  digo  respecto.de  la  serie  orig^^ 
nada  de  (^zzf^  5  en  el  término  quinto  de  esta  s^ 
ríe  el  exponente  de  p  será  4;  lu«go  su .términage^ 
neral  acra  ^  1=  •—  =  3  g^  este  será  su  coefi^ 

ciente  >  y  el  término  pedido  será  ¿Sp*4P*.  *     ' 

511  De  todo  esto  inferiremos  c^e  el^  término 
general   de    la  serie   originada    de    este   quebradq 

^ ' — ,  tendrá  por  último  factor  de  su  hume- 

laáot  la  cantidad  «•*-»—  í  ,  porque  respecto  de 
-j-.*_P  este  último  factor  es  n-f- a  =:»-»-3— ij 
respecto  de  /ninT  ■és">»-HS=.»-t-4— i }  luego 

¡respectd"de  -:-:—: — '  étti "  jí-t-w —  i .  * 

(i—ÍA?)"  •       '         .'i 

En  quanto  al  último  ñctor  del  4enoiiiiqadQC  fi9 
tiene  dificultad  >  pues  la  fórmula  para  el  tercer  ^i%- 
Éto  tnihe;por  denominador  a=r3~ij  la  derquar» 
ib  gradb  "roñe  por  últítho  factor  détdenonnídador  3=t 
4->  I ;  luego  el  último  factor  respecto  de  ( i  —pxy 

será  «—-I. 

acotejamos  el qudbfado  ■  ■  't^* ,^^ - > oom  d  á§ 

ao- 
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antes  (404)    -: ^acaréenos    a  =  át ,    *;=:  U 

i^no^  azro,  y  =  -^^>  d«  donde  sacaréou»  jí=a^ 
JffnOj  C=ap^  ^  iD  =  o,  jB=iifp*j  por  consiguien- 
te 7— "*— r  =  a  ( I  -*-/)V-HpV-HpV  &c.)  ,  cuyp 
término  general  es  flíj>'V\ 

512  Enseñemos  ahora  coniQ  se  halla  el  término 
general  de  una  serie  recurrente ,  y  también  su  su^*. 
ina  ^  en  el  supuesto  de  ser  conocida  la  ley  conque 
se  ba  íbroiado.  Apltcarénao^  .el  juqto^p;  para  «ac^ 
el  término  general  de  la  serie  procedente  del  que- 

brado  -rr 1—^7-7 • 

Resolveremos  el  denoorinador  .^M^H'X^+J^xf^^ 
sus  factores  simples  y  iguales  ó  desiguales ,  ó  qua* 
drados  de  ésta  forana  a  •—p'jí^  i-^  transformaremos 
después  la  función  <jtiebrada  compuesta  en  sus  qüe« 
brados  componentes,  y  después  buscaremos  las  se* 
ríes  que  de  ellos  proceden ,  la  suma  de  todos  Icni 
términos  generales  será  el  término  general  de  la  se* 
ríe  ptocecknte  de  la  ifuncion  quebrada  propuesta^ . 

No  tiene  esto  duda  alguna,  porque  lá  función 

-* .    ^  ,  puede   resolverse  en  la  sene  -^-h 

Sx+Qx^ +  Dx^ -hScc.  y  tancibiea  en  qud^rado^  p^ 
dales  cuyos  términos^  generales  pueden^  señalarse, 
Estds  quebrados  parciales  dan  las  serles  antes  se* 
ñaladas,  cuya  suma  ha  de  ser  igual  con  la  serie 
A^Sx-^^x^-^Dx^+Soc.  pues. asi  esta,  como  la  sií* 
ma  de  todos  los  quebrados  parciales. son  cada  uofi 
%ual  á  la  función  quebrada  propuesta.  Suponga- 
mos que  lasr  series  procedentes  4e  dichos  quebra-» 

dos 
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dos  sean  o! -\-j/ x-^c  x'-^J x^ ^  -a^i-^y^ x-y-c^' x^*^ 
'¿V',  aV^'^'^-t-^Vi'^V,  será  patentemente 

c^^hc^-^í/^-^c^  &LC^  Ló  que  está  manifestando  que 
\i  suma  de  los  coeficientes  de  las  series  parcial 
les  es  igual  con  el  coeficiente  homólogo  ^t  It 

serie  A-^Bx-^Cx^^^Vx^  &c. 

513  Busquemos  v«gn  el  ténníno  general  4e  la 
*erie  que  da  esta  función  ;^^^^^, ,  cuya  serie  es 
EriH-4jp-h^Í4^*-H46j;^-*-&a  Pero  j^^—^  == 
O^Jmi^^)  =  ^-^-¿¡1  -  Si  comparanufe  el 
prirntr  quebrado  j^  con  ^^  (  403  )  ,    será 

^íí5-T-f I  »  í* ~  í V  *  =  — *>  y  ^  í4Wi*°^  general 
— ^ —  será  i^  —a Vi  tel  Dtío  quebrado  —i—  da 
«  =  2,  i*— í,  >!:=  —3 }  luego  el  término  generad 

será  -    ■'  ■■  =  ¡2  ¿  3*  >a;»  %   Sumando  ettos  dos  tét- 

minos  generales  uno  con  otro  ^  su  suma  a%3  V-^ 
2V=:(2.3" — a")jr*,  será  el  término  general 
dfe  la  serie  propuesta.  Si  hicilrariios  11=3  ,  el 
término  quárto  sería  (ja.35— íl»>'— (54— 8>^=46^'I 

514  Veamos  finalmente  como  se  haUa  la  sunu 
ée  una  serie  recurrente ,  quando  se  conoce  la  Icx 
qu0  guarda  en  su  formación. 

'  La  ley  que  a^ue  la  serie  en  su  formación  está 
diciendo  dequantos  términos  attecedeates  se  com- 

po- 


DE  LAS  SERIES.  273 

pone  el  coeficiente  de  cada  término  suyo  ,  lo  que  tam- 
bién manifiesta  muchas  veces  su  término  general ;  por- 
que según  este  consta  de  dos  pitres ,  &c.  factores  ,  los 
coeficientes  se  forman  de  dos  ^  tres ,  &c.  términos  ante- 
cedentes. Va  se  sabe  que  estas  series  recurrentes  proce«> 
den  de  up  quebrado  el  qual  es  la  suma  de  la  serie ;  lue- 
go toi^o  está  en  hallar  el  numerador  y  el  denominador 
de  ^icho  quebrado.  \ 

Sea  V.  gr.  la  serie  i+^x+/^x^+'jx^+iíx^+  8¿€^ 
cuyos  coeficientes  son  cada  uno  la  suma  de  dos 
antecedentes;  por  consiguiente  eí  quebrado  igual   á 

la  suma  de  la  s^rie  tendrá   esta  fibrina  ■■  ■     .  ■  ;  . ; 

y  para  hallar  las  tres  cantidades  •  9  ^  9  y ,  tomare- 
mos las  tres  equaciones  siguientes  C<H-/5fi-4--4y  =  o, 
D*+CiH-i?y  =  O ,  E*^Díi+Cr  =  O  ,  en  las  quales  las 
cantidades  A^  B^  C,  D  son  los  coeficientes  1,  3,  4,  7, 
il&c.  de  la  serie  propuesta;  y  substituyendo  estos 
números  en  su  lugar  en  las  equaciones.  de  antes ,  ten*- 
drémos  4*-h3iH-y=:0,7«-4-4H-3y  =  O,  n-i+7^+4y=o, 
de  las  quales  sacaremos  <»=i,/»=  —  i,  y=:~j; 

pero  yf  =  —  ,  luego  ü  =^  ^«  =  i ;  finalmente  *  = 

fi*  4-  ^la  s3  — « I  s  2.  JDespues  de  todas  esta»  de- 

terminaciones  4a  sunu  de  la  serie  ó  ^—, == 

i— «—«*"• 


TomM.  S  jfpii. 
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Aplicación  de  las  series  d  varios 
asuntos. 

gig  Las  series  son  de  muchísimo  uso  en  toda  la 
Matemática ,  porque  proporcionan  y  facilitan  muchísi- 
mos cálculos.  Manifestaremos  aquí  algunas  de  las  apli- 
caciones que  de  ellas  se  haceü  en  los  puntos  más  funda- 
mentales, que  tenemos  por  oportuno  incluir  en  este 
tíbrnpendio, 

aplicación  de  las  series  á  ía  extracción  de  las  raices. 

gi6  Aquí  hemos  de  recordar  y  considerar  con 
algún  cuidado  la  fórmula  general  (72)  para  formar 
tma  potencia  cualquiera  de  un  binomio  ,  tstm 

es  5  la  equacion  (x-^  4)"  =:  jp"  -h  mx^'^^a  -+»• 
w*~'  €s  lo  mismo  qne  —  ,    ar"*^*  lo  mismo  que 


—^  &c.  es  patente  que  á  la  fórmula  se  le  puede 

X  .  ,  . 

'    '  *  •'  i 

mx^a       m.{m — i) 

dur  esta  forma  {x^¥-df  rr  jc% — • — -  h=.-«.-. 

^        V  X  2 

í^í^   ,    fn.(m — r).(w — 2)  x'^a^ 

—  -k: K  &c. 

X*  ^  •  3  ^' 

Consideremos  ahora  que  jr*,  primer  término  de 

la  fórmula  ^  es  el  primer  término  del  binomio  ele- 

ax'' 
vado  á  la  potestad  m^el  segundo  m — ,  es  el  pri- 

X 

iser 
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mer  término  de  la  fórmula  ^  multiplicado  por  m  y 

por  -~,  esto  es  por  el  segundo  término  del  hino- 

m.(m —  I ) 
mió  partido  por  el  primero}  el  tercero  

,  es  el  segundo  multiplicado  por  ^^¡~-^  ^  j^ ; 

el  quarto  ?•(>»— O -^(^^^rg)^»!*.  ^  es  el  tercero  multi- 
plicado por  ^^^^  3y  &c.  Luego  sí  llamamos  jp  =  P 
y  -^  =  j2,  será  (P  -f-  Pfif  =  P""  -h  mP^'Q  ^ 
=:(fLplIp^^^  Luego  si 

ja  representa  el  primer  téi/muio  P"^  el  segundo  se* 
rá  mjíQ  5  si  jB  representa  el  segundo  ;  el  tercero 
será  ^^^BQ  5  si  Crepresenta  el  tercero ,  el  quar- 

-rí  B 

to  será  ==2Cj2&c.  Luego  (P-t-Pj2r=P'"-4-m^j2 
C  i>  i5 

Se  viene  á  los  ojos  que  esta  fórmula  es  mas  sencilla 
que  la  otra  (72) ;  pues  pan  calcular  v.  gr.  fi  quinto 
término  £ ,  no  hay  sino  multiplicar  por  "^¡^^Q  el 
quarto  término  27 ,  el  qual  ya  «ota  calculado. 

Sienipre  que  ^  quiera  i^ücar  esta  ^ruBula  alg>ua 

caso  particular ,  convendrá  tener  presente  que  O  es  el 

segundo  término  éú  binomio  dividido  por  el  primero. 

51^  Busquemos  k  quaita  poienda  de  i«f-h ^i 

S  2  aquí 
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aquí  «»  =  4,P  =  aa,(2  =  |^,  Pja=  3«  5  Por 
coojMgM^ente 

wyí/¿r::;4x     i6«*     x  ^7=  96a'a 
^BQ=z  i-x    9611'í/   X  ¿  =  3  I  6aV 
'!^CQ=z  f  X  3  I  6iiV  X  4  =  2  I  6íi«' 
!=^I>Q  =  i^x  3  I  6«k'   X  ii  =s  8  itt* 
Luego  (2tf-+-3w)^  ==  1 6a^H-  96^'tt  -h  a  i6aV 

^18  Si  el  exponeote  de  la  potencia  á  la  qaal 
sé  ha  de  elevar  ¿I  binomio^  P+PQ  fuese  fraccio- 
nario yó  y  lo  que  es  lo  propio  ,  si:  el  empeño  fuese 
sacar  una  raiz  qualquiera  del  tai  binomio ,  la  fór- 
mula servirla  del  mismo  modo.  Si  el  asunto  fuera 
elevar  v;  gr.  el  binomio  á  la  potestad  —  ,  seria 

Pero  elevar  P-i-Pj^á  la  poteatad  ~  es  sacar 
la  raiz  «  de  (P-f-Pfi)"  (¿6)  ,    pues  (P-i-Pfi)' 

n.  . 

:=i\/^{P-^PQy.  Hagamos  algunas  aplicaciones 
de  esta  fórmula. 

519  Sabemos  (56)  que  .  \/(rr— ¿rx)  =; 
(f  r-^xA?)*  y  luego  extraer  lá  rai2  qoadpada  de  (rr-^ 
xx)  es  levantar  esta  cantidad  á  la  potestad  ^ ,  lúe- 

i 

go  si  qiieren]k0$  sacar  esta  raiz  y  servirá  1»  fórmula 
/:  con 


con  hacer  Ps?  rr  , ,  fi  =9^ ,.  t  ==  i  v  ^l^ego 

-íí-5-f  T^C-i-£^D-«-&c. :  «sto  es",  pon  svibs- 
tituír  las  valores  de  ^,  5,  C,  &c»  (rr— 4Fx)t  —  r 

.  ^$219-  Quando  '6cufri>  sácac-d;  ^^fl(»  da.  tóa-pa- 
tencia-  de  expooente  aegativo  ,  será'  m  o^tiVa  >.  j 
si  el  exponeñte  fraccioaario  ííiese  tiegatívé  ,  el  nume- 
rador del  exponeote  se  supone  negativo,  y  posiá- 

yo  sia^4(^&(madmt,p  jpmiP^  el .  e^^íKW^ate  —  -=-, 
V.  g!c,  sigmfíca ..que  se.  ka  cte-sacar.ia  t^~n  de, una 
cantidad  cuyo  expbnente  és — m. 

Mediante  esta  consideíadon  sacaremos  ücümen- 
te^  el  valor  de  '^.^  óúe  rr  x  (r-f-*)"-'. 

«=1.  Luego  (r-*-*)""'  ==j'^'' — i^.x  f  —  iff 
:j  1.  -^  ,C  xJL^^iD  x^  &c.  ==-^  —  f  ^ 

—  i5— iC&c.  Y  rr(r-í-*)-*  =  rrx(-i.^ 

#^7Í-  -^'Ac)  'esto -es  ;¿s.crr^*H-iV*~ 

S  a  1      ¿Qual  es  el  valer  de  ;~¿::5^^  ? 

Como^75¿:5;y=(ar*— **)-*,,  P=ar4:, 


;jrjf 


^8*«  fírr        -_'_      r^Tf     *       I       »**        I  ^'^'^         1 

JJií-ri'tíL.-,-  ¿C.Y  •■    "  ^  -^-  •     '-^  ~"  '  '••'■—■ 


Aquí  P  =:  i'  ,  fin  —i* ,   !»'£=  í  ,»«&=:  3  5  Jo 
^ae  da (i-*')t  =  i  ^  f ')f  x  -ir»±í^^"k^:i-!¿* 

esto  c«;^i-^*')- ' ^^'^-^P"^  ^ 

.  s  23  Hathtf  el  i»akMWkr^<*»^»)ís5«*-«Jf)i^ 
Aquí  í»!!! ¿á  ,  a^=^.  W==  r  ■  W¿=f'¿^:  Xnegá 

iC  X  ^  — itD  X  ^  &c  =ri»l>^^v#^ 

3ÍJ*  i»5<i*  6a4«»  /  •  '         * 

534  .  Sacar|>or;«nasef¡e«IvaiordefM-*) 

~ ,  «  =  1 ,    «  =4.  Luego  {a-^x^  r=  ^  h- 
í^x  ^-il?x^-áC>i  :r'&o.íís«i  — ¿^ 

í_-  &c  Mttltipilquese  éstV  vidor  ¿ór  tf-i-ap, 

.  laSaY.  ......  í-\     .    •-  'j  ''■    . 

■■■.  ■    j»l- 


—    t. 
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,        áVi  '       jjpV  .  ......  y¿f-    .^  -:   •.  -• 

saldrá  a% .- -f-'*^--  •  >        ok» 

'"•-H'íítw  -í-  ^''liilir.--4L,'.  *-:* Li*  .fije.  ■     "  ' 

*■>.  ^  .     *'       '      >j,>'V,<t,-^o\     '.'«    ,•11»     j'.''  1.  .        .     .-i,     .  .    . 


^!       i         .•,'..       '      '■ 


-  ..'.■     ■     ■  '    ■■*    X.,.  i\  \ ,    ,':.    „•..  .. 

^s^v^ViOo»'  sooi  Ui^  Qtift«8>tie»  ifutidanmaulfs.  qw 

(A  Vsu  <xi»h]ci9n  ^/reoordiráios  iüguo»  4q  .  Us  pro- 
posiciones sentadas  en  el  ToanK  t  i^|»ndo.itrataaM» 
d<^4o«(AO0a^^ii«Í9ix^fsa«^od^  dA  .«Ui^f>a^|uii9s'  «opsí- 
<ifra<^>««s-  )KU|iluKjeaté9  >á  >  -miesao  ;)«fBp«óo. 

530  Dexamos  dicho  que  la  Tbase  K^rimw'a  de 
ua..$¿«iiq»4^:lfgiintB|OS,its  a^w:I  xMkmre  cuyo  lo- 
cantnjj.^  b  «nidaj|i,q«íi.i|i3|ye»la  bas^.lcg;urítipica 
üe  k)j  Ipga^jtmos  coniunes  ,  y  finalínénte  que  el  lo- 
fl^isviixf^eTvSrmsm  B  é  ^jíJKMiehl*:  de  iaqutUa 

es  el  logaritmo  de,  loo,  a, el  í6earitmo  de  ,1000 ,  poc- 
íoe  ro--to&,^ta^ft!od«¿^'  -       '^'■*^  . 

StaV{áM»^-4aifiMM«Jig^^i(BLlde:4m  ií|to« 
ma ,  jr  un  número  ,  y  a'zzy  i  scri  *  d.  logacit;- 
n»  dejr.  Claro  está  aue  d  valor  »>bende  del 

S4  si 
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sí  «  =  I ,  snjíyzza ;  si  .4r=:s  ,  seti  y=.a^  ;  si  x 
:=! — iS  seráy=K»'~'*=-i-.     -  -        í;.   vti  ',. 

53^  Con  la  letra  L  se  señala  el  !o^uritmo  de  una 
cantiaad ;  luegp  L.ab  seüaja  el  logaritmo  del  pro- 
ducto áé.  Pero  £ste.j£>garítÍDO  .&e  j>iifdfi,„señalar  de 
otro  modo,  porgue  si  t^eipos  presente  que  1 :  a:: 

i:~<,  y  lo  dicha..(I»3&)..secá  JLa¿.=  Z..¡j^w= 
LarhLí—Iif  i  el,ló{|;aritmo  de  áUv  ser&  La^Lb-*- 
Le — 8¿i ,  porque  abe  *cs'et  ^laitú  término'  de  es^ 
t»  propdfcion  i  í  ^  "•'  ^  •  ^  '  Y  fií^aln^entc 
el  Ic^aritmo  de  ahctí  <eri  lM^LlHi*¿p-^Ld-T-%L,  i. 
De  donde  se  infiere  que  el  logaritmo  de  un  pro- 
ducto de  quaatos  factores  se  quiera ,  es  igual  á  ¡a 
suma  ée  ks  logaritmos  de  todos-  los  factores,,  menos 
el  logaritmo  de  la  unidad  tomado  tantas  veces^  menos 
MmyjptMtoséonlosfdOéfet'  del  fítí  pfodktoi  '>. 

538  Luego  ya  que'tn -fcodá  ipotestadi'la  «i£í  ^ 
tanta&'veces  &ctor  guantas  iñidtiÜIes  tietté^á  tíij^ 
nente,  el  l<^;aritatt^  de  a'^'saif'iuLa^m~-i)£ií:'¡:*: 
mLé—mLi-^íu  £1  togaritmo  át  d^zá^aLa-^Lii 
Alí» tS -jZrtí^a/t'i  ,•  ftc.  i  '  '  fy.  :  ■■■>.  ..-..•  .-Ji.:''. 
'  59$  fii  d'>ejii|>dneiite  :íbese»iiegtcí)Mijí£«|OÍM<'áqi:fí 
a—* y  el  l6garim)o  ¡ctó'  ir-^  >ert«H«¿#íi<-*«í^*Oi&t 

530  I^  núsma«^la  se  aplica,  ¿loé;  ^(oelxrádosy 
;'    V.  CT.  á-  éste  — ' , ''  Id;  mi&ma  «íe?  1'  x  ^VF"***  C'^f 

531  Q,]ogan(qi9  ¿fc  -qi^lguÍ5t,.^í»iz  se  ¡ei^r^ 
•'    . .  •    •  sa- 


DE  l,AS  SBmMSi  alh 

^^,.^off,ifP^>fk/nisáad^  wa^áttfini<M  cgmo  una 

pot^ncja.d^l  ;ejtponen|é  ffi^cípíi^rio  ,,  Z]^tftf== 

críí^tí^^^.  Sí  «=:3  ,  la  raiz  será  «i  ó  ^«v 

.^:Sif«á,¿:,Í2:^&C  ..    .   ...    ,.     .-.  ....¡,,     :, 

,533,    SI  el  expooente  de  la  raíz  imperfecta,   <$ 
ipoteñcjia  fraccionada  fuese  pegativp ,  qual  sería  el 

Me^ar—:}^'^^  af^i;  'sé' pod?i  'halÉáJÍ 

.<:v.tr<rj.  tac.,   v* .  rin^«i)j>   ^     í^---   -r  •  -í  ;.:.71i6 

igualmente  por  la  r^la  general  la  expreñon  de  su 
logaritmo  j  porque  La      "^  zz^^La  — (-«^A »- *  ) 


^uier  sistemar jp  pefói.paca  qne  rse  virjfíqtieQ ;.eQ  f4 
sistema  $le  los  l(^;aritmos  vt:^res  ó  de  las  tablas^ 
se  ha^dé  Wponer  cera,  y  omitir  el  logaritmo  de  la 
unidad ,  lo  que  dará  uoa  forma  mas  sencilla  á  di- 
chas expresiones,  y  acaba  de  manifestar  la  ^fe^tá^- 
que  el  sistema  de  los  logaritmos  vulgares  lleva  á  to-* 
dós'\os;'áánas''si^tcháSl^-y-y'  '^-'^s  ffOf/?:^-H 

jAí' eafeí¿r^tnfia  pi^g^eifim  á  ^á^efr  ,  ki 

Wdk^Úé^A  iOMdáées  ^negatHiM'  3(5h-  ne- 


de  h%  positivas  en  que«e  tomaa  al  reveft  de^stlsf- 
y  Qoñió  Jqs  logaritmos  na  se  refieren  á  1^  oposición 
d  modo:  contraria  dt?-seír  hs  cantidades  uflas'tiSped^' 
to  de  otr^s ,  silúricamente  á  lo  qae  ellas  ^on  di  sí, 
el  logaritmo  dfe\ód¿'cantidád  negaUra  ha  de  serd 
nwsmQ  que  el  de:U!ca,Dtidadp<>6ÍüVa.  igual  corLeUfe 


v-±:»,  cuyos  lojrantmoé^' respectivos  son  Zm 
=  %La-^Lh^  Y  Lnzz.  Lc-^Li^Le ,  por  medio  de 

dtespiíes  el  cíe  w— ^,  y  quéairi  salvado  «I  tft^ezo. 
Esto  presupuesto  ,  resolvamos  las  dc^j^estibues 

expresadas  ■■■  y.  .  ^    •        t  •    jn-jíiJí..!  ^i 

53¿^    Cuestión  i.  Datbjtn  numero ,  hallar  su  U^ 

guritmo.  •■•     :  üA     ....'    '}  r'     ijil-u-jj 

_  Sjia  Xi-t-*)  el  níjinjero- dadp j  (i-4í«)iotrq  QÚPOpSp 
quaíquiéra)  si  fu¿sc^<»lábaíse  Íogaríttiiica,~¿"== 
( 1 .4-jc) ,  y  tf'  =  ( I  -í-«),  será  m  et'lbgaricmo  de 
rn-;f),  y  »  el  lo^aritmo'd:e(i-Hs)'(43iS5i?Si 
i^van^ino*  U  jpriípe?  ec^u^clcíji  á  liywíg^^fli,  5; 
Iti  segundft'á'la  potencia  « ,  saldrá  (¿^.'zaa^^  -^^^f 
w  ^  I  -f-i)",  'cuya  última,  eqoacion  dá  (t r*-x)é: 

'\rrr    ■        '    ■■    :A:ri(-':  ..       :'■.-•'.    ••.;'.■    Jt    ,- I/.  •    ••' 

Hagamos  ahora  log.  Cí4if^^x,-,^^^*-hP¡fNk- 
ComtMBeiBQ^ttiSpms  «4Wbf«S*áefle*,ifS)ft:1ftí^ofiqtí5P 

subs* 


•  i 
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9ufestitu2ioi  eo  la  priiDecaí^  darán  «I  valor  de  kn 
garitpM»i(iH^4r)^  y.  por  cqnsigiiicittejtquelta  la  cues- 
tión,  rf  '.>'.   '.:'.:■■■     •^'.  ■       -    •  *  ' '    ■  • 

Cdfa  el<fin  dé  simplificar  el  calculó  haremos  -í- 

¿r ,  y ^t^lrémtís  i"  log.  (i-t-jf)  =:  Ic^.  (i+ssi,  porque 
los  lo^itmps .  de  pai^i^ades  iguales  son  también 
imiales  ^'ty.éí  Vajauiéáó  de'  tina  potestad, es  ieual 
&  IJ^rtó^  délliíaiz'itiuitti^Uéadb  pQr  el  expo- 
néW'dé 'la^mfetná  "pótestkd  (1.236).  Lü^o  Mx-h 

¿úeinds  .el-vator  'de  «  !pca  'medio  de  la  equacioii 
jia^i;)b:'1fí-í^jQ^^eleVaiitío  á  la  poientia  r  él  tíltiinb 
hiabiDíó.  ttót  lo  Wefiadd  (^) ;"  de  ojyá  Offeracion 
sáduréió^  cóa^¿í¿i^  ¿  sdlá  en  el  primer  miembro 
g  ¿p'rx  -H  '^  »*'^'^"t,^^^  &c.  súl?Stitu- 
yanos.^«ir^oic  de.ieepl»  eqjau^o^Ms-hNt^fí^^, 
z=  r  (^4r-i-iVJr*V,&C«)r.diVÍ({Kmo8 ;  p9r  f  «  t)9sl#4Í^|iQS 
todm  ^  lérqitipfifí{4  no  .la4Q^  «Md^peipospor^,  y 
MWtAo   -i  .V '.-•;;•'     '■.:...-.  .      ,     - 

^_i,'  ■ '^™:'  *'-*-iPf*  ..'   -t-isríí^^üi  ,&c. 


Para  saqfr  ahora,  k»,  vieres  de  «If  ^  i^(>  &c. 
practicilíímos  ló  ensenado  (380),  y  sacaremos  t.^M 

-T-.'j|fco  ^  ,qu¿.  nó  dá  yalor  algmio  á  Mi  2 .  -/If  ^^ 

^Nr^-^N—  o,  que  da  i\^  =  — iifcf.  Substituido  e«tc 


va* 
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vaibr  dei\N  en  el  oDeOcionte  dd^téctnioo  de^fiqvúu^ 

ta  columna  dará  Q  —  — -^iíf;  prosiguiendo  la  ope^t 
racioa  se  sacatía^JRl  j=;  i^il^,lBbe.  FinaUneDct^  flpspues 

4e  -      -       -       ^ 


X- 


fambiéu^  el  Ipgarkmo  del  húmero,  el  .quaf  pór'lé 
mismo  pue(le,t^ner,una  ínfbídad!  i^e  ;lq|^aFJtmo$  d¡T 
fereptéíi :  e?ta'  es  k  razan  R^r  ^ii0  j^ éi }Í^i^Mu'Í^ 
nombre  de  módulo  j  siendo,  a>ntoraie  ,g¡e  ^!t^^J?ji«.^¿4 
vista,  el  sistema  de  logaritmos  mas  sehcítío  aquel 
cuyo  módaio  Mzzt.  Los  logaritmos  dé*^ésre^siste^ 
iM  se  llaman  natárálésí  y  y  también  hy|>6rbólk(»  pot 
l*í«fcbh  dne  i  süttfembo  darémdi.-^  -  '-'  ^y^^  • 
X  5^'or¿i^í.-^  .^  sei^ie^^üe  éxf»Mái«l  lil|;afiltto 
de  (i+^)  hacemos  4P  no,  tendremos  log.  i— oV''^^ 
.«Ljiue;  fpere  el  valor  de  M;  luego  en  todos  los  sis- 
temas /de  logatítrños  el  logaritmo  de  la  tínidad  es 

C^Q. 

^3^  -  Llaniétnos  ^  el  logaritmo  hy^éHjélico  4e  un 
número,. y  S  la  suma  de  la  serie  (áp— 4jr*-hf*'&c.) 
será  Izz-S.  Llamemos  T  él  lo^ritmct  del  misnK>  nú- 
mero eií  otro  sistema  cuyo  módulo  es  Mi  stviTm 
M¿  zz^ML  LcKgo  para  sacar  el  logaritmo  de  un  nü^ 
tner$  en  mty^stgfna  qualquiera ,  se  ha  de  multiplicar 
su  hgaritmo  Jvperbólico  por  el  módulo  del  sistema 
propuesto.    .  "^ -^         ^^    '-''^*  - 

;  $30  t>cíí//=;rsale/í±4-*l^uego^áíirfa 
fl  hgqntmo  de  un ,  nuníerp  en  un  sistema  qualquiera^ 
se  sacará  su  logdHtmb  hypef  hético  partiendo  él  toga^ 
ritmo  dado  por  el  módulo  átl  sistema.        '-  ' 

No 

\ 
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540  No  &e  percibe  al  pronto  como  la  serie  iia- 
Hada  (135)  puede  dar  el  logaritmo  de  un  núme- 
ro; porque  si  bien  la  serie  es  convergente  siempre 
que  se  toma  x  <i  ^  ó  =  i  ^  luego  que.se  le  da  ma- 
yor valor  ,  aunque  no  llegue  á  ser  doblado  ,  la  serie 
es  muy  divergente.  Vamos  á  remediar  este  inconve- 
niente ,  con  cuya  mira  haremos ,  para  hallar  el  lo- 
garitmo de  (i— <iO.  las  mismas  operaciones  hechas 
poco  ha  para  hallar  d  logaritmo  de  (n-Jtr) ,  y  síddri 

Log.  ii—x)  =  M(—x^x'''^x^—^x^  &c. 
Réstenlos  ahota  esta  equacioíi  de  la  priínera  (135), 
teniendo  presente  que  log .( i -t-j;)— log.(  i — x)  = 

log.  —^  (1.2  3  J^)  y  sacaremos 

S^i^I^^.'^l-aMix^^x'^L^^ 

542  Esta  equacion  es  la  que  nos  dará  d  loga- 
ritmo hiperbólico  de  todo  numero  mayor  que  la 
iinidad  >  porque  sea  el  que  fuese  dicho  húmero ,  le 
haremos  igual  con^^  ,  de  cuya,  equacion  siem-« 

pre*  sé  sacaiá -para  x.un  valor  theoor  que  la  uai*^ 
dad,  con  Id t- que  saldrá  muy ;  copvc^rgeQt^  la  se^. 
rie  9  y  quedará  remediado,  el  inconveniente .  pocQ 
ha  tocado.  Manifestemos  la  utilidad  de  este  ingenioso 
recurso,  buscando  el  logaritmo  hiperbólico  de  2»  H^a^ 
mos  5  pues  ,  íi.=:  j^  5  cuya  equatíoa  da  jp=:  -ij 
y  como  en  el  sistema  de  los  logaritmos  hiperbólicos  M 
=  I,  con  substituir  |  en  higar  de  x  en  la  equacion  (441), 
sacaremos  ! 

Log.  2  =  3  (f  ^3-^  -^  j^,  H-"^  -H  &C.) 
cuya  serie  es  mucho  nías  convergente  ,  según  se  ve, 
que  no  la  serie  (435) ,  auo  qüando  se  haga  en  aquella 
xrr  I. 

Los  técmioos  de  la  serie  se  sumarán  en  la  siguiente 
founa^.  j  !      L    *. 


286  PRl  NCIPIOS 

-i- =0)3333333 

rr3  =  3-^7- =o,oi334S5 

7k'=ikz'  ••••••••   =0,0008330 

_í_  t=:  — ~ =0,0000653 

JL.  — — I—, =o,oooooso 

íuma =0,3465737 

Cuyo  dupk)  =  log.  a   .    .    .   =0,6931458 

543    Cuestión  s.  I>aÍ9  ««  logaritmo  ,  ¿a/Zar  x»  «á- 

Sea  ;if<i— f*'4-t«»— t**+&c.)  el  logaritmo 
dado ,  y  (i+*)  su  número ,  de  modo  que  M{x — \x* 
4.  :L¡gi —  Adr*-i-&c.)  =  l<^.(n-*)  í  partámoslo  todo  por 

M ,  saldrá  *—ix*-*-  T*'— T*'  ^*^  =  '-^^ 
con  lo  que  la  serie  será  el  l(^aritmo  hiperbólioo  ,  y 
hagamos  ,  para  abreviar  ^y  =  '°^'  ^Ir'"  =  (*— — 
|jc*-4-fjt»— i«*+&c.)}  el  ttrabajo  estará  en  sacar  «1  valor 
de  ^  en  jr  por  el  método  propuesto. 

Para  éousegitírlo  hago  *  =:  Ayj&By-^y-^-icc.  de 
doMdesaco 

eJíS^  B^-^yi+Dy*^  &c. 

j  ^  ^-^  j/m— i5'+  &c. 

y  <  ''^AC-^  &c. 

i  — t^M-  &c. 

después  de  trasladar  y  al  segundo  miembro ,  y  su- 
j^iier  iguales  con  cero  todos  los  coeficientes ,  saco 

gO*=^-».-f  ^.^,-4-¿r-Hí-^^^-^&C. 

Luego  con  añadir   i  á  cada  miembro ,  el  numera 

ó 
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6  (i^x)=:  i^y-^^  •^í^-^r^-^-&c. 
y  como  hemos  hecho  y  igual  al  número  partido 
por  el  módulo  ,  6 y  cz^^^^i^^,será  también  res- 
pecto dé  todo  número  n  en  general  j^=;:  í^" ,  ha- 
dendd)  pues,  las  correspondientes  substituciopes,se  ve- 
rificará en  general  respecto  de  todo  numero  », 

•=  •  *{*>*4(*)'-*.-f,(!?r)*+rfc('*  )^*<=- 

544  De  esta  serie  inferiremos  el  valor  de  la  base 
4el  sistema  de  los  logaritmos  naturales.  Porque  comQ 
la  base  del  sistema  es  el  número  cuyo  logaritmo  =1, 
y  en  el  sistema  de  los  logaritmos  naturales  JXf  =  i, 
hechas  que  estén  en  la  equacion  poco  ha  sacada  (443) 
las  substituciones  correspondientes  ,  sale   •   .   . 

lo  que  y  después  de  hecho  el  cálculo  ,  conforme  se 

hizo  antes  (44?)  »  da  íi  =  2,71828^828459  &c  cuyo 
número  es  de  suma  utilidad  en  el  cálculo  integral. 

JÍplkacion  de  las  series  i  I0  resobssiwJk  las  equaciones 

n^tuéricas. 

545  Una  de  las  operaciones  mas  frecuentes  del 
Algebra  es  resolver  equaciones ,  age(<;a  de  1q  qual 
dexamos  dicho  lo  b^staote  respecto  4e  \9»  .eqi^cío- 
nes  de  primero  y  segundo  (jpdcf  A^pra  eQ^eñaré-p^ 
mos  como  por  series  se  sac^m  i^ag  raices  4e  las  equa- 
ciones numéricas  determinada.  .^  ^itOf  es  ,  de  las 
tquacioaes  que  no  tienea  mas  que  una  inc(^nitay 
m  sus  términos  otros  coeikieates.  qi^e  cantidades  qu** 
roérioas^  P^ro  para  nuestrq  a^sunto ,  y  otros  que  mas 
adelante  se  tacaran  y  cowiene  que  manifestemos  la 
-formacioa  y  algunas  ckcuQ3;abcias  de  las  equacio^ 

nes^ 
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^es ,  cuyo  conocimieuto  da  muchísima  luz  para  su  te** 
solución. 

Formación  y  propiedades  de  las  equaciones. 

546  Toda  equacion  completa  se  considera  como 
compuesta  de  tantas  «quacionés  simples  ó  lineares, 
quantás  unidades  tiene  el  exponente  de  la  mayor 
potencia  de  su  incógnita.  Supongamos  v.  gr.  x^a^ 
X  =z  b  yx  czc;  será  x  —  ^  =  o ,  x— ¿  =  o ,  x — c  =  o; 
el  producto  de  todas  estas  equaciones  multblica* 
das  unas  por  otras  ,  esto  es  (x— a)  x  (*'— ¿)  x  (x— c) 
==  o ,  dará  la  siguiente  equacion  cúbica ,  ó  de  tercer 
grado. 

^'■--bx^+acx 

cuyas  raíces ,  ó  los  valores  de  x  son  ü  ,  /^^  Cf .       . 

Asimismo  X^'—^)  •  (*:—*)  •  0^—c)  *  (^— ^)  ==0  da 
h  equacion  biquadrátíca  ó  de  quarto  grado 
4-:t* — ax^-^abx*  — abcx^abcd  =  O 

—bx^-^-ac    — o^rf 
.      — rr<4-¿^^  -^acd 
—dx^^da    ^bcd    , 
-^db 
^-dc 
cuyas  raices  sana  ^  b^c  ^d. 

547  Las  dos  equaciones  que  acabamos  de  sacar  se 
pueden  escribit 'como  sigue  "  • 

x^—px^^qx*+rx-hs  =  O  (208). 
Resolver  qualquiera  de  ellas  es  hallar  las  equacio- 
nes simples  de  que  se  compone ,  y  averiguar  por 
este  camino  las  raices  a^b^  c  &c.  porque  cada  una 
de  dichas  equaciones  lineares  da  un  valor  de  x ,  ó 
una  raíz.  Una  vez  hallado  uno  de  estos  valores  de  x,^ 


SI 


si  se  le  substituye  en  la  equacíon  compuesta  en  lu« 
gar  de  la  inc^nita ,  todos  los  términos  de  esta  se 
désapareceráa,  redudétidose  todos  ello»  á  cero. 

Porque  como  (á>^-^)  x  (ií^— *)  fltc.  ±:  o ,  es  evi- 
dente que  quando  uno  de  t^os  fiíécotes  sea  =0 ,  jr 
lo  será  el  primero  v.  gr.  si  en  lugar  de  x  ^e  pone 
a ,  pues  será  a— a  =  o  ^  todo  el  producto  será  =0. 
Por  consiguiente  la  equacion  cúbica  tiene  tres  ral- 
oes,  la  Uquadrática' quatro i  en  general,  r^iae^fmi* 
don  tiene  jNinSM  rakés^  quanfas  unidades  el  txpmén^ 
u  de  la  ma^a^or  potencia  dk  su  incógnita  j  y  no  tie* 
ne  mas, 

548  Quando  las  raices  a^  ^ ,  c^  8cc.  son  todas 
iguales,  la  equacion  de  tercer  grado  es  un  cubo 
(j?~itfr)'=zOi  la  de  quarto  grado  es  una  quarta  po^ 
tenda  (áp—^)^  =  O ,  y  la  raiz  se  halla  por  extrac-' 
cion  ,  por  ser  la  equacion  un  binomio  elevado  á  una 
potencia. 

5(49  Hemos  dicho  que  ninguna  equadon  tiene 
mas  raices  ,  que  unidades  el  exponente  de  la  mayor 
potencia  de  su  íocógnita^,  en  lo  que  no  puede  lia- 
ber  duda.  Porque  si  en  lugar  de  x  se  substituye  otra: 
eaptidad  v.  gr./  que  no  sea  igual  ni  con  a^  ni  qon  ^, 
ni  con  c  &C. ;  cómo  ni/~tf  ,  ni  /^—^  ,  ni/*— ^  &c. 
es  r^  o ,  tampoco*  d  producto  desunas  por  otras  se 
desaparecerá^  ni  será  no;  será  fi)rzosámente  algún 
producto  resd ,  y  por-  lo  mismo  f  nó  sierá  raiz  de 
la  equacion. 

550  Por  ser  imposible  la  raiz  quadrada  de  una 
cantidad  negativa  (61) ,  de  una  equacion  de  esta 
fi>rnM  JT j>fÍM  r:  o  5  6  xxzr — ad^  sale  xz=:±V('^aa\ 
que  incluye  las  dos  raices  imposibles  de  la  equacion*' 
Por  lo  que ,  uosl  equadon  quadrada  tiene  imaginaos 
tias  sus  dos  raices» ,  ó  no  tiene  ninguna.  Luego  en 
toda  equacion  las  raices  imaginarias  ,  si  las  tiene, 
son  pares:,  pu»  Ur  equiacion  qnadtada ,  una  de  las 

Tom.II.  T  que 
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que  la  compooen,  tiene  ambas  imAStnarias  las  su- 
yas, ó  no  tíeoe  níngaua.  Por  coqtsiguieme^.ea  nin- 
guna .9(|iiacípa  pue4eu  ser  noQ^».  las  raíces  íaiposí^ 
bks.; .  Iueg9  to4^  equaciotí  cúhiea  tiene  tres  raices 
tfúe^  ó  uQ^  isiola  j:  la  equa«Íoa  >iq(uiQlrática  teudrft, 
quatro  raices  reales ,  4os ,  ó  rynguoa  &c. 
t  55t.  Pe  las  equacioDea  propuesus  (446)  se  echa 
de  ver  que  el  coeficwnt^.  cbl  primer  tér mino ,  aquel, 
dopile  ¥«t^,^  Olas  alu  poteocía^de  la  inoógnite,  es 
X  i  «}^  co^mi»  del  s^uado  téemino ,  aquel  don-. 
de. esta  la  poteoci^^  inmediataipeQte  menor  de  la  íq« 
c(%nita ,  es  la  suma  de  todas  las  raices  ^  a^k^e  &c 
mudados  sus  signos;  el  coeficiente  del  tercer  tér- 
miap  q$  la  «urna  de  Jos  productos  de  las  raices  de 
dos  on  4fí^  i  el  coedcieiKe  .del  i^rto  término ,  la 
suma. 4^  producto  de  todas  las  taices  de  tres  eOi 
tres.,  mudados  sus  signos;  el  ultimo  término,  ó  el 
término  absoluto  ,  el  término  conocido ,  aqud  don** 
de  n«  ea¿  la  incógnita,  es*  el  prodt^o'de  todas 
las  raiice9>  Los  términos  nones  tienen  todos  un  nais-^ 
m9  signo  9  y  los  términos  pares  todos  el  «ígno  con* 
trario. 

SS^  Sigúese  de  aquí  que  quaodo  la  suma  de  to- 
das las  raicea  positivas  ^s  tfual  á  la  suma  .de  tCK 
das  las.n/^tivas^  «1  segm^^  térmioo/detla  equ2H> 
QÍqn  falta;  si  .la  suqpa  de  los  productos vuegativot 
de  las  raíqQ$  (j^  dos  :«n  do^  e»  tgiial  1  la  suma  de 
los  productos  positivos ,  la  equacion  carecerá  de  ter-* 
oer  término  &e^ 

553  Todo  lo  dipbo  hasta  aqi^i  se  verifida ,  ota 
lleven  las  raíces  el  signo  -h  9  ora  lleven  d  signo  ~v 
Porque  supongamos  que  una  de  ellas,  v.gr»  c  mude 
de  ágno,  por  manera  que  sea  «^-^  y  a-irc^o  i  el  coe- 
^ente  del  segundo  término  de  la  e^piacíoh  cúbica 
será  — n  —  i^-^Cy  fisto  es,  la  suma  de  las  rakes, 
VMdados  los  9ig»»  de  todM  i  A  coefiqeote  del  ter^. 

-    cer 
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ccrténriino  será:«M-d^-*^^)  esto-i|s,  ih  feumi  á» 
los  productos  de  todas  Jar  raice!  de  dos  en  dos ;  lo 
propio  digo  respettivameme  de  los  demás. 

5^  De  lo  dicha  liasta  aqui  se  aígue  que  en  t^ 
da  eqaadoa  Ubre  de  quebradcis  y  cadicales^^cada 
uns  de  jus^^iaicesvicMUí  uno-^  de  im  productos  de 
dos  en,  dos^^'  deltMS  en  ires ,  Aic.  sod  divtsoreis  ca^ 
bates  did  úXárm  lénoínov  6  del  numero  absoluto. 
Luego^  quando- estos  divitoiies  no  se  pueden  sacar, 
es  señad  evidente. de  no  tiaber  ni  raices,  ni  produc<* 
tos  suyos  deidos  en  dos  $  de  tres  en  tr4s ,  -At.  y 
^ub  J^^aáiaXe^^t^pti  ha  hay  duda  qiie  eb  tina 
•quacipo  cttbÍQa(.^ifn/  tf ,  ^9  ^9*  j^yOC^-bc  ton  to« 
doét  ^visores  dei  il^imo  téraúoo  tibe  i  lo'  mismo  se 
verifica^  en  las  equacíones  mas  altas. 

555  En  todas  las  e^piadcmes  oftMcaé  y  Mqua^ 
dráticaav  quándo^  laa 'raices  ^soa;>todas  posltívaír,  los 
aignot'de'  los  iévoMfM  son^  alternadamente  <-f-  y  — ^ 
por  manera/  qué^  hay  tantas-  ttiudanssas  de"  signo, 
quantas  son  las  raices ,  ó  las  unidades  de  m  gra- 
do; quando  hs  raices  son  n^ativas,  los  signos  de 
los  tórmioos^  son  todos  h-  sin  mndan^a  alguna.  De 
Ío>  quál  %  ;deduQe<quQ  ttn.  estos «asoshaj^  tantas  rai- 
ces pdsjtivas^v^uomiaa:  mudanatt  «de  signo  en  to* 
doB  los  térmiaps'y,de-4-  en  — ,  y  de  M-f  en  -f>«  E^ 
ta  rq(U  es  geiiera) ;  quiero  dedr ,  que  en  toda  equa« 
don  hay  tantas  nices  poritivas,  quantas  mudanztt 
de  íiffMí  Estoí'suponc  qne  &  Ja  «quadon^tio  fe'&lta 
tímiino  alguno ,  ¡y  son  numéricos  todos  sm  coefi^ 
eíeicRes.  Pi^r  esoe  medio  se  sabe  ^v^w^kA' tuce»  ne^ 
gativas  tiene ,  porque  son  tantas ,  quantas  veces  hay 
dos  signos  +  ó  dos  signos  —  inmediatos  uno  á  otro. 
Esta  r^la  sale  fiülida  siempre  que  la  equadon  tie- 
ne raices  imaginarias  ;  y  los:  principiantes  podr&n 
coQ^robatla  en  tal  qual  caso  párticüdar. 

556  Dcxansfis  dicho  (44$)  que^  qaando  las  ral<- 

T2  ees 
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aiOQ  lltvaa  ;'alteciiadaiñeate  td^sde  el  priocipio  al  fin 

los  signos -H  y^.-**;  -que  quando  vía»  raices  son  to-^ 

das  negativas ,  los  coeficientes  de  todos  loi  términos 

tttvan  .el   sigooi  -v.  : Luego*  ])ra  que  coi)  mudar  lo¿ 

^ign^^  d¿  la»  i^eés.  V  se  mudito.  Iqsr  signos?  de  há%  tér** 

aúuo$  dUeroado»)  «oi^bieai  se)  mudan  los^ügnos  de 

Us  raices  ,.' con  anudar  los,  fl^^mwr  de  los  tAmíiinorf 

alternados,  £a  esto*  no-  hay  fUencia ,  ám»  lo  ve«* 

rifíciará  qualquieía  que  forme  <do»  equaciones  oon  unas 

i^isrms /-atces;ídáQdolesis¡gQoÍk  eoptrsioa^  ;'.  • 

.'  SSfy  ^Upai  vet  que' toda.  ei]£iadoAantt^ 

v^gr^  *Vt-p*f-t^jr-^,:^OiaetiCej^^  eqíiacip* 

oes  sknples  de  eáta rforma  >x*^a  ih  ó yi»^bdx'ib  Socé 

toda  la   equacíoft  ^  podri  dividif^'^ahaü  tpor  .x-^^m^ 

ot^dlabt^  \9'^4¡^  se  la;C«dudcálá  ii^bnoridlmqsa^n» 

Por.ei^raiílmq  priofipio^)  ^oa.^veKl  soJbadaa*  tpáaiá^lBlb 

raices  4^  bii  tf  ,&a  i4e^  |iaa  fiqmoiite  vitxsbutanda 

ta  nuikifijUcadí>aJ;fe^(<x^'i^^  .  ^df*4-^):'t»  (j?t-w)rBcci3q 

restícuivá  la  equacioo  propuesta;  Nor^ielstde  estcamar 

que  una  equacion  tenga  muchas  raices )  *porqae  las 

mi^  .de.  la^  )cuestkn»e9.  tíeiieii  mas  de^  um^iaolucion^ 

si^do  '/eQ  «qOs  casos:  -.«izirii  y  -  ^  :.ctttobjr ^z  ift(if>  eú 

ptroi^.=;ú  &c..  cu2fKM[;ClMíM  todiM^estáp^jcifrados  .eo 

la  equaaioa^eobraSÍ.  JSígueae  -de  «juí.  qfoief ftímque  tm 

da  equacioa^  tiene  i  muchas  raicea ,  solajuna  corres^ 

ponde  á  ama  cuescipa  á  caso  pateicul^«i::  /•     ,-   ^ 

tK56^  f:Ah«ra.<  r^barétnos.  qim)  |CiQ(ix>iMj(>^¿ti|ii^  eú 

una  ieq(iiacípit/unác)4e  aus  raices  eb  Juga^  da  ^>txM 

dos  sus  tórnúfK)e;ae  d^sapareoti^.Sea  Y/|^¡la  equa» 

cion  •  .      .  \ 

x^-^ax*  -^abx  ^"^czz  o 

.  vrbx^  '^acx  • .  • 

cuyas  raices isOQ i  como  antes,  ii>^^  r.  Si  énlogat 
átx  dubstiownos  una  de  cUas  9  v.  gr»  ir,  la  -isqua* 

don 
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cion  se.  transformará  en 

cuyos  términos  se  destruyen  unos  i  otros ;  y  lo  pro-, 
pío  sucederá  sí  en  lugar  de  x  se  substituye  h  ó  c.  . 

559  Si  el  último  término  abe  de  la  equacion  fal- 
tare, no  podrá  menos  de  haber  una  raíz  zio,  en 
cuyo  caso  x  estará  en  todos  los  términos  restantes; 
luego  toda  la  equacion  podrá  dividirse  por  4f  9  ó  poif 
jp^-o ,  con  lo  que  baxará  un  grado.  Si  faltasen  dos 
términos ,  esto  es ,  abx ,  acx ,  bcx  y  akc  ,  habrá 
dos  raices  no ;  si  fiíltasen  tres  términos ,  habrá  tres 
raices  iguales  á  cero  ,  &c. 

Y  por  el  contrario  ,  si  una ,  dos ,  tres  &c«  rai*> 
ees  fuesen  =09  el  último  término,  los  dos  úiti* 
mos  &xr.  faltarán  en  la  equacion ,  y  en  lo  que  de 
eHa  quedare,  estarán  sus  demás  raices.'  Si  en  la 
equacion  de  antes  (458)  b^  c;  son  =0,  no  que-- 
dará  de  la  equacion  mas  que  x^^-^ax*  —  o  ó  x^i-á 
=  O ,  partiendo  todo  por  x^  ^  en  cuya  cantidad  es« 
tá  la  otra  raíz  a. 

560  Finalmente ,  equaciones  imaginarias  son  to- 
das aquellas  cuyas  raices  son  imaginarías ;  tal  es 
eista  equacion  x^—^^'^xx+iox'^22  zz  o ,  la  qual  es 
el  producto  de  estas  dos  xx'h2x^2  =  o ,  y  xx  ^^ 
6jf-Hiiz=o,  siendo  la  primera  de  estas  el  produc- 
to de  (jr+iH-y — i)  por  (x+i — V — 1)}  y  la  otra  el 
producto  de  (x^^-^V^^2)  por  (4r— 3— V— 2). 

Resolución  de  ¡as  equaciones  compuestas  numéricas. 

¿»6i  £1  método  que  vamos  á  declarar  para  esta 
xesolucion  sirve  particularmente  para  los  casos  en 
que  el  valor  de  la  incógnita  no  se  puede  sacar  ca- 
ha\.j  por  cuyo  motivQi^S' preciso  saber  primero  á 

Tom.II.  T3  que 
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que  número  se  acerca  mas ;  lo  que  se  conoce ,  6 
por  la  naturaleza  de  la  cuestión  de  la  qual  se  de- 
riv^a  la  equacion  propuesta ;  ó  con  substituir  en  esta 
diferentes  números  en  lugar  de  la  incógnita.  Hay  dos 
modos  de  hacer  estas  substituciones ,  los  quales  en 
sustancia  se  reducen  á  uno  mismo. 

I.''  Se  pasa  al  segundo  miembro  de  la  jequaopn 
su  término  absoluto  i  después  se  substituyen  en  di 
primer  miembro  diferentes  números  en  lugar  de  la 
inc(%nita ,  con  lo  que  sus  términos  se  convierten  en 
cantidades  numéricas,  cuya  suma  ó  diferencia,  quan* 
do  las  hay  de  signos  contrarios ,  es  menor  ó  mayor 
que  el  número  del  segundo  miembro.  £1  número  cu- 
ya substitución  en  lugar  de  la  incógnita  da  para  el 
primer  miembro  un  resultado  menor  que  el  según-* 
do  miembro ,  es  menor  que  la  raiz ;  el  número  cu« 
ya  substitución  en  lugar  de  la  incógnita  da  para  el 
primer  miembro  un  resultado  mayor  que  el  segun-^ 
do  miembro ,  es  mayor  que  la  ráiz.  Es  ,  pues,  el  va-* 
lorde  la  raiz  un  número  entre  los  dos  substituidos, 
los  quales  se  llaman  los  limites  de  la  raiz.  En  este 
caso  toda  la  dificultad  está  en  hallar  la  cantidad  que 
se  ha  de  añadir  al  menor  de  los  dos  limites  ,  para 
sacar  tan  cabal  como  se  pueda  la  raiz«  •  • ; 

2.^  Se  substituyen  en  la  equacion  diferentes  na'>* 
meros  hasta  executar  dos  substituciones  'consecutivas 
que  den  dos  resultados  de  signo  contrario ;  en  sacán- 
dolos ,  es  señal  de  que  los  dos  números  que  las  han 
dado  son  los  límites  de  la  incógnita.- 

562  Quiero  saber  quales  son  limites  del  valor  de 
X  en  la  equacion  x^ — a:— 5 :::  o.  Para  aplicar  el  pri- 
mer método  hago  x^ — xzz^  ;  con  substituir  2  en  lu- 
gar de  X  ,  sale  4r^2  ±:  2  ,  menor  que  5 ;  substímyo 
3 ,  y  sale  9—3  ir: 6,  mayor  que  5;  luego  2  y  3  soa 
los  límites  de  la  raiz. 

Para  hacer  la  misma  averiguación  en  la  equacion 
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ar*+36j»-4-4324r — 2772  =  0»  traslado  ei  térmiqoííb- 
soluto  al  segundo  miembro  >  y  s^k  x^^^^x^+^^i^^x 
zz  2772  la  substitución  de*4  ^li^iuga^  de  x  ,.  da  644- 
¿^6rhi6¿8.  =  ¿263,  meaor  que  ^772;  U  s^bsticu^ 
cion  de  5  da  1254-9004-2160=3185  >  mayor  que 
277;?.  Luego  4  y  5  sot)  los  límites-  de  la  raiz, 

563  Para  av$tigusM:  lo  ptopio  por  el  segundo  mé- 
todo j  dexo  la  primer  equacion  como  se  está  ^*— - 
xrr'S^=^o.  La  subs£it«cipnf  4?^  í»  da  4~a>-;5i2rr-3> 
la  substitución  de  3  d*  9 — 3-r-^  i:  4-1,  Luego  la  raií 
está  entre  2  y  3^ 

Dexando  la  segunda  equacion  en  esta  forma  x^ 
r4*36:r*4T432Jp— 2772  =  o  ^  U  Si^iitucion  de  4  da 
644-576-H1628— 2772  —  —504;  la  substitución  de  $ 
da  1 254-900-^2  j6Qnr3773  =  +4^3  i  luego  ^  está 
entre  475. 

Para  sacar ^  pues  ^  aproximado  el  valor  de  ^r.en 
las  dos  equaciones  propuestas  y  hay  que  bailar  lo  qu^ 
se  ha  de  añadir  á  2  respecto  de  la  primera  ,  y  Iq 
que  se  hi  de  añadir  á  4  respecto  de  la  segunda.    ; 

Éste  es  el  objeto  del  método  de  resolución  qué 
estoy  proponiendo  ,  para  cuya  inteligencia  bueno 
será  y  antes  de  proponerle  con  la  generalidad  que  ca^ 
be ,  aplicarle  á  dos  casos.  f¡í(rt)culareSt^ 

564  Busquepos  que  val$>r  tieo?  x  eo  esta  equacioa 

;i^z^'5a-  •**'*''. 
Aquí  te  echa  de  ver  deídi?  fuego  que  x  es  ma- 
yor que  7,  porque  el  quadrado  de  7  no  pasa  de  49J 
también  se  etha  ile  ver  que  x  es  menor  que  8  >  por- 
que el  quadrado  de  8  es  64 ;  luego  x  está .  entre  7 
y  8.  Llamo  ;8  lo  que  he üe*  añadir  á  7  ,  y  será  xzz 
7-í-;5í  substituyo  por  x  en  ^7^=50  l;i  cantidad  74-;?, 
y.sale  494-r4«4-*^ír50^  ó  —  i4-i454-;5''=0.  La 
equacion  puesta  en  estos  términos  se  llania  equacion 
preparada*  Multiplico  esta  equacion  por  la  serie 
i-t-wíK4'^«*4-C«^-t-&c,  ó ,  lo  que  basta  para  el  in- 

T  4  ten- 
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tentó ,  por  sus  tres  primeros  términos 

■■  I    I    li    I     ii        II    I       I     I  '  II  II      i»¿— — M>  I      1         tmm^^mémfft 

y  sale  — i-»»i4«-»-»'  "V 

I        .'  i'  ' 

Como  %  €6  una  cantidad  fraíccionaría  m\rf  peque^ 
ña  ^  los  términos  det  pft>ducta  áerán  taoto  meno- 
res (376)  quanto  mayor  exponente  lleve  en  ellos  z; 
luego  se  podrán  desechar  sin  rezelo  de  error  sus- 
tancial-, y  nos  bastarán  los  primeros  términos  de 
la  i^uacion  producto* 

>  Hecha  asta  advertencia  V  igualo  con  feero  (379)  los 
coeficientes  del  tercero  y  quarto  término  del  produc- 
to y  lo  que  da  i-i-i4y#— i?~o,  A-hi^Bzzo.  De  estas 
cquaciones,  saco  ^zn  —  ^^  5=:_JÍ=:-L. 

Substituyendo  ahora  estQS  valoi:es  en  el  producto  y  su 
fercer  término  se  desaparecerá^  y  quedará  todo  él 
reducido  (  desechando  también  el  quinto  por  des- 
preciable) ,  á  lo  que  se  sigue  —  ^ -*-( ^ ^^^'m) 
X  «  =  0  ;  luego -i-i5f'Jf-h-2772^x«=:o,  y¿&= 
^9t.  ¿--  Q^Q>r  1 06 7 B ,  próximamente. * 

Si  la  equacíon  preparada  se  rhiibíese  multiplica- 
do por  mas  térmiíigs  de  la  serie  ,,i+^«+&c*  el  va- 
lor de  z  se  hubiera  sacado  mas  aproximado  á  pro- 
porción. •      !       \  :/    ;     '     : 
565    Sea  la.  equacion  preparada,  ; 

La  multiplicaremos  por  quatro  ténoinos  de  la  serie 
i^^z+£z*+&c 
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sale  — 3— 2^« — 2Bz^^ 
+  5«     +s^;s'  + 


-.20:5  > 

-«5     — ^«*  > 


cuyos  términos  tercero  »  quarto  y  quinto  dan  2B  zz 

Luego  2SjB— 5  =  loCrz  2-^;  pero  por  la  pri- 
mera de  estas  eqoaciones  Bz=z^^  i  luego  ^  —  5 
zzz2A^  y  por  consiguiente  jí  zz  •^.  Si  en  lugar 

de  j4  substituyo  este  valor  suyo  en  la  equacion  pro- 
ducto y  desechando  los  términos  donde  z  pasa,  de  la 
primer  potencia ,  quedará  reducida  á  —  2  -h 
(5— ^)x«=o. 

Luego  zzn^^zz  0,4 1 4 ,  próximamente.  Con 

la  luz  quíe  dan  estos  dos  casos  se  entenderá  mejor 
el  método,  el  qual  se  reduce  á  lo  siguiente. 

566  Búsquese  primero  entre  que  números  está 
el  valor  de  la  incc^nita  ó  la  raiz ,  á  la  qual  lla- 
maremos n  llámese  z  la  diferencia  que  va  de  r 
al  valor  verdadero  d^  x  y  y  será  xzzr±z;  substi- 
tuyase en  la  equacion  r^z  en  lugar  de  ^ ,  la  qual 
después  de  esta  substitución  será  la  equacion  pre^r 
parada.  Multipliquesela  por  quantos  t¿rminq$  se 
quiera  de  la  serie  i-i-Az-^Bz^-^Sic.  en  la  inteli- 
gencia que  quantos  mas  términos  se  multipliquen  de 
la  serie  az-^bz  &c.  tanto  mas  aproximado  se  saca- 
rá el  valor  de  z.  Quando  se  multiplican  dos  tér- 
minos no  mas  de  la  serie,  la . aproximación  se  lla- 
ma de  s^undo  grado ;  si  se  multiplican  tres  ,  •  1^ 
aproximación  se  llama  de  tercer  grado.  £n  la  equa- 
cion producto  que4%Q  destruidos  tantos  términos  me- 
nos 
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nos  uno ,  quantos  téirmioos  se  toman  de  la  serie  muí-- 
tiplícador ;  desechándose ,  por  ser  z  un  quebrado  de 
poca  monta,  los  términos  donde  z  lleva  potencias 
que  pasan  del  primer  grado ;  mediante  lo  qual ,  que- 
da reducida  la  equacion  preparada ,  por  compuesta 
que  sea  á  una  equacion  de  primer  grado ,  de  la 
qual  se  saca  el  valor  de  z* 

Todo  esto  presupuesto  y  sea  la  equacioo  prepa-> 
rada  la  siguiente 

multiplico  por  i-f.^  sus  dos  primeros  términos  no 
mas  y  y  sale 

— p+  az  -^-bz^  +&c.> 
^pAz + a/iz""  +  &c.  >  —  ^' 
Hago  h-^aA  =  o ,   y  saco  Az:i  — -j  5  substi- 
tuyo este  valor  de  /í  en  el  segundo  término  de  la 
equacion  producto ,  con  lo  que  sus  dos  primeros  tér* 
minos  ison  -^p-^ia-^Ap  x  z)—o ,  que  dan  z  c=  — ^ 

jse  convierten  en  »— rp-H(a -+- ^)  x  «^  de  donde 

p 
sale  z  7=:  ^— — —=  -  ^.  *  Esta  es  ,  por  lo  di- 

eho  (466)  una  aproximación  de  segundo  grado. 

567  Para  sacar  una  aproximación  de  tercer  gra- 
do; multiplicaremos  tres  términos  de  la  serie  az-^ 
/^z""  ScQ.  por  los  tres  primeros  términos  i+Az^Bz^ 
de  lá  serie,  y  tendremos 

— i>+   az   ^kz^  4  cz^     &c^ 
^--Apz-^Aaz^+Abz^  &cAzza 
^Bpz^-^Baz^  &c.) 
Los  coeficientes  del  tercer  y  quarto  término   dan 
b-^Aa-^BpzzOy   c^Ab^Ba:=iO.  Si  multiplico  la 
primera  de  estas  dos  equaciones  por  /i ,  la  segunda 
por  py  y  las  sumo  después  una  con  otra ,  saco  ab 
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j^jId^^j^pC'^-Abp'rzo ,  y  por  consiguiente  A:=z 
« — ^^-  Luego  será  a:=:^^:^,  con  substituir 
aquí  el  valor  hallado  de  JÍ. 

568  Para  hacer  una  aproximación  de  quarto  gra- 
do 9  multiplicaré  quatro  términos  de  la  serie  az-^ 
fe^&c.  por  quatro  términos  de  la  serie  i-^^Az^Bz^ 
+0:^  -f  &c.  y  mediante  lo  qual  la  equacion  producto 
será 

— j>  +  <!«   +  bz^  +  cz^   +  &^     &C.-I 
«  Apz  ^Aaz^-^-Abz^  +  JÍcz^  &c.  í  _  ^ 
^Bpz^'-^Baz^'^Bbz^  &c.  (^^' 

de  donde  se  saca 

?  F  F 

Gi-HB¿H-/ír-»-¿=o  5  y  substituyendo  en  esta 
en  lugar  de  C  su  valor ,  sale 

f  f  f  «  «>  «  ' 

y  substituyendo  en  esta  el  valor  de  £  ,  sale 

-^-+-4- =  05  esto  es,  (-ít-H^-t--^)x^ 
-+--—-♦— ^H — 7""* — r  =  o;  multiplicándolo 
todo  por  app ,  sale 

y  por  último  ^  =  —  "^'Z^^Z!;""  ,  con  ,Io 
que  ya  se  puede  sacar  X  =  j3^. 

569  Por  el  mismo  camino  se  hallarían  las  apro- 
ximaciones   superiores,   niuitiplicaado  los  términos 

que 
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que  se  quiera  de  la  serie  azr^bz^  &c.  Sin  embargo 
hay  un  modo  mas  breve  de  sacarlas ,  reparando  la 
ley  que  guardan  los  valores  de  los  coeficientes  ^, 
J3j  C  &c.  y  haciendo  acerca  de  ellos  algunas  con* 
sideraciones  de  suma  utilidad.  Porque  de  lo  prac« 
ticado  hasta  aquí  se  evidencia  que 

ij  «—  jii.  ^ *.  / 


,       -^      .       Be      .       Ad  é 


P  P  P  F  f 

570    Por  consiguiente ,  si  bacenlos 

y 
* 

.—  fírtf  1^ 

'  —  — T" 

&c, 

el  valor  de  A  se  sacará  partiendo  una  de  las  cán^ 
tidades  q^  r ,  s^  &c.  por  su  correspondiente  Q,^ 
^y  S  ^  &c*.  mudando  el  signo  del  cociente f  por 
©añera  que  vf  =  -^ ,  ~  ,  ^ ,  &c.  y  i>or  con- 

sí« 
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.-•'  •  ; "        \  .       j>  •  •    '»' :    p  '*  p    *''  -    '  "-^ 

itguieote  is  sz — ^■^-— -^  ^>    r-i-¿—  §  &c* 

#M-ÍX|-       4-^)<^       «HríW^r 
1  1  1  ^ 

de  cuybs  Táiores^^  cada  utio  es  ^  según  sel  ve  ;  ttias 
oibal  que  tiioguQQ  á^  los  aotecedentes. 

571  Estasequacáones  se  deriyaj;i  facj|mepte  de 
las  '4e^  antes ,  c|ue  expresan  lás  relacionen  de  las 
cantidade^)  z^,' ií  9  C^  Áje.:.£ofq[ue  sí  M<)Dgkr  dó 
Q'jq-  .s^e  wbsátuyen  sus  ^¿u^es  ^ reo  :la{  pñmera 
de  aquellas  equacioncs,  jB  =s~---h'-~  ^  se^' 
{&  i?  r:  fíitf-^í  ,  cujro  valor  4^  -^  substituido  en  la 
SSg^ík  e9Uí|9Íoi>..(^^H7- t*^^  (7±: 

í^  -+.  -j!!.^  Jl.^^  =  A^:*^.^  después  lie 

sulistituir'  iS  y  r  '^ea  Ingar  de  ^us  iguales. }  Y  si  en 
la  tercer  equacKVi  se^substkuyeo  en  lugar  d^B  yC 
^us  valores ,  saldrá  .     ,  .      ; 

p  p  p  p  ^  Lm'  •," 

Del  mismo   modo  se ^  sacará  EzzTA^í^.Fm. 

T^A-H)  &c.  cuyos  valores  igualándolos  succesivámen- 

te  con  cero  ,  dan 4-^ ¿- , T"  P^*^ 

ra  los  diferentes  valores  aproximados  de  ^;  Sub^ti- 
^  luyendo  finalmente  el  valor  de  ^  eú  ^  '=  j:±j^  \  sé 

saca  d  valor  de  z. 
572    Abanemos  el  método  á  algutíos  exemptos; 
Sea  jp»  =  10,     . 
Como  aquí  x  es  mayor  que  2  y  menor  que  3  ^  pues 
d  cubo  de  ^  es  8^  y  el  cubo  4^  3  és  37,  hago  xz± 
d-f-s  9  .y  después  de  substituido  en  la  propuesta  q-^z 

en 
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en  lugar  de  ;r,  sale  U  equadon  |>reparada  —^-Hras 

y  saco  /»=a  ,  «ma  ,  *=6i  c=i ,  <<=:o;  y  hai- 
dendo  las  substícudones  correspondientes  en  la  pri- 
mera aproxtmacioa  (4^6) ,  sale  — A  =  -i- = |5 

SílZ    Si  quiero'la  «qpuida:'aproziinai&»)haréla> 
correspondientes  substituciones  en  — Azsi  —^ 

(46r) ,  y  sacaré  ^A^  -^^  =  |.,  y'pot 

lo  mismo  a  = -j¿5.±=<^  no, r  S44S- 

574  Para  aplicáir  ia   tercera  apnndtnadon  laÜ 
las  debidas  substitudones  en  (466)  •>-  Azz 

~y  y  el  correspomlie^te  valor'  <lé  '«•  será  == 
g  =  0,1 544154.       r 

575  Lo  mismo  sacarétnos  por  la- sotodúb  ge- 
neral  (470  y  471);  porque  siendo  aquí  p=3,  a=:if, 
fc=6 ,  (=1 ,  d=o ,  será 
n-i.il:;-- <^ •-  -•■■■:- 


séti  Igualmente  i»      i-  . 

x  =  -í=í::5í:ti  =  i.ao. 
Por  omsiguíente,.  '. 

lo 
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1.                I         .       .  .."•' 

lomiámo  — '■-  ==■ -=  „  ,  como  antes.- 

,    .    T^f       ^-^i  /  •: 

-.S7^    Sirva    d^    si^ndó    exemplo    la    equaciooi 

s+ioz—z*  =0.  .   ,    ' 

Aquí  PCÁ2  ,  «=  10» ,  *=:o ,  1?=:— í  ,  rf=r  o  8fec  fia¿" 

cíendo  las  debidas  substítucioiies  en  la  apnaimaciofii 

(4^  8)  de  ^rmte  grado  ^ -=—  nttíe^^^tl^ 

sfccarémos  — -^  =  j¿=^  =  ^*  5  y  por  consí-' 

guíente  «  =  ^^  ==  í^  =  0,2008,045  ,  ifklo? 

verdadéi-o  hasta  la  áltüna  figura. 

^5^  .  Sirva  de  tercer  -exeo^lo  -la'  equacbd-  '    •  ^ 
»»+36dF'+433df  =:  3973,  .      , 

2fa  sabemos  (463)  ^ue  x  es  mayor  que  4 'y  n^fxior 
cue  5  í  haremos  ,  pues  ,  4+*  ='» ,  lo  qiue,  después. 
de  executada  en  k  debida  substíoicíoñ ,  da  la  equa¿' 
don  preparada  -  -.  ^.   :.     .. 

^^7<58«+48«*+»«=rOí 
cot(¡jándda  con  la  general  —p+M+M^+ae^'+dx*  8k, 
=0,  sacamos  jp  =  rr96»«=57«f-,  *í:48,  <í=r¿ 
tf=:o;  de  donde  sale  -^^=:-r.8  ,    -^c=— x 

Jt  =  ^-+--±.=  64--|=:JíJl 
y    •     .  , 

Lúe- 
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VÍÍ5    48385*  ¿  '       * 

De  aquí  salé  «  =r  — ^  =  —o,  13598,  próxi- 
lilamente,  6  «  =  — ^|í-=:— o,ia59894,ma« 
Pi;óxjtníai9€noe5  6«=-r-^=r-o,i  a  $  9.8^4803, 

tixlavia  mas  pcóxhnafoeBte. 
:  578    Resolvamos  últlmameote  U  siguiente  equ»- 

•    _     y*    m*  «» »*_  o^     __-    • 

Clon  —  iJii'T"  "TT^  a.3.4*«*»     ***^*  —  »* 

haremos  4^*  ==  ;s  &c.  será 

—  11.30.56  ***^* 

Si  siibstituinios  estos  valores  en  la  aproximación 

éei.«aí  ■(  468)  ■;_  >=  ■■'^:::X^  = 
__'_; I L-^-í _!_ 

12  1^.-30  12.11  lflU30'5<^       ,  .         30.56  ■<-56"f 40  ft 

De  /<ií  Diferencias. 

j;79  Las  cantidades  variables  por  su  naturttez^r 
crecen  ó  menguáa,*  quiero  d«pr';.  que  admiten  in- 
crementos ó  decrementos  i  por  manera  que  una  cao* 
tidad  variable  experimenta,  ó  puede. experimentar  dé 
un  instante  para  otro  alguna  diferencia  por  mas  ó  por 
menos.  Estas  diferencias  ooerec^  jer  atendidas,  por-» 
que  los  incrementos  ó  decrementos  de  on^  cantidad 
variable  no  pueden*  menos  de  alterar  «el  valor  de 

'        '  .  t<H 
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toda  función  suya*  Pero  como  los  incrementos  ó  de- 
crementos  de  las  variables  ^  esto  es ,  sus  diferencias^ 
pueden  ser  finitas  ó  infinitamente  pequems  ,  siendo 
muy  distintas  la  natutaleza  y  las  apUcaciooes  de  uoa^ 
y  otras ,  trataremos  de  ellas  separadamente :  de  las 
primeras  con  nombre  de  i¿(^rem/i7^  r  de  las  s^undas 
con  nombre  de  diferenciales. 

Cálculo  de  las  dtf^erendas. 

¿8o  Supongamos  que  jr.es  una  función  de  ;r  ,  y 
que  á  o:  le  sobreviene  un  incremento  ó  decremen*- 
to  o  >  no  podrá  menos  de  transformarse  y  en  otra  can- 
tidad que  llamaremos  y.  Lo  que  á  jr  se  le  agrega  ó 
quita  para  serj/^  es  lo  que  llamamos  diferencia  de  j5 
la.  qual  siempre  que  lleva  el  signo  -f-  V$  -r*  se  llama  in- 
cremento ó  decremento  de  y.  La  señal  de  las  dife- 
rencias finitas  es  esta  letra  griega  a  ,  que  es  una  D  ma-* 
yüscula;  por  mgnera^ue  la  diferencia  finita  át^  se,  se- 
ñala £¡y.  .  ....  . 

Claro  está  que  para*  hallar  las  diferencias  de  los 
términos  de  una  serie  6  progresión  aritmética  crecien- 
te 9  V.  gr.  hay  que  restar  cada  uno  de  ellos  éú  que  se 
le  sigue  inmediatamente.  Señaladas,  que  estén  esta9. 
dáfer^icias  prioieraS)  y  sentada  la  sede*  que  fotmai^ 
para  hallar  las  segundas  difereada^  ^  ó  las  dife]:^eneiaf 
de  las  diferencias  ,  cuya  señal  es  esta  aa  ,  se  restará 
también  cada  término  suyo  dd  inmediato  siguiente. 
Lo  propio  se  practicara  para  señalar,  las  diferencias 
terceras.,  quartas  ,  &c  que  se  señalan  respectivamente 
con  A¿iAóA3,  A-I- ¿ca  ^    .  . 

Esta  presqpuesto  ,  supongamos  ^ue  4a  variable  x 
sea  succesivameote  x  ,  x-¥^ ,  4pV-2w  ,  4H-3»  &c.  y  sea 
8u  función  jr  succesivamente  j^ ,  JI^'>j/\  y^&c.  corres- 
pondiéndose unos  con  otros  dos  diferentes. valores  de> 
la  variable  Xf-y-  de  su  iunck»  y.  Seotaréfficls  esoos- 
Tom.IL  V  va- 
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▼alores  en  dos  seríes  una  debaxo  de  otra  ,  y  practica- 
remos lo  que  acabamos  de  decir ,  sacaremos  sus  dife- 
rencias como  aquí  sigue ,  y  lo  acabará  de  aclarar  el 
exemplo  numérico  puestp  á  concinoacion  «  donde  van 
señaladas  las  diferencias  de  las  quartas  potencias  de  los 
ndmeros  I ,  a,  3  , 4,  5, 6,  7  &c. 

s  *-*-•  jp+a»  *+3»  4P+4»  x-hg» 
S       y  y  y'"  y"         s^ 

t,y  ty'  ty»  Ly'"  ty"" 

^My  L6y'  tJ^yf'  tJby'" 

■  L^y        Ay       ^y 

e,fy 

I   ,    l6    ,   8l    y  956   ,    625    ,    1296   ,    94OX 

Difer.  I.  15  65  175  369  671  ^  1105  &c. 
Difer.  II.  50    lio    194     303      434 

Difer.  III.  60      84      lOB      133 

Difer.  IV.  94      94      94 

'  581  Las  diferencias  áty^  sean  del  grado  que  fue- 
ren ,  se  pueden  expresar  con  valores  de  la  misoia  j9 
y  bastará  probarlo  respecto  de  las  diferencias  segun- 
das. Porque  ya  que  Afiy  =  ty'  ^  Ly ,  i^yf^f^  ,  y 
Ajr  ==y— ^^  será,  con  executar  las  debidas  substítudo* 
nes,  AAy  =ry— 2y-f;y. 

.  582    Enseñemos  ahora  como  se  sacan  las  diferen- 
cias de  jr  ó  de  su  fiíncion  expresadas  con  valores  de  x  ' 
y  constantes. 

Sea  jr  =  j:*  ,  y  •  el  incremento  de  x ;  será  y  s=: 
(x-h«)*  is  j:?-4-2«aM-«»  i  si  restamos  la  primer  equa- 
don  de  la  segunda  ,  será  i^j  =ry— ^ysr  2«w-h»»*  Pa- 
ra sacar  la  s^[unda  diferencia  ,  substituiremos  x4-« 
en  lugar  de  ;r  ^  con  lo  que  Uy  se  convertká  en  t,¡^ 
z  24»  X  (r-f-0)*fM ;  ^  xMBao^JUy  =  iky' — ty  ,  será  t^y 
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cuya  diferencia  es  constante  ,  por  ser  «canüdad.coiuE- 
tante.  Luego  la  cantidad  propuesta  no  admite  diferen* 
cias  terceras.  Ya  que  jr=  a*%  según  suponemos  >  y  .^ 
=  3jfM-»*>  también  será  ¿ix*  =  2jr«-4-»\ 

583  Seai  ahora  ^  —  ax*^x  isi  x  se  convierte  €t 
a;-».»  ,  pasará  y  á  ser  y\  Luego  y  =  fl:r'-h2¿«J4-^'-+- 
¿jc-*-^:  Luego  la  diferencia  primera  ó  ^^  ^y'-^y  = 
!2a»x-hii«'-+-*» ;  y  ía  di&renc^ia  segunda  Ái^y  ¿:  Ay^^^Jf* 

=  2ll«í(jrH-»)4-ál«»'+Í« — 2tf<*J: — a^^ — ¿<»=:  2att*. 

Sea  por  último  j^  =  «,  y  pase  x  á  r-Hi,  y  «  á  «h-*, 
seray  =  (a;+^)*(«-H)  =  4P«+a;»+««H-^;  lutgo^y^ 
y--'y:szx»+z<H^  =  ^z^ 


Aplicación  de  las  diferencias  al  calculó  de  los 
logaritmos. 

584    Ya  que  los  togaritmós  de  las  cantidacNs  ^a«. 
les  son  iguales  unos  con  otros  >  y  al  revesa  el  loga-' 
ritmo  de  un  número  ,  después  que  recibió  aigim  in- 
cremento ó  diferencia  finita  ^  no  pue(^  ser  el  mismo 
que  le  correspondía  antes  de  recibí|p .  d  ipcr^meptq^ 
Veamos  como  se  halla  el  Icjgaritmo  que  entonces  le 

corresponde»  I 

Supongamos  que  al  número  n  le  sobrevenga  un 
aumento  ^  diferencia  finita  ó  parte  suya  ^  dé  modo 
que  después  del  aumento  el  número  sea  /i-h^/i ;  he- 
mos de  hallar  el  auinento  que  entóaces  compete  á 
su  logaritmo  ^  ó  la  cantidad  L  \6g.n :  claro  está  que 
log.n4-¿klog./f  es  el  logaritmo  con  el  incremento  que 
le  toca  después  de  aumentado  su  número ,  y  que 
pior  lo  mismo  es  el  logaritmo  del  número ,  al  qual 
se  ha  agriado  el  incremento  9^  ó  log.  (ff+^;i).  Lue- 
go el  .valor  que  buscamos  nos.  le  ha  de  dar  la  equa* 
cion  10^.^+^  logia  =:  log^n+^n) ,  la  qual  da  a  log  n  =7 

Va  log. 
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**  n  / 

■convertimos  en  serie  esta  expresión  por  medio  de  la 

•  A« 

rfiSrmula  (43$)  haciendo  x  =3  — ,  tendremos 

'  58^  Si  n  mengua  en  vez  de  crecer  ,  también 
mífefguíiirá  str4dgáritmo%  Entonces  fceré  Ic^  («^  Ai^) 
—  log.  ;í  =  •-^  A  log.  /?.  El  primer  miembro  se  rediw 

ce  á  log.  (i—  —  j ,  y  por  medio  de  U  fórmula  (^440) 


--!«»«.=^-(T)'^~)-Kf>i(T>««=-] 


se  saca 

m 

586  Aunque  resulta  lá  cuestión ,  ramos  á  resolver- 
'  la  de  otro  modo,  que  nos  proporcionará  fórmulas  nue- 
va? mucho  mas  convergeiítes. 

Hagamos =1 ,  de  donde  sale  x  = — • 

-  '  I— JT  I»      '  2/l+Art 

cuyo  valor  substituido  en  la  equacion  (441)  9  y  po^ 

niéndo  como  antes  ,  a  log.  n  en  lugar  de  log. ^ 

•    '    :^       .       .  ,     í 

dará'  '.''"*■ 

587  Esta  serie.,  íx)r  la  quai  s¿  calcula  la   dife- 
rencia» que  Va  de  .un  íogaritmó  conocido  á  otro  ma* 

'  yor. 


DE  LAS  SERIES.  t^og 

yor  9  es  mas  convergente  que  la  serié  04^4)  ;  y  tan 
convergpeote  ootno  la  serie  (44»!}  para  calcular  iame- 
diataménte  el  logaritmo  entero  de  un  numero  quat» 

quiera. 

;    588    Si ic^ fuese  negativo,  como  también  lo  seria 

álog^n^  la  equacion  (486)  se  convertiría  en  estotra 

589  Ya  que  por  la  serie  (486)  se  saca  la  di- 
ferencia que  va  de  log.  n  i  log.  (n-H^n) ,  podria  tam¿ 
-bien  servir  esta  fórmula  para  formar  con  singular 
presteza  una  tabla  de  lo9  logaritmos  de  los  núme« 
ros»  Pespúes  de  calculado  )pot  la  serie  ( 442 )  «ji 
logaritmo  hyperbólieo  de  a,  está  igualmente  calcan 
lado  el  logaritaiode.49  pues  log.  4  =  log.2*  s  2  Ic^.a. 
Calculado  que  esté  el  Jo^ritmo  de  4 ,  en  pocos  isú^ 
/lutos  se  calculará  el  logaritmp  de  ¿y  el  qual  costd 
muchos  dias  de  improbisimo  trabajo  á  los  primeros 
calculadores  de  logaritmos  que  no  conocían  ninguna 
de  niiestras  fórmulas.  En  este  caso  «  =  4  y  A»  =  i^ 
y  por  consiguiente  la  fórmula  (486)  se  transfor- 
ma en 

álog.4=:2^-i-+-^i--  4.  i:J-L  +  &c.^ 

Con  calcular  solo  quatro  términos  de. está  serie  se 

halla  la  catítidad  que  debe  añadirse  al  logaritmo  de  4 

^ara  ^sacar^  el  Icigaritmo^hyperbdlico  de  5  con  siete  de^ 

cimales^cabaies  ;  y  éste  logaritmo  de^  sumado  con  4 

V.        'de2,;d^ijlfóg.io  =  a,^^^^ 

jgo''^  Ahbfa  sabremos  r  qúal  es  él  módulo  de  lol 
logafiítfios  Vulgares  ó  de  las  tablas.  Sabemos  que 
coa  llamar  í*  el  logaritmo  tabular  de  10,  log,  10  =^ 
T*^*i  ^  porque  el  logaritmo  de  10  en  el  slsttma  ta- 
SUMir  es  I  í  sabemos  igualmente^  que  tste  logáritmd 
^SmJl  V3  de 
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de  lO  es  igual  al  producto  del  logaritmo  hyperbd*- 
4ico  /de  lO  por  M  j  módulo  del  sistema  vulgar. 
De  todo  esto  sale  T  =  IM  :=i:  i  ,  y  /  =3  -¿^ ;  si 
en  lugar  de  /  se  substituye  el  valor  del  logaritmo  hy« 
perbólíco  de  10  ,  el  qual  y  calculado  hasta  25  decima- 
les es  í2,302585092^940456840í;r99i4 

=:-¿-9  se  sacará  3/=;  0,43429448 19032^ 
182^6511289.  Con  multiplicar  por  este  nú- 

pero  un  logaritmo  hyperbóUco  dado  ^  se  sacará  el  lo- 
{;arítmo  vu^ar  correspondiente ;  si  multiplicamos  por 
.el  valor  de  I  ó  de  jg  ^6 partirpos  por  M  un  lo* 
jgarítmo  tabular,  d  producto  ó  el  cociente  dariel  loga- 
ritmo hyperbólico  correspondiente. 
.'  59r  Eu  el  supuesto  de  ser  ii  la  base  de  un  sis* 
tema  logarítmico ,  por  lo  dicho  (426)  se  infiere  de 
^±zi  -Hx  que#i  zr  log.  ( i  -^x).  Como  son  igua- 
les los  logaritmos  de  las  cantidades  iguales  9  de  esta 
équacion  también  se  infiere  log.tf";?!:  log  (^i+x)  i  y  co- 
mo \og.  a'*=  m  log.  a  ,  también  tenemos  m  log.  a  s 
log.  (i-H^).  Se  verifican  ,  pues ,  estas  dos  equaciones 
m  Ic^.  a  :=z  log.  (i-hx)  y  m  ==  log.  (1+^).  Si  partimos  lá 

Írigaera  po|t  la  segunda  ,  cada  tñí^mbco  fotj^  suyo^ 
ildrá  logfá)=f  i;  pero  él  numera  cuyo  lógahtmo  es  i 
es  10  en  el  sistema  tabular  ^  luego  10  es  la  base  de  es- 
te sistema,  por  ser  circunstancia  de  la  base  el  que  su  lo^ 
gafitríio  sea  la  unidad.  '  ,Í 

'.   592    Enseñemos  ahora  como  se  saca  }á.  d^reo^ 
tía  iin^  del  número  por  lá^difecenci^  .fií^ta  de).  I07 

Íi;aritmo  ,.  esto  es  cómo  de  Mog.  ti  se  saca  Aii/Páca  ^tá 
ndagacion  acudiremos  á  lá  equacion  (484)9^)1 
b  qual  sacaremos  el  valor  de  tn  en  Á  Icg.  n.  Coa  I» 
mira  de  simplificar  el  cálculo,  daremos  á  dicha  f^ua^ 

fÍQü  esta! forma'  «.^  <iyH-V-t'íy^^?K)^^T»*¿» 
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■  ■  Alog.fl  •  I        '  I  - 

dop4ev=— ^    f  ^^'=J'í— =^>.— ^  ^  * 

.&c.  y  hemos  de  swar  el  valor  4e  >  en  w.  Harémoi 
jr:5=^«i-H  5w*4-C«í^H-&c.  sacaremos  los  valores  de 
AjB;  Cflfc.  por  medio  de  los  conocidos  íi,  ¿,  ¿?&c, 
los  $cibstituíránCK)s  en  su  lugar  en  la  ültioaa  equacion,y 
tambien  en  lugar  d^m  éj^  las  cantidades  que  represen* 
tan  9  y  saldrá  dlciígameQte 

Si  hacemos  las  mismas  operaciones  con  la  equa* 
€Íoq  (^5f ) ,  teniendo  may  aprésente  que'  aififf'.  m' 

i=  ***"~^'^»  J^=^-  '^í  «^ncb  los  mismoft  qtrt 
ú^es  los  signos  de  4 ,  ^ ,  (r  &q.  saldrá 

5f93  En  virtud  de  las  fórmulas ,  y  de  lo  dicho  (490) 
se  pueden  convertir  lacilísimamente  los  logaritmos  ta^ 
bulares  en  l^perbóUcéü  ,  y  rec^rocamente/  Proponga- 
moiiQS  s^car  por  medio  de  las  tablas  vulgares  el  loga^ 
ritma  hyíperbólíco  de  10,09.  Tomaremos  el  loMritmo 
tabuíar  corréispohdíehté  con  ocho  decimales"^,  áln  2ft 
que  salga  mks  cabal^  la  séptima ,  cuyo  logaritmo  e& 
1)00389117 ;  por  cadia  uno  de  sus  guarismos  multipli^ 
carémos  la  cantidad  ¿'^i^9o)^rSQi^n4oio5  orde* 
nadaníiente ,,' y  tendremos  '"  ^  --»  * 


V4  ■ 
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X      ..^  . 

s  — 

3>3035S509 

ó^o^T-ó 

o»oool  _ 

18430^ 

«0733 

&C. 

«30 

aa 

16 

Suma  ¡2,3  1 1 5448  =:log.  10,09 

:.  ¿SM'  Considérese  de  paso  xfxaax  convergente  csla 
serie  ( 486  )  aplicando  la  consideración  i  éste  caso; 
lues  solo  con  calcular  sa  priqec  terminóse  saca  cabal 
con  7 ,  y  aun  con  8  decimales ,  la  cantídad  que  se  ha 
de  añadir  i  ^3io$S3^  log,  I0yo8.,  para  sacar  el  loga.* 
iltmo  de  10,09.  Entonces  ^=  10,08 ,  y  /wi  =  Ojrar. 
Luego  con  tomar  solamente  el  primer  término  de  la 
serie  ( porgue  el  segundo  tendría  nueve  ceros  después 
de  la  coma^  y  por  lo  mismo  no  podría  alterar  el  valor 
de  las  siete  primeras  decimales)  saldri 

Alog,ii=í^x^=:  0^00099 16 
Lag.ie,p8        =2,3105532 

Suma  6  log.  10,0^  =  a,3 1 X  $44& 

"-  ■  JO^  /ás  Diferencia/es. 

595  Sea  -f  =  4^,  de  modo  qne  f  exprese  el 
codente  de  a  partida  por  ^;  daro  está  que  quan- 
to  mas  mengüe  ^,  tanto  mayor  será  f.  £1  grado 

,  ."    '  aár 
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iBÉdllu  <fe  decrecnenfco.á.qaé  puede  lkgár¿es  o;:^ 
luego  ^  es  el  límite  de  todos  los  incrementos 
de  q.  ConK)  toda  cantidad  es  por  esencia  capaz  de 
aumento  ó  diminución  al  infinitó^  qüando  crec^  se. 
acerca 'al  grado'  máxima  de  incremento  ,  al  límite 
de  sus  alimentos ,  bien  que  nunca  le  alcanza  j  por- 
que sí  llegará  á  alcanzarle  y  ya,  no  podría  crecer 
mas ,  ya  no  admitirían  mas  aumentos ,  y  por  lo  mis- 
merdexarta  de  ser  cantidad.  Este  límite  de  los  au- 
mentos es  lo  que  los  matemáticps  llaman  el  infíqjto^ 
cuya  expresión  es  esta  -^  5  y  »  el  signo  con  que 
te  señalaa 

5^  Una  cantidad  que  va  menguando  va  siendo 
eada  ittítante  menor ,  va  acercándose  al  grado  má- 
ximo de  su  dioMliucíon  ,  que  esser  =  o  i  á  cuyo 
grado ,  Ikxttte  de  sus  decrementos ,  nunca  liega  ^  por- 
que entonces  dexaria  de  ser  cantidad ,  6  seria  no 
tsadsu  Ni  d  infinito  ^  ni  O  sot^  cantidades ;  son  tér- 
minos y  son  Itnoites  á  los.  quales  las  cantidades  sel 
pueden  acercar  mas  y  mas ,  sin  nunca  Jamas  llegar 
á  ellos.* 

'  597  Bien  que  toda  cantidad  que  va  creciendo, 
y  se  ya  acercando  á  su  gradó  máxinoo  de  aumentó 
Bunea.  le  alcana  ;  sici  eqibargo  .  qwuado  es  licito  y 
aim  necesario  suponer  que  ha  Uisgado ,  se  la  llama 
$ánHikul  mffor  que  nára  quaiquierar  semiaile'j  cantil 
dad  infinita.  Y  porque  toda  ^cantidad  que  va  nofénguan- 
do  sé  va  atercandopor  los  mismos  grados  á  o,  bien 
que  nunca  llega;  sin  embargo  quando  es  licito  y  aun 
necesario  suponer  que  ha  Itegacfo  ,  se  la  llama  i^anti^ 
dad  menint  que  toda  cantidad  asignable^  &  infimtamcfa^ 
pequeña., 

•  2^98  L»  düerendas  finitas  de  las  variables  y  de 
sus  funciones ,  pueden  menguar  de  modo  que  se  va- 
yan acercando  mas  y  inas- ai.  ülcjimd. grado  d4iftxi- 

tc 


ir^ejsu^  dwrémeqiQS  ;  qtao«Q  ims  prdbda^  ^.«N'^ 

to.»  m;ii  fan4aaíeq{Q  tendréaic^  parí  090314?^*^^^^^^  ^o* 
iriQ  c^ntlaa^és  i^enpres  que  qji^alquiera  capti^acf  se* 
ñaláble,'y  ÍJaniarlas  infmitdt^nte  peque'i^.li^tpL^ 
da?  á  este 'estado  ^  las  señalaremos  coa  esta  Teda  ^ 
pbr  manera  que  lá  diferencial  de  1í^  varíabte  •  i  és^ 
(Ix  y  la  ¿e  su'  funciojtx  jK  ^tii^d^  ^  la  A^\.  Sfi^oxüíO 
^íYf-a  será  d{x^(¿)i  la  del  paliaofliio  V-+*a44fH^*; 

será  rf(x*-4-2/fx-+-áíi)  ó  á  X  (x^Hh2*jr-»-ifíi)  &c. 

599    Entre   la$  di&r^ ncias  finitas  de  U^  canti* 
dade$  ir  é  jf.  v.  gr.  hay  una  razón  qHC  s^e  expresa' 
así  -^  j  y  quando  estás   diferencia^  se^  c^n^enm, 
canoo.  lle¿¡adas  al  sunio  gr^do  de  dfr9(^étneñt<x  su  et^ 

presión  es -^^  Eí  asunto  del  calcula  difi^cencial 

e^  seoaiv  la  razón  entre  estaos  difetenoias  infíditameiite 
ppqueSa^  ^  ó:  la  :razoa  del  lUnite  de  las  di&seociiUr  fi^ 
Imitas..  .«-'.'•  -    ^;  ^-     v^      

6ap.  Lo,  dicho  hasta  aqui  manifíesita  coa  suma  evis 
i^bcia  que  cosa  es  el  intioitq  n^teipáttoo  \  ts  uo 
Qiodo  abstracta  de  considerar  la  finitOL  S&  ai  coosi^. 
^rar  una .  eatens^  ünka  ,  sea^  la;  qud.faent  y  piafr- 
Qliadioioá  de  losiUffiite?  enxiiie  .e«i  ceñida  yJkxasxwU^ 
nios.idea^.de  una  exte^ion  infinita  i^  solot  por.  escf  tti&^ 
dio  pedemos  formar  coyncepto  ds  ux^  exieasoa  9  do^ 
fadoq  &c.  iníuiita^    < 

r  601  Esto  misnap  hace  patente  que  ^  infinito  ooa« 
£>ra^e  le  consideeatn^iosTiiatemátícos ,  no^  es  otea  cpM 
que  el  límite  de. lo  finita ^.difeérmino. acia  etquat  si 
encamina  ,  quando  va  crecienda ,  ain  alcanzarle  jamase 
pero  ai  qual  suponemos  na  obstante  ogM  se  va  acer- 
cando sin  cesar.  '[.   . 

602.  .Quando  probamos  (  I<  218:.)  ^ue  ests  se* 
.;  ríe 
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fie' de  iiániwos  f  y  t  f  t  ^^  cominiíada  -ai  inBniro 
cz  I  ^nuocro  empeña  ^  ^6  probar  que  el  numeró  i 
es  el  liciüte  de  la  suma  de  ]a  expresada  serie  ;  esre 
t»,  que  quantos*  mas  términos  «e  tomen  de  la  cal 
«eríe  ^  tanto'  mas  la'  suma  dé  dfohos  términos  so 
«cercará  á  'valer  i ,  4  cuyo  valor  podremos  acer^ 
carnas  quanto  'queramos.  Esta  última  condición  es 
iadíspensaUl^  fiara  que  salga  cabkl '  el  concepto  qUé 
queremos  dar  de  la  voz  límite.  Porque  el  numeró 
n  V*  |[r«  00  es  el  limite  de  la  soma  de  la  «xpresa* 
da  serie ;  pues  aunque  con  tomar  roas  y  mas  térmi^ 
nos  de  la  serie ,  la  suma  áe  acel-que  mfas  y  mas  al 
flúmero<3  9  por  lo  mismo  que  ^  irá  acercando  mas 
y  mas  á  r,  no  se  acercará  sin  embargo  quanto  s« 
quiera^ál  numerosa ,  porque  la  suma  de  la  serie  nün* 
ca  iMisari  de  I. 

003  ^  Quando  decíftk>s  que  un  circulo  es  uti  poU^ 
gono  de  una  infinidad  de  lados ,  nuestro  fin  es  dar 
á  emendar  que  el  drcúto  es  el  limite  de']ospoUgo« 
nos  que  se  le  pueden  inscribir  y  circunscribir ;  esto* 
es  9  que  quantos  mas  lados  tengan  dichos  polígonos^ 
tanto  mas;  se  acercan  á  confundirse  con  el  drcuio^ 
del  qoal  se  puede  ^suponer  que  discrepan  tan  poco  co- 
síase qiiiecaí  coh'suppnef  ta&  grande  HKmK)  te  quiera 
el  n^imero  de  sus  lados« 

-  éof  Este"  osT  4íl  concepto  que  conviene  formar- 
se del  infinito  matemático,  cuyo  concepto  es  sen» 
eiUa  y  «ajbüal  ^  y  ataja  todas  las  sofisterías  ^  4a  cá* 
vilacíon. 

r>  ^^^bwi'VKrtwAálfcos  «da-  les- importa  esoudríñiiir 
si  hay  ep  la  naturaláa  visible  cantidades  infinitas 
áccuaímettte'  existentes ;  si  el  espacio  es  'realmente 
infinito ,  si  la  duración  es  infinita ;  si  en  una  poií^ 
cioii:*fldila  de>'fhateria  hay. im  humero'  realmente 
tafite  4¡íyifm^í^^^  ^táiéat  tiene  que  ^i^iér  c5n 
ti  iofidto  «BfaKeltiáiíc»))  4l«  quai  ho*<ei  ious»  ^é  él 
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}imite.d«..lo  ^okdjká»  cujolíftáte,  qo  oece^  b(  Msh 
temática  suponer  \»  "ejusconfiiac,  te  bost^qt»  Jo  ^finito 
iipiuaca  llegue  á  alcanzad e* ;     »  '     :.  *  ..» •    :«;    - 

>  605  MaQifestarémos  la  ücilídad  ^yu^  ^  sia .  per- 
juicio del  rigor  matemático  ,  introduce. ea  Jos  cal- 
jcuIqs  el  corniderar  como  inñQitpimeDte.  pequeñas*  6 
;i9fíaita$  las  cantidades ,  esto  e$.^  el  comid^rks  cor 
otriQ  litigadas  á  su  limite,  bko  ^9  Qttri»i/lfi^i|lcaa^ 
^eh-     .   ^  ■'''•.•        '•.:.:'•::'-.. 

Para  lo  primero  buscaremos  la  suma  de  esta  {mto^ 
gresion  i ,  i » t »  tV  » rr  &c.  decreciente ;  contimiada 
B.l  infinitp.  Como  la  progresión  es  deocficieote.,  y  bi 
sufpoemos  ccintíauada  al  iofioito^  su  élt^./^iiit? 
pp  .s^rá  infinitaftieote  .pequeño  é  nulo ;  puoi  la  ül« 
xjma  de  mucbas  cantidades.  69^  .que  todas  Van 
menguando ,  infinitas  en,  numero ,  ha  de  ser  iofini*; 
tableóte  meoor  que^  ia  primeA ,  ó^  nula.  Buscaremos 

la  fiuma  poíi  la  fórmula  is  (S:  r-^-^  (114)  i  paro 

como  esta  se  sacó  en  d  sut>uí^sto  de  ser  credeute  k 
progresión  9 .  y  la  qué  queremos  sumar  aqiií  es  de- 
creciente, supondremos  decrecíeute^  V  V^  te;nü^ 
piQ^ trastornada :1a  progrestQu^  deíla^qi«dl>s.s«»Sr;te 

fkmidaí ,  eo  euyo  aau^ucsto  esta  jserá^  ^.gi    ^^^  » 

4oode  4<^  ultimo  téoniao  es  ce^r^  ^  If  exptesioa  de 

ia  sama  seca  j  r:  -^-^— ^=^-í.. :S  ^y'porqiifttficif, 

íz:i,  y  I— ^  =  i>  Esto mism^ftaU^oíc» antes  (Ls»fi8) 

por  otro  camino. r  j    •     i     ,'     *    i 

-_  Parado  s^gundoj supondremos  .qpejáerisíMiofirez? 
fis,  sac^  la  suma^de  los  <qM8icMl(iSr4$rif>to  to$  niir 
:«ierpi  Qamrales..LQs.oúmef<«biiiiitKDik>  tad.ínilQÍ* 

tos 
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tos  en  número  ,  ki^o  ea  la  fórmula  (392)  de  la  su* 
mz  de  sus  quadrados  •.iÍ!!±í^(íí'^>  =  ^lirt^», 
hemos  de  suponer  n  infinita  i  en  este  supuesto  los  tér« 
minos  311*  y  n  del  numerador  son  nulos  respecto  del 
primer  térming  2n^  i  lwgf>  ,se  haa  de  de&ediar  >  y  la 
fórmula  queda  reducidla  ~  =  í^. 

.  606  Hay  di&rentes  órdenes,  grados  ó  clases  4¿ 
infinitos  matemáticos ,  esto  es  ,  unos  mayores  que 
otros^  Quando  x  es  infinita ,  lo  son  también  toda^ 
sus  potencias  d9expOí3ente  positivo;  porque  l :  ar  u 
xi  xxi  luego  ya  que  en  el  supuesto  á¿  ser  ;f  in,^ 
finita  ,  es  infinitamente  mayor  qu^  i,  también  s^rá 
XX  infinitamente  mayor  que  x  cantidad  infinita.  Se- 
rá ,  pues ,  X  infinito  de  primer  grado  ,  xx  infinito  d^ 
segundo  y  x^  de  tercero,  &c*  pues  verificándose,  c^ 
mo  se  verifica  ,  esta  proporción  i  :  x  ::  xxi  x^  ^  s4 
sigue  que  x^  es  infinitamente  mayor  que  el  infini^ 
to  x^  de  s^;unda  dcden.  Estos  son  los  infinitos  po* 
tencialea» 

607  Lo$  infinitos  radicales  se  demuestran  coq 
igu'af  &cilidad.  Quando  x  es  infinita ,  lo  «s  tam* 
bien  Vx  ,  pues  ningún  numero  finito  y  v*  gr.  b  puede 
ser  :py :p.  Porque  si  fuese  hz=,?/x  ^  será h^zz,x\  luego 
el  producto  de  dos  factores  finitos  cada  uno  z:  ¿  ,  se* 
ría  igual  al  infinito  x  ^  Q}rj2L  consecuencia  es  un  ab-^ 
sprdo  ^  la  mismo  se  probará  de  i?'  4?  ó  ^«  •  Sá- 
bemeos que  en  todos  los  casos  se  verifica  esta  pro* 
portíon  I  :  Va:  ::  Vjt  :  o: ;  por  consiguiente  así  como 
i  es  infinitamente  menor  que  i/a: ,  es  también  el  io^ 
finito  ^'  menor  que  el  infinito  x.  También  proba- 

ifyff^^,  que  ^1  infipito^j^és  infíi[iit9inente  mqnor  quq 
ct  ffifinko  9^  5  para  !o  qiíafí  convieiíe  tener  presen^ 

te 


T" 

\ 
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Fig.  te  que  |  =  4-  i  y  ^  =  T*   Es   patente  qué 

X6  :  i  ::x^^ :  jt^;  luego  asi  como  el  infinito  x^  es 

infinitamente  mayor  que  i ,  también  el  infinito 

x^zrzx^  es  infinitamente  mayor  que  jc*  czjcr. 

608  Lo  que  dexamtod  dicho  aterca  del  infinito  ma* 
nifíesta  el  concepto  que  debe  formarse  de  las  cantida- 
des infinitamente  pequeñas ;  no  son  estas  cantidades 
Irealmente  existentes^  ni  tampoco  supone  su  existencit 
ta  matemática*  Son  cantidades  menores  que  otra  qual- 
quiera  cantidad  asignable  i  son  él  limite  al  qual  se  van 
acercando ,  sin  alcanzarle  jamas  ^  las  catitidades  que 
van  menguando. 

'  60$  Para  dar  mejor  á  conocer  su  namrale2a  ^  su- 
71.  pongamos  que  se  nos  ofirezca  tirar  en  el  punto  j1 
una  tangente  á  la  curva  CyíB,  Tiraremos  desde  lue- 
go por  dos  puntos  ^  y  ^  de  la  curva  la  secan- 
te  yfS  ^  prolongándola  indefinitamente  acia  Z  j  X; 
y  por  los  dos  puntos  A  ^  B  á^  la  curva ,  las  dos 
ordenadas  AD  ^  BE  perpendiculares  al  exe  CE.  Es 
patente  que  la  posición  de  la  secante  pende  de  la 
distancia  DE  que  hay  entre  las  dos  ordenadas^^  cur 
ya  distancia  es  la  diferencia  que  va  de  la  abscisa 
CE  á  la  abscisa  CD  ^  y  pende  también  de  la  di- 
ferencia J50  que  va  de  la  una  ordenada  á  la  otra, 
Luego  si  conociéramos  estas  diferencias  ^  d  la  razón 
que  hay  entre  la  distancia  de  las  ordenadas  y  su 
diferencia )  conoceríamos  también  la  posición  ae  la 
SQeante,  Figurémonos  que  el  uno  de  íp»  dos  puntos 
^  ^  i9  de  la  curva  9  v.  gr.  el  punto  B  se  vaya  arri- 
mando sin  cesar  al  punto  A ,  y  que  por  el  punto  A^ 
suponiéndole  fixo ,  se  ha  tirado  una  tangente  AP 
á  la  curva ;  claro  está  que  la  secante  AB ,  tirada 
por  los  dos  puntos  ^9  Á,  de  los  quales  suponemos 
que  el  upo  H  va  ^ríouuEido  al  otro  ^  :se,>4rir;aCQiy 

can- 
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cando  de  cotitino  &  la  tangente ,  por  manera  que  He*  Fig* 
gara  á  ser  la  tangente  misma  9  quando  los  dos  pun^ 
tos  A  ^  B  lleguen  á  confundirse  en  solo  un  punta 
Por  consiguiente  la  tangente  es  el  límite  de  la  secano- 
te;  el  término  al  qual  se  va  arrimando  incesante*» 
mente ,  isin  que  nunca  jamas  pueda  llegar ,  pero  al 
qual  se  puede  acercar  quanto  se  quiera.  Pero,  se-  ^jU 
gun  acabamos  de  ver  »  la  posición  de  la  secante  la 
determina  la  razón  entre  la  diferencia  BQ  de  la^ 
ordenadas  y  su  distancia  DE.  Luego  si  buscamos 
el  límite  de  esta  razod ,  ^sto  es ,  el  valor  al  qual 
se  aproxima  mas  y  mas  esta  razón  ál  paso  que  la  una 
de  las  dos  ordenadas  se  va  arrims^ndo  á  la  otra  ,  este 
límite  determinará  la  posición  de  la  tangente ,  una  ves 
que  la  tangen^  es  el  límite  de  la  secante. 

Es  evidente  que  quanto  menor  sea  cada  una  de  es* 
tas  diferencias  ^  tanto  mas  se  acercará  su  razón  al 
límite  que  se  busca ,  pues  tanto  mas  próximo  esta-^ 
rá  el  punto  B  á  con&ndirse  con  el  punto  A.  Es 
también  evidente  que  00  llegando  estas  diferencias* 
á  ser  de  todo  punto  nulas ,  su  razón  no  es  rigurosa-  : 
mente  igual  al  límite;  y  que  en  el  caso  de  llegar 
á  ser  nulas ,  ya  no.  hay  entre  ellas  razón  alguna^, 
porque  entre  dos  nonadas  no  hay  razón»  Pero  no, 
por  eso  dexa  de  ser  menos  real  el  límite  de  4a  ra« 
zon  que  babia  entre  las '  dos  cantidades  quando  eran^ 
todavía  algo  ,  y  el  valor  de  este  límite  es  el  que  en- 
camina ,  por  lo  dicho ,  á  determinar  la  posición  de  la 
talúdente. 

610  Como  la  razón  de  las  diferencias,  quanto* 
menores  estás'  son,  tanto  mas  se  acerca  á  su  línii-r 
te ;  ^sx^  es  el  motivo  por  que  expresamos  el  límite 
de  la  razón  con  la  razón  que  tienen  unas  oon'  otras ' 
las  diferencias  infinitamente  pequeñas.  Pero  esta  ra-' 
zoo  entve  las  diferencias  infinitamente  pequeqas  no^ 
es  mas  que  un  modo  abreviado  de  ^xficesar  una  hok. 

cion 
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cien  mas  cabal  y  rigurosa  ,  esta  es ,  el  líqiice  de  la 
razón  de  las  diferencias  finitas*  Porque  la$  diferencias 
infinitamente  pequeñas  ,  ó  úq  existen  realmente ,  ó  por 
lo  menos  no  hay  necesidad  de  suponer  que  existei 
realmente  para  determinar  cabal  y  rigurosamente  di*^ 
cho  limite. 
.7-;      6ii     Hay  también  varios  <irdenes  ó  grados  de 

'  iafínitamente  pequeños  así  potenciales  como  radica* 
les. 

Porque  si  una  variable  x  es  infinitamente  pequen 
fia  y  todas  sus  potencias  y  raices  de  exponente  posítí^ 
vo  son  también  infinitamente  pequeñas ;  siguiendo  es*^ 
tas  potencias  y  raices  la  misnia  gradación  que  los  infí* 
sitos  i  por  manera  qué  h^  infinitamente  pequeños  de 
primera  ,  segunda  9  &c*  orden.  Si  j:  es^  infinitamente 
pequeña  ^  xx  es  todavía  infinitamente  menor  ^  ó  un  in- 
iinitamente  pequeño  de-  secunda  orden  9  x^  infinita*» 
menee  pequtíío  de  tercera  orden ,  &c.  Porque  i,  .r^  xx^ 
XXX  &c.  son  cantidades  proporcionales  9  y  así  cpmo  i . 
«  infinitamente  mayor  que  x  ^  también  x  es  ic»fínita- 

«  mente  mayor  que  xx  &c. 
:  ^13  Por  lo  que  mira  á  los.árdeaes  radicales  y  se 
probarán  con  igual  facilidad.  Ya  que  xr  es  me- 
dia proporcional  entre  el  finito  1  y  -el  infinitamente 
¡pequeño  x ,  es  infinitamente  pequeña  ,  bien  que  lo  es 
itiéfios  que  x.  Y  ^í ,  otro  infinitamente  pequeño, 

lo.  es  inénitamente  nenes  que  x'^^  Porque  x^  =  ^i 


l  x^  zz:  x^  \:    1  :  xi . 


€13  Acerca  de  los  infinitos  potenciales  ,  hemos. 
4e  reparar ,  que  las  potencias  coü  exponente  nega« 
tivo  de  una  cantidad  infinita  son  cantidades  infini* 
tamente  pequeñas  ^  v*  gr.  jr  '  =:  -^  es  infinita- 
mente pequeño.^  Porque  di  .cociente  de  una  divlsimí 
e»  cania  naenor,  <]uaato  mayor  es  .el  divi^r^perr. 

ma- 


ZXE  LAS  SBRTSSí^  %2i 

matiecicndd  él  mismo  dividendo.  Lu^  la  dimíoa 
de  lo  finito   i  partido  por  el  infinito  x  ó  -j  psLV^ 

tjdo  |]¡0r  jp^  esto,  es  ¿  ó  jp'"*,,es  infinitamente^ 
menor  y  por  ser  el  infinkamente  pequeño  partido 
jpbr  el'íntenito  x.  Pero  x — i  ó  ^,  bien  que  infi- 
nitamente pequeña^  por  ser  y/x  infinita ,  jrr-J  diga 
feÍ5  iiifinitamente  menos  pequeña  que  ir""* ;  por^íie 
/T^i  ó  ~  es  inedia  proporcional  entre  j  y  ff^. 

614  TamWeo  hay  que  hacer  cítro  reparo  acer* 
ca  de  las  potencias,  y  raices  con  exponente  íiegatí-1 
yo  de  las  cantidades  infinitamente  pe'qüeñas ,  cuyaá 
potencias  y  raices  son  infinitas.  Quando  x  és  iníi*í 

nitamente  pequeña,  r"^*  ^  t  ^^  infinita  de-  pri-^ 
mer  grado ,  porque  en  lo  finito  i  cabe  una  infi- 
nidad dé  veces  él  infinitamente  pequeño  x\  x^*  6 
¿'festel  infinito  -i  multiplieado.  por  él  mismo  ,  ts  ^ 

1  .*      I. 
Infinito  de  segunda  orden.  Pero  xr^  6  — ^  =— *• 

*es  un  infinito  rádicaL 

'    6í^    Si  la  diferencia  que  va  áé  ma  cantidad  ^^ 
'étra   mengua  '  sin  cesar ,    de    modo  que  ^l  cato  sea 
*menór  que  toda  cantidad  sénalable  ó  apreciadle ,   lai 
^dos  cantidades  serán  por  ultimo  iguales.  * 

•  Porque  si  no  fuesen  iguales  y  se  podrá  señalar  síi 
(diferencia ,  ó  su  ^  diferencia  será  una  cantidad  señat 
láblíe ,  cuya  consecuencia  repugna  con  el  supuestdi 
'  '616  Sigúese  de  aquí  i.^que  x\  cantidad  finitaj 
^es  lo  mWmo  que  x±dx.  Porque  dx  es  lá  diferen- 
cia finita^  de -;irs  éuya  difeSreiJcia-^ha  tóengdado  hPr- 

'''Tom.IL  X  ta 
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tíi  Uegar  i  ser  menor  que  toda  cantidad  !señahMe* 
2.^  que  ¿endo  x  infíatta ,  y  a  cantidad  finita  ^  íc^ 
mismo  es  x  que  .x±a.  Porque  si  x-^a  v.  gr.  fuese 
tfiayot  que  x  ^  la  cantidad  x  con  el  aumento  a  se-* 
ría  mayor  que  sin  él ;  lu^o  x  antes  de  sobrevenir* 
le  el  incremento  a  ^  no  seria  mayor  que  toda  can- 
tidad asignable;  luego  no  seria  infinita,  cuya  coa* 
secuencia  repugna  con  t\  supuesta  i 

617  Luego  finalmente  i.^  no  crece  ni  mengu^ 
i^a  cantidad  finita  porque  se  le  añada  una  canti- 
dad infinitamente  pequeña  i  2.^  no  crece  ni  mengu* 
el  infinito  porque  se  le  añada  ó  quite  una  cantidad 
finita  i  3.*  no  crece  ni  mengua  una  cantidad  infini- 
ta de  orden  determinada  porque  se  le  añada  ó  qui- 
te un  infinito  de  grado  menor;  4.^  no  crece  ni  men^ 
gua  un  infinitamente  pequeño  de  grado  determina- 
do porque  se  le  añada  ó  quite  otro  infinitamente 
pequeño  de  grado  menor. 

¿  DEL  CALCULO  DIFERENCIAL 

.  ^  618  El  asunto  del  cilculo^  diferencial  es  hallar 
las  di&rencias  infinitamente  pequeñas  de  las  canti- 
dades Variables,  el  último  decremento  ó  el  limicf 
de  las  diferencias  finitas. 

Se  supone  por  lo  mismo  en  esta  investigado^ 
gue  la  variable  JT  v. gr.  llega  á  ser,  según  crece 
ó  mengua ,  x±dx  y  y  el  fin  es  señalar  la  expresio^ 
del  incremento  ó  decremento  infinitamente  pequeñp 
dx.  Con  esta  mira ,  si  y=:x  ,  se  substituye  en  esta 
.equacion  x-^dx  en  lugar  de  áP,  quando  x  crece  (sú- 
!pondrémos  que  la  variable  crece  )  y  la  equacion  será 
entonces  j/zzx-^dx ;  se  restará  la  primera  de  la  seguuf- 
da ,  y  será  y— ;y=j:4-¿ír— x,  ó  dy:z:dx ;  queda,  pues, 
averiguada  la  equacion  entre  los  limites  por  medio 
«|e  la  equacion  entre  la  variable  «r  y  su  función  je. 

Al' 
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'  619  At  diferenciar  las  caotidades  suelen  ocurrir 
▼arios  casos  que  vamos  áespeciñcar,  y  de  cada  uno 
sacaremos  una  regla  genei:ai  qué  rija  en  codos  los 
que  se  le  parezcan* 

'  I.  Propongámonos  diferenciar  la  equacton  y  zr 
x-ho.  Enjugar  de  x  pondémos  (518)  x-^dx^  j 
será  y—  x-^dx-^a ;  luego  y— ¡y  =  dy  zzx^dx-^-a-^ 
x^a—  dx  y  hiego  d(x-¥a)  —  dx.  Si  la  variable  men- 
guare ^  ^n  yzzx  substituiríamos  x — dx  en  lugar  de 
jr ,  y  saldría  d^x-^a^zn — dx.  En  cada  uno  de  estos 
dos  casos  sale  la  misma  diferencial ,  desaparecién-' 
dose  la  constante  a  en  la  diferenciación ,  y  así  de* 
be  ser ,  pues  las  cantidades  constantes  ,  por  lo  mis*' 
mo  que  ni  crecen  ni  menguan  ^  no  tienen  díferea*^ 
cial  9  ó  su  diferencial  es  o. 

620  Luego  es  regla  general  que  la  diferencial 
de  una  variable  mezclada  oon  constantes  por  adición 
ó  sustracción  es  la  misma  qué  si  estuviera  sola. 

621  IL  Seaj^  =  4r^i  pongamos  x-^dx  tn  lugar 
de  x^  de  lo  que  saldrá  yzüx^-^Txdx-Htx^  i  luego 
y— xjf  zidy—x^^2xdx^+4x^^-x^  =  Qxdx^dx^.  Luega 
4l(x^)zz  2xdX'¥'dx\  Pero  2xdx  :  dx* ::  2x  i  dxi  luc-' 
go  el  término  i/jT^  es  infinitamente  menor  que  2xdx^ 
lu^o  puede  ó  debe  desecharse  <5i7)i  lu^o  finaJi*^ 
mente  d(^x^)  zz  2xdx. 

Sea  j^zr^* ,  y  pongamos  xr^dx  en  lugar  de  xi 
ÍKráy±z{x-^dxy=x'^nx''-'dx^'^^ 
&C-5  luego j^^-j^crrfj^=«jí:^V*^í:í^ 
Pero  como  dx*  es  infinitamente  pequeño  de  según- 
•da  orden,  es  no  nada  en  comparación  de  dx^  íqR- 
Hitamente  pequeño  de  primera  (517)5  por  consi- 
guiente el  segundo  miembro  de  la  última  equacion 
queda  reducido  á  su  primer  término  solo  ^  y  dyzz 
nx^—^dx.  y      \ 

X2  Di- 
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Diferenciemos  ahoca  una .  potencia  4e  x  coa  ix-- 
flpaeate  negativo  ^  de  mgdo  que  sea  j?=z  j;— ".  8% 
en  lugar  de  x  substituimos  x  Hr^dxj  será  y  = 

r¿-f-¿jr)*"=:jp""— njiír***Vjp '- —  dx^ 

&c. ,  de  donde  salé  j^— ^=:í(yrr— wjr~"~Vjr^' 

por  desvanecerse  el  término  siguiente  donde  esti 
dx*  (517),  y  con  mas  razón  todos  los  que  se  le, 
siguen.  Sácase  de.  los -dos  ü  timos  casos  la  siguiente 
.622  Regla  general.  La  diferencial  de  toda  porv 
ten;ia  de  una  cantidad  variable  se  saca. multiplican-! 
do  dicha  potencia  reducida  á  un  grado  una  unidad^ 
menor  por  el  exponente  que  lleva  y  por  su  diferea^ 
^ial.J-r.    . 

í;   Por  esta  regla  será  á(x^)zzz4^dx  ,   Y  d{x~^  ) 
Bevi-^4x^fdx.  ^' 

É  $23  Quandb  la  potencia  4e  ía  váriuibíe  cuya  dir 
^rencial  se. busca,  está  multiplicada. por  un  ¿aor 
constante  9  subsiste  este  factpr  en  la  diferenciaL 
^  ;, Busquemos  la  diferencial  de  ax'' ,  por  manera 
Qbé**sca  yrr  ¿ác"- ,  y  y:=zax  (x-^dx)"  dzax"  -H 
'  anx'';^'dx -i-"-^ ax^—'dx'-  Sfc.  será./— j^=4y 
ti:  nax''~'dx  (  5  i  Jr ),  Luego  d  (ax'-^ix^)  =  adx 
^2bxdx.  icB,  diferencial  de  tf-+-3x*— 4^4?^  == 
6xdx—Í2cx^dx.  , 

•  i.  ■     •  ■ 

624  La  misma  regla  sirve  para  diferenciar  los 
radicales  ó  las  potencias  imperfectas;  no  dbstante, 
ia  demostraré  separadamente* 

•        •    « 

Propóngome  hallar  la  diferencial  de  |/r¿r*;  ser4 
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yzuzX/^x'^j  y  zzzx'^^  de  cuya  equacion  la  dife- 
rencial  es  ny~^4yz=:mx'^''^dx  (522)   y  dy^z 

m  X      dx  n        m  T  .    ,   • 

— Como  y=*  ,  y=-x  y  y  y~'= 

~i  si  en  el  denominador  de-^ substitui- 

■jf  y 

mos  en  lugar  de  y""'  sus  valores ,  será  <(y=¿ 


m — 1-+-—  , 

m 

^''-'i* 

X                 ''  dx        m 

n 

*« 

x"                  n 

ffl 

' 

*• 

X  ~   ~        '^dx^  y  finalmente  rfj^=:-^j?^~  dx. 
Si  se  me  pide  la  diferencial  de  V^  z=,x\  ^  se- 
rá wm  ,  nz=L^  ,  y  la  diferencial  será  §jpÍ— i¿/jp 

La  diferencial  de  ^xbd{^x\  )  se  hallará  luego 

considerando  que  aquí  f»=:i ,  »=:3 ,  luego  d{x\) 

x—rdx        ^(x^')dx         dx 

= V^t-irfx  = =  -^ i--  =  --^,. 

'  3  3  3V^ 

625  Por  la  íxusmá  re^á  se  diferencian  las  poten- 
cias de  los  polynomios ,  porque  mediante  las  tranca- 
formaciones  se  reduce  fácilmente  un  polynomio  i 
monomio ,  conforme  vamos  4  manifestarlo.  - 

-Para  sacar  la  di&rencial  ie^^zz(iH^y  ^    tag'* 
'Tom.II.  X3  a 


3«6  PRINCIPIOS 

éH-x  =  u ,  cuya  diferencial  es  dx  —  du  (s;20) ;  seri^ 
pues,  jrnii*,  de  cuya  equacion  la  diferenciaU es 
ifyzznu''  "-'du  n  nia-hxy—^dx. 

Si  he  de  buscar  la  diferencial  de  la  equacion 
y'=i{a-hbx-H:x*y  j  haré  a^bx-hcx^  ::i  u  ^  cuya  dife- 
rencial es  bdx'^2cxdx  zidu.  Hago  ahora  y  —  u"  ^  y 
será  4yzznu^  ^'du  zzn(a^hx-^cx^y—^ X (J^dx-^^cxáx). 
De  estos  casos  se  deduce  la 

626  Regla  general.  La  diferencial  de  la  poten- 
cia de  un  polynomio  es  igual  al  producto  del  ex- 
ponente de  la  potencia  multiplicado  por  otra  poten- 
cia del  polynomio  de  grado  una  unidad  menor, 
y  por  la  diferencial  del  mismo  polynomio. 

627  Veamos  ahora  como  se  halla  la  diferencial 
del  producto  de  muchas  variables ,  para  lo  qual 
buscaremos  la  diferencial  de  ux. 

Será  yrzux  la  equacion  por  diferenciar ,  con 
substituir  x+dx  en  lugar  de  :r ,  y  u-^du  en  lugar  de 
u.  Tendrénxps  y  zz  (x-^dx)  x  (u-^du)  zi  «x  -♦-  udx-^xdu 
+dudx  ;  luego  y— y  zzífyzz  udx  -t-  xdu  -i-  dxdu.  Pero 
dxdu  producto  de  dos  infinitamente  pequeños  de  pri- 
mer grado  es .  cantidad  infinitamente  pequeña  del 
segundo,  y  por  consiguiente  despreciable  en  com- 
paración de  los  otros  dos  términos  del  segundo 
miembro  de  la  equacion  (517);  luego  ^J^zit/^aH-^riv* 
Esta  conclusión  da  la 

628  Regla  general.  La  diferencial  del  producto 
yx  de  dos  variables ,  se  compone  del  producto  de 
h  una  variable  por  la  diferencial  de  la  otra ,  y 
del  producto  de  esta  por  la  diferencial  de  la  pri- 
mera. 

629  $í  hubiésemos  de  diferenciar  U  equacion 
y  —  tu%y  haremos  fuzzx;  luego  yzzxz ,  cuya  di* 
fcrencial  es  (528)  4k  =  zdx^xdz.  Pero  la  diferen- 
cial de  la  equacion  xzzíu  es  dxzzude-^tdu.  Si  subs- 
tituimos en  la  primer  diferendai  udt-^du  en  lugar 

de 
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de  dxj  y  en  lugar  de  x  el  producto  tu ,  sacaremos 
por  último  (¡(yzz  zade^ztclu-\-tadzzzd(tuz).  Luego 

La  diferencial  de  iodo  producto  de  muchas  va-- 
riahles  consta  de  tantos  términos  quanias  son  las  va^ 
fiables  del  producto. 

La  imsma  regla  dará  la  diferencial  del  producto 
de  muchos  faqtores  polynomios ,  v.  gr.  la  de  esta 
equacion  jf  =  Ía-^^T  x  (A*+a'')  ^  la  qual  por  la  re- 
gla será  dy  =  (A*+x«)  x  dCa-hx^-^  (a-hx)*  x  d(b*^hx*); 
pero  d^a'^xy—2(a'¥'X^dx  y  4**-+-0  =  «*¿y »  luego 
4^  =:  9  X  {b^'{'X^X^^^)dX'^2{a+xYxdx. 

630  Por  el  mismo  camino  se  halla  la  diferen- 
cial de  la  equacion  quando  el  uno  de  sus  miembros 
es  un  quebrado  en  cuyo  numerador  y  denominador 
hay  cantidades  variables. 

Sea  jr=^  byzizxz^^^  será  dy^zz^'^dx-^ 

xz-^dz  =  -7^  -  -íi==fc^S  reduciéndolo  to- 
do á  un  mismo  denominador.  Es  9  pues ,  por 

^gl<^  general  la  diferencial  de  un  quebrado  cu- 
yos dos  términos  son  cantidades  variables  es  igual 
al  producto  del  denominador  multiplicado  por  la  di- 
ferencial del  numerador  ^  menos  el  numerador  mul^ 
tipliCado  por  la  diferencial  del  denominador ,  par- 
tida la  diferencia  por  el  quadrado  del  denominador. 

Sea  por  diferenciar  la  equacion  jf=:-^^^^  m 

(a-f-jp)*x(*-H4r)''.  Será,  pues,  i(y  =  (¿4-jr)" 
xrf(ii-Hjr)*.4-(tf-t-jr)*x¿(*-+-jr)-'  =  (A-Hjr)-'  k 
^ia^xytx^ia^x-f  x.(*-í-^)-¿*  =  ií^gílüf- 
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Icarios  exemplos  de  diferenciacipné 

631     I.**  dix^^-^ax^+axy—^y^)  rz  2^*dx*--2axdx^ 
axdy-^aydX'-^r^y^dy. 

a.*"  La    dlüeredcíai    de  la   equacioa   j^*  —  a»  rr 

x\/(aa---xx)^  es  2ydy=dx\/{aa—xx)^ ^J^^^ 
ó  reduciendo  el  último  miembro  á  un  mismo  de- 

npminador  2y4y=:^J^¿t^^. 

3.®  La  diferencial  de  la  equacion  2y^+x^y — 2cyz 
Tzz^ — 3j2?'  es  6y^dy'\-2yxdx'^x^dy—*2cydz — 2czdy 
rz  Sz^dz—^z^dy — 6yzdz. 

O  8i  no  ,  pártase  la  equacion  por  j^,  y  tendremos 

2y*'^x^—'2cz  zz  —  —  3¿* ,  cuya  diferencial  es 
4ydy  -+-  2xdx  —  ariz  =:  ^^  —  -^  —  6zdz  ,  6 
4ydy'h2y^xdx — 2cy^dz  —  Sj'^Víí — z^dy — ñy^zdz. 

4.®  Sea  por  diferenciar  la  equacion  x^ — 4y*H- 
^^- —  xx\/{ay'^xx)y  su  diferencial  p  ^x^dx — 

T^gíSfr  '   *    3.^V^  -  ^ciydy  ^  ?^^^-- 

S.""  Para  sacar  la  diferencial  de 

y/\jix-\-\/{aa — xx^:=zu  ,  lo  quadrarémos  to- 
do, y  seráíij{r-4-\/(^¿i— xat)  rrí/w  5  cuya  diferen- 
cial es  adx  —  ^¡^z=i  2udu  ,  luego  ¿«  =  '^ 


*^^  6    ¿/tí  '• ^(aa-xx)'  ■ 


p# 


DEL  CALCULO  DIFERENCLÍL.    329 

De  las  diferenciales  segundas  y  terceras^  &c. 

632  Lo  que  va  dicho  de  las  primeras  diferen- 
ciales da  quanta  luz  se  necesita  para  entender  que 
cosa  son  las  diferenciales  superiores ,  acerca  de  las 
quales  solo  nos  importa  conocer  la  relación  que  tie« 
nen  unas  con  otras.  Ya  que  la  razón  entre  las  di- 
ferencias infinitamente  pequeñas  de  las  cantidades 
variables  se  expresa  con  alguna  función ,  si  compa- 
ramos el  incremento  ó  decremento  infinitamente  pe- 
queño de  esta  función  con  el  primero ,  formaremos 
concepto  de  las  segundas  diferenciales ,  de  las  ter- 
ceras 9  quarCas ,   &c. 

633  Diferenciemos  la  equacion  y:zza^bx-^cx^ 
+ea:5-|.&c.  y  será  ^y  zz  W2'-t-rrf(x')4-eá(-i^)-h&c. 

Si  en  lugar  de  x  substituimos  x^dx  y  los  térmi- 
nos del  segundo  miembro  constarán  de  potencias  de 
^  y  de  potencias  de  dx-^  del  mismo  grado  que  tie- 
ne X  en  cada  uno ,  quiero  decir  ,  que  en  el  primero 
estará  ¿r ,  en  el  segunda  (ár)*  en  el  tercero  {dx)^ ,  &c. 
Si  llamamos  p^q^r^  &c.  los  coeficientes  de  los  tér- 
minos donde  están  ¿r;  {dx)* ,  {dx)^ ,  será  dy  zi  pdx 
'^q{dxf'i-r(dxy^8cc.  cuya  equacion  después  de  par- 
tido todo  por  rfor,  da  ¿  =:  />-H4'(¿jr)-*-r(¿/¿r)*-H&c* 
<|iie  expresa  la  razón  de  í(y  con  dx  ^  y  se  reduce  á 
^^zup  y  por  ser  infinitamente  pequeños  todos  los 
términos  de  segundo  miembro  respecto  del  primero. 

Diferenciemos  ahora  la  equacion  -^  =  p,  en  el 
rapuesto  de  ser  dx^  constante  ,  saldrá  ^  cr  dp. 

Como  por  lo  dicho  poco  ha  p  lleva  x^  óp  es  fun- 
.don  de  ir ,  habrá  en  dp  6  en  la  diferencial  de  p 
la  diferencial  de  x  ^  esto  es  rfx ,  y  cantidades  fini- 
tas. Llamólas  P ,  con  lo  que  será  dpzzPdx^  y  ten- 
dré- 
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drémos  ^zz  Pdx  ,  6  ^  =z  P. 

Luego  ¡a  segunda  diferencial  se  Baila  del  misíM 
modo  que  la  primera  ^  en  el  supuesto  de  ser  dx  cons^ 
tante.  Con  cuyo  fin  se  diferencia  la  cantidad  constan^ 
te  p  enlazada  con  áx. 

634  Cálculos  hay  donde  no  se  considera  como 
constante  la  dx ,  entonces  se  atiende  i  la  segunda 
diferencial  ddx  ^  de  la  variable  x.  Ya  que  (fyzzpx 
dx  (533)9  si  diferenciamos  esta  equacíon,  sacare- 
mos ddy  —dxpx  dx-h pddx ,  ó ,  con  hacer  dp n 
Pdx\  como  antes;  será  d(¡(yzi  Pdx^^ddx.  De  aqui 
se  infiere  que 

La  segunda  diferencial ,  quando  no  se  hace  cons^ 
tsmte  la  óx^  se  halla  añadiendo  á  la  diferencial  que 
da  el  supuesto  de  ser  constante  dx  ^  el  product§  de 
p  por  ddx. 

635  Por  el  mismo  camino  se  hallarán  las  düe- 
rencisües  terceras  j  mas  altas.  Hemos  sacado  que 

-2?^=  P  5  si  hacemos  constante  l^dx^y  diferen- 
ciamos otra  vez  |  sacaremos  la  tercera  diferencial 
-^  zizdP*^  j  por  ser  P  función  de  4P  ^  no  puede 
menos  de  estar  dx  en  su  diferencial.  Hagamos, 
pues,  dPzzzP'dx  ,  y  será  4^  =  P'dx  ,  6  -^  =2 
P^.  Luego 

Para  sacar  la  tercera  diferencial  se  han  de  di^ 
ferenciar  las  'variables  que  lleva  la  segunda  ^  en  el 
supuesto  de  ser  dx  constante. 

636      Yaque^.=P,  y  gf=P' expresan 

las  diferenciales  segundas  y  terceras ,  se  acaba  de 
aclarar  que  cosa  es  sacar  la  diferencial  segunda, 
tercera  ,  &c.  de  una  equacion ;  es  lo  propio  que 
buscar  el  límite  de  la  razón  de  las  s^^das  éí^ 

fe- 
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fiurendales  ,  ó  de  las  diferenciales  de  las  .  diferen* 
cíales  primeras,  esto  es  el  limite  de  la  razón  de 
las  cantidades  ddy  y  dx^  ^  d}y  y  dx^.  Claro  está 
que  P  y  P  que  expresan  dicha  razón  son  cantida- 
des finitas,  son ,  pues,  dx^ ^  ddy  y  dx^  j  rf^j^. dife- 
renciales de  una  misma  orden. 

Por  consiguiente,  si  (fy-^zpdx  expresa  la  dife- 
rencial primera ,  la  segunda  .tendrá  esta  forma  dífy 
zn  qdx^ ,  con  hacer  d'Ap'rz  qdx ;  la  tercera  diferen- 
cial tendrá  esta  forma  d^yznrdx^^  con  hacer  rfxj 
zz  rdx.  Apliquemos  esta  doctrina  á  algunos  exem- 
plos. 

637  L  Qual  será  la  segunda  diferencial  de  la 
equadon  yzzxK 

Su  primer  diferencial  es  ¿;^ii:  ^x^dx;  la  segunda 
será  dífy^dxxdx^x^—dx  x  6xdx  zz  6xdx\ 

Para,  hallar  la  segunda  diferencial  de  j^zr  --^^, 
sacaremos  desde  luego  la  primera  que  es  dy  zz: 
-p=^^^,    y  la  segunda  será  ^=~rfjcx 

La  tercera  diferencial  de  la  misma  equacion 
es    iFy  -^dx  X      (,,^,.)—  —  dx    (,.,^^,/j  — 

La  diferencial  de  au^  —  áiir  =  ó'  es  dzdy-hzddy 
^^úddx  zr  o.  También  se  saca  por  las  substitucio- 
nes, con  ciiya  mira  haremos  szidy^  tzzdx  ^  ahora 
ébzzddy^  y  dtzzddxi  luego  la  equacion  zdy—adx 
zzzs — afzzó^  cuya  dTi&rencial  es  zds+sdz — adt 
rz  o,  la  qual ,  con  substituir  los  valores  de  j,  ^, 
¿Ir  ,  se  convierte  en  zddbf^^dx^addx  =  o ,  la  mis- 
ma que  antes* 

Diferencieoios  la   equacion    2xdxdz  zz  aydify  en 

el 
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Fig.  el    supuesto    de    ser   constante   la   ¿r^    sacáremos 
2dx^dZ'^2xdxddz  =  ayd^y-^adyddy. 

De  otro  modo.  Hagamos  dxzni  j  ^—fj  ddy=u; 
con  esto  la  equacíon  propuesta  se  convertirá  en  es- 
totra 2l^xt  =  ayu  y  cuya  diferencial  es  2btdx'h2hxdÉ 
=;  dudy+'aydu  i  y  con  substituir  en  lugar  de  r ,  df^ 
b\  u  y  du  sus  iguales  dz ,  ddz  9  ¿r ,  ddy^  d^y ,  ten* 
drémos  2dzdx^  4-  2xdxddz  =  a4yddy-\rqyd\y  ^  tercera 
diferencial. 

La  diferencial  de  '^  ^  J^^dy  =  o,enel 

^  supuesto  de  ser  constante  la  dy  es  ^^^  -+-  ^^^ 

-^^íMfl^  J^=:o.  La  diferenciafde  aa^ddy 

_-  jtW— .jrV«¿^=iíV~'-^f^^ ,  en  -el  su^ 
puesto  de  ser  constante  la  <&: ,  es  2a^4y^y^^^^y^Jf 
—  2xdxdz^  —  2xdx^  dx  -^  x'^  dzddx  zz  2a*  4yd4y  — 

ta^áyddy*  m^dy'*ity 

di*  di*      • 

De  ¡as  diferenciales  hgaritmicas. 

638  Si  en  la  linea  indefínita  ATT  se  toman  ácÍA 
la  derecha  las  partes  AC^  CE ,  jEG.,  Gly  &c*  j 
acia  la  izquierda  las  parres  AC^  CE^  E'G\  &<^  to- 
das iguales  unas  con  otras  9  y  en  los  puntos  G'^  E\ 
7a.  C;  A,  C,  Ey  G,  /,  &c  se  tiran  i  la  AN-  las  per- 
pendiculares G\fi,  EfF\  Ciy,  AB,  CD  ,  EF^  GH^ 
IKy  &c.  que  formen  una  progresión  geométrioa,  y 
representen  los  números ,  siendo  AB  la  unidad;  Us 
lineas  AC ,  AE  ,  AG ,  Al ,  &a  formarán  una  pro- 
gresión arismética ,  expresarán  las  distancias  respec- 
tivas á  que  cada  término  CD^  EF^  GHy  &c  de  U 
progresión  geométrica  estará  de  la  unidad,  ó  pri- 
mer término -^5,  ó  (L333)  serán  los  logaritmos 
de  cada  término .  de  la  progresión  geométrica.  Y  asi 
como  AG  es  tripla  de  ACy  el  número  GH  ocupa- 
rá 
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c4..filrcercer..lttgjir^d€§paes  ;de  la  unidí|d . >f ^  ^  co(^  Fíg, 
%^  que  pí>  ocupe  el  primero,  ZrV'í^  ocupará  él  quia-;  72. 
tp  lugar ;  por  ser -<í¿  zi  5yíG     .     !       i       .    ,        .. 
,   ^9    La   curva»  que  pasa,  por  los  extremos  H^ 
F',  D'^  É^  Dy^F^  Hy.  ficp.  de  las  íii}eas;  que /oríñat^. 
la,  progresloa  geométrica ,  y  representad  los^  nútne- 
ros,    se  •llama  "fá  logar itmicd  ^  cuy á^   abscisas  .^Q 
AE  y  &c.  son  los  logaritmos  4e  las-  ordenadas  corres- 
pondientes. "  .  .: 
..  .640    Si  aleonemos  que.  la  abscisa.  -^P  crece  la: 
cantidad  infinitamente  pequeña  Pp^  y  que  en  el  pun- 
to p»  se  tire  la  ordeóadá  j>fit,^y  Vla:/lineav.^^^  para-  73. 
kla  A  la  ^abscisa  AP^^  sprá  f»r  la  diferencial  de  Pfll* 
Por  consiguiente  si  llamamos  APyXi  PM.y^y,^  s^-j 
fá  wir=  <^.,  y  Pp^zz.  Mr  zz::.  dx.  ,  ,, 

Pero  como  ¿x  es  la  diferencial  del  Hogarítmo  x 
S¿r  U  ordenada.  ^  húmero ,  «acaremos  lá-  díféft:¥ictal 
del  logaritmo ,  ó  de  una  cantidad  Jogaritmica  ^tos 
áacár'^el  valor  de  dx  enr  Ta;  curva  logarítmica.  7'^ 
j  ^Con  esta  mira.supondréniQS  que„pQr  el  punto  Jl^ 
ie  ha  tirado  á  la  rógarítmíca  fa  tangente  JÍÍT,  que 
iblefcepta^^n  la  li)¥^a  dé  (as  a^ci^as'  1^  ^orqonT£; 
\\wri\aiá2i  subtangente  j  resultarán  de  aquí  dos  trián^ 
^ulos  semejantes  TPM  ^  Mrm^'pues  ambos  son*  rec-  ' 
tángulós  et  una  en  P,  y  e¥  otro  eñ  r  ,•  y  por  sel 
paralelas  PM  y  pm  el  ángulo  exterior  PMT  es 
igual -aV  interior:  n»^  (1 372);  Lliégo- si  llamamqs 
jí4b[  áubtahgente  PT^  tendremos  mr :  rM::  MP:A^ 

lucfp  A  xmr=zMPxrMy  y  Mr=z~^'y  ó  ¿x 
=  d^  .  luego  /¿í  diferenciaí  de  un  loga^nto  es 
igual  ÁJa  diferencial  de.  st^  numero  muUcplicad^  por 
Ja  subtangeñte  de  la  logarítmica  ^  y  dividido  el  pro* 
dacto  por  el  mismo  número, 

"i  «64 1    .De  la  eqú^ioñ  d*zz:  ^^  se  infiere  que 
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et  valor  de  ts  diferencial  lo^rítmica  pende  dd  \ra-* 
lor  de  la  subcangente  ^  ^  la  qual  es  por  lo  mismo 
el  módulo  de  los  logaritmos  que  se  sacan  por  este 
medio.  Quando  ^=ri,- los  logaritmos  que  da  este 
tfupuesto  se  llaman  hypérbóUcos  (436). 

64,2  De  la  misma  eqaacion  dxz=:^y^  se  sa- 
ca estotra  ^  =:/f ,  que  es  la  equacion  de  la  loga- 
rítmica. Quanto  vamos  i  decir  de  las  diferendales 
logarítmicas  debe  entenderse  en  el  supuesto  de  ser 

643  Luego  la  diferencial  del  logaritmo  de  un  nú* 
mero  es  igual  d  la  d^erencial  del  número  dividida 
por  el  mismo  número. 

Luego  d/.(a^x)z=i¿:¡^^,  dL{t^x)=ij^ji 

d^u^^s)  =  ^:dLif^gx):=z^^.dL^ 

-i— ¿Z(tf — jf)  5  pero  </Z(<i-*-jf)=¿~,  yá£(a— *) 

;==S;.  Luego.  ¿Z(|S)  =  .^-.-^=í 
íííL:^í^'fji![^-:i^.La<i¡ferentíaldcZv'(aV**) 

zzdL(a*^x*)i  será  la  diferenóal  de  (a'-+-*)Í  par- 

tída  por  (<»•-»-»')«  ;  pero  <!(«'-♦-«•)*  =: — 

xdx 
z=: 9  luego  la  diferencial  del  radical 

644  Con  igual  £iciUdad  se  diferencian  las  can* 
cidades  qiie  llevan ,  log^ítmos ,  coíuq,  esta  xlx  ^  J 
las  que  se  le  parecea 

Pa- 
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Pata  sacaf  su  diferencial  se  consideran  separa- 
damente los  factores  de  que  se  supone  que  cons- 
tan )  xlx  ▼.  gr.  se  considera  :z:xi<ix.  Luego  4 .  xix 
zszdx.lM-^jf.d.is  {$2^)^  pero  </./*=s^j 

luego  d»xls=z  dx .  /*  -+-  ^  =  dx .  Ix-^dx» 

Para  Bailar  la  diferencial  de  {Ix^ ,  harémoc  Ix 

t=zf,  y  «crá 'í  =  i/p,  y  (/*)•  =  p-j  luego  d{lxjr 

Para  hallar  la  diferencial  de  L.txy  que  es  el  lo- 
caritmo  del  l<^rittno  de  j(,'harénx>s  ¿r=:/>,  y  se^ 
rá  L.lxm  Ip  ^  ya  que  'd{lx)  2=^  =2  ¿p  j  será  í/.Z./jf 

=  rf/í  =  4  =  ^. 

.  64^  Con  igual  &cilidad  se  hallan  las  di&renda- 
les  superiores  de  las  cantidades  l(^;aritmicas ,  eoino 
lo  manifestamos  aquí.  ^ 

.,$iyz=zlx  .        fi  \y  =  4f/4í  , 

16'  =  "T"         '  <ír  =  ¿r . /jf^rf»     ' 

,    ddy=:--^  ^y  =  ^ 

646  Catitidades  exponenciales  llaimtliw  lási  |k>» 
teociás  de  cantidades  constantes,  ó  variables  cuyo 
exponente  es  variable  ;  «^  9  j^  v.  gr.  son  cantidades 
exponenciales.  Las  hay  de  varios  grados  ;  bs  de  pri- 
mer |rado  son  aqueHas  cuyos  exponentes  son  un* 
cantidad  variable ,  conio  las'  que  dexanioa  apuntáis 
das ;  las  de  segundo  grado  son  las  que  tienen  por  > 

j0qx)nente  otra  cantidad  exponencial  ^  qual  es  esta  OF^. 
Si  se  me  ofrece  hallar  la  diferencial  de  a%  Íiar< 
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Fíg.  ¿*  ==  tf  ,'  y  será  Iz  rz  la  ,  y  diferenciando  sacara 

De  aqui.se  saca  x]ue(  (a  di^i;e(idal\4e  af  ^  pl  prot 
ductó  .49^  la  m|sma  jcantidad  por, el  log^  de  ,tf  ^  y  1^ 
diferencial  dé  su  exponerite,     '  '  .•>.::* 

V '  Si  he  de'  direrepciar  y  ^  eú  cuya'  cantkbid  ia  -raíz 
y  el  exponeqte  soa  ambos,  variables^  haré^'^a?, 
con'ío  que  seta  d.ji'^zzdz.  Pero  >/y  =  /¿,  dé  cuya 
equacion  la  diferenciales  dx  .  (^  -h  ^  =^5  lue^ 

y  xdy 

gó  rf¿  =  %dx\  ly  ^^z=zy'dx  .  ¡y  H-    '         rá 

*       ■         ■  -     -  V  -^"    ,  y 

y(dx  •  /j^  -t-í^  ).  : 

O  .647  Qy ando  eñ  la  cantidad  exponencial  aF  se» 
ü'la^  base  logarítmica ,  que  Uaniaréúios  r^  será  I .  e 
zz  I  (426)  ;  luego  d  .  C  zz  c^^dx  \  Ai  —  C  dx.  Esto 
quiere  decir  cjue  la  diferencial  de  esta  exponencial 
particular  es  igual*  iMa^misma  exponeikisd  iúUltipli* 
cad%,'por:;la  dáfereoqal  de  su  exponente^ ,        .y 

.  * . .  • « '  ■         •  • 

Diferenciales  de  kis  a?cos  de  circulo  ^  ^  de  tai  Üñeas 
«        ftíjgonométricas.         /    :.       4 

•í?^48i  &efl  *el  arco  ví^i^íi^síu  stop,:  ZfJS^^i::^,^  su 
f;qwiiQ>CX>,=  áTn,  y  el  radio  P^=  a;,,  y  supóngay 
74.  í9m6s  que  al  ^arco  ,B/i  se  le  agrega  el  increqiento 
SJBz:;^  Aéiy  su  sepo  BD  será  entonqesJEK  Desde j$ 
iíresetá;  JE/^  la_pppeJidic^la|:  £G  ,  ser^  JEGzz  Áj^ 
•Jí:  weri  JF!D  =  — *•  A^p  pp^rque  el.  coseno  que  era  Cíj 
.  ta^pn4Q  ^1  seqo  pr|i  SD^  qs  Cf^~CD—pF  así  qiff 
d  seno  liega  á  ser  £jFI  En  llegando  á  expresar  a  2/^ 
•Ajf, — Aárel  «límite  de  la  ratón  entre  las  cantidades 
¿uyas  »a  ^  sus.expreaioneis  »táu\éu  ^  éfy^  -rr-dx^  y  jen- 
tronces  el  arco  EÉ  se  confunde  con  su  tangente  ^  j 

pue- 
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puede  considerarse  como  una  línea  recta.  Fig# 

649  Tírese  el  radio  CB  ^  y  será  recto  el  ángu- 
lo BBC  i  si  de  cada  ángulo  recto  EBC ,  GBD  se 
resta  el  ángulo  GBC ,  las  restas  ,  ó  los  ángulos  EBG^ 
CBD  serán  iguales ,  y  pues  los  ángulos  en  6  y  D  son 
rectos ,  los  triángulos  EGB  ^  CBD  serán  semejantes; 
luego  será  CD  :  CB ::  EG  :  EB  ^  ó  se  :  a::4y  :du 

^  ady         ..  ad .  f  en  ar 

6  so     Luego  I .^  ¿í/=:  2^ ,  y  2.*  rfscn  u  zz  74- 
^2í-^  ^  esto  es  I  .^  Itít  diferencial  del  arco  es  igual 
al  producto  de  la  diferencial  Stsu  seno  multiplicada  por 
el  radio ,  partido  el  producto  por  su  coseno. 

2.^  La  diferencial  del  seno  de  un  arco  es  igual  at 
producto  de  la  aiferencial  del  arco  multiplicada  por  el  co* 
seno ,  partido  el  producto  por  el  r cutio. 

651  De  los  triángulos  semejantes  CDB  ^  EGB 
también  se  saca  BD  :  CB  .•:  GB :  EB  yóyiaví  —dx 

•  J,,        .    --^adx   _,     _  —-4^ .  eos  u 

•  tfií -—  —  — iea  «-• 

.  Luego  i.^i/í^=::=2j¿i2JL,  y  aJ" d  eos  u  =: 
-~— ,esto  es,  i.^  la  diferencial  del  arco  es  igual 


al  producto  de  la  diferencial  del  coseno  tomado  nega-^ 
tivamente  multiplicada  por  el  radio ,  partido  por  el 
seno. 

2.^  La  diferencial  del  coseno  de  un  arco  es  igual 
al  producto  de  la  diferencial  del  arco  tomada  nega^ 
tivamente  multiplicada  por  el  seno  j  partida  por  el 
radio. 

652    Sí  llamamos  tang.  la  tangente  del  arco  yfS  7S* 
=  »  ,  los  triángulos  semejantes  CGB  ,  C^fí  darán 
CG  :  GB  ::  CA:  AH^  6  x  :y::a:  tang  «=  ^* 

Luego  tang  u  z=z  í^'. 

Si  diferenciamos  esta  liltima  equacioa  por  la  re« 
Tom.  n.  Y  glt 
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Fig,  gla  dada  (530)  ,  y  substituimos  en  lugar  de  rf.seo  tf 
y  d.  eos  u  sus  valores  poco  ha  sacados  ,  saldrá 
^.taog u  =  '^^^1:I1U±',  pero*!^  =  tangWa, 

y  de  í  =  '^  se  saca  ^  =  ^  ,.  será  '-5f¿¿,:'--  = 

lüíS  «^«  5  luego  <//  ó  rf  tang  «  =  di«  -+-  -^J'^!?^  = 

75.  arfjli-^ííí^"^"='^ii=í^— lluego  rfí='-í^;i=^2^i±. 

y  tfrff;=:tfV«-4-tang*arfí/5  de  donde  por- última  sa- 

le  du-  J'^l^=  •^^" ,  porque  el  triángulo 
rectángulo  C^H  dá  (CHy=:(C^y-^^H)\óstc\u 
=  a*^tang'«.  Luego  du  =  '-^1^  ,  y  '-^^  = 
é/  táng  ü.  Lo  que  signifíca 

i.*^  Que  ¡a  diferencial  del  arcó  es  igual  al  producto 
de  la  diferencial  de  su  tangente  multiplicada  por  el  ra^ 
dio  ,  partido  por  el  quádrada  de  la  seamte. 

2.^  Que  la  diferencial  de  la  tangente  del  arco  es 
igual  al  producto  de  la  diferencial  del  mismo  arco  mul^ 
tiplicadaporM  quádrada  de  la  secante  ^  partido  por  el 
raJio. 

^53    Y  porque  loa  triángulos  ACH  ^  GCB  dan 
HCx  BCxx  ACi  GO^  ó  sec  f< :  a  ::  a :  eos  1/  ^  sec  u 

=  ^u  y  «^'«^  =  z£kri  ^  l^^g^  ^^^  substituir  ,  sa^ 
le  rf.tang  u  =  f^t^^  =  -^1  7  quiere  decir  ,  que 
la  diferencial  de  la  tangente  es  igual  al  producto 
de  la  diferencial  del  arco  multiplicada  por  la  tercer 
potencia  del  radio  y  partida  por  el  quádrada  del  co^ 
seno. 

654    Porque  los  triángulos  semejantes  CDF^  HAC 
dan  FD  :  DC ::  CA :  AH  yócotuiar.ai  tang  u 

=  ZSTu  í  será ,  diferenciando ,  d  tanguzz—^. 
Sí  substituimos  estos  valores  en  la  equacion  du  :=z 

'  ad 
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■'^"■"11  hallada  poco  ha,  será  du  =z  ZrlWV'  •  Los  F'g. 
triángulos  semejantes  CDF ,  CAH  dáa  vDF:  CF  :: 
C-^ :  CA/,  ó  cot «  :  cosec  »  ::  a  :  sec  «.=  —i*,—  jy 
sec*ü=:  '■^^"— 5  substituyendo  este  valor  de  sccV 

én  i/«  =  ^■"^"'*'  ,  saldrá  </«  =     '^"''"*  —  = 

couc 

655  Luego  I."  La  diferencial  del  arcd  es  igual  al 
producto  de  la  diferencial  de  la  cotagente  tomada  negati^ 
vamente  multiplicada  por  el  radio  yjf  partido  por  el  cua- 
drado de  lu  cosecante. 

^•®  La  diferencial  de  la  cotangente  del  arco  es  igual 
al  producto  de  la  diferencial  detarco  tomada  negativa- 
mente multiplicada  por  el  quadrado  de  la  cosecante  y  par- 
tido por  el  radio. 

6¿6    Como  los  triánj?ulo5  semejantes  J?GC,  CDF  73» 
dáa  BG  :  CBiz  CD  :  CF,  ó  sen  :  1 ::  i  :  cosec,  será 
cosec  u  zn  ~^ ,  y  cosec'w  =:  ¿¿7;.  Substituyendo 
este  valor  ,  sale  d  cot  «  =: — ¿«cosec*!/  =  ¡=í*. 

^  sen  u 

6^1  Los  triángulos  semejantes  HAC^  BEC  dan 
CH :  CAii  CB :  BE  ,  ó  sec  n  :  ^ ::  a :  cosen  u  ,  será 
cosen  u=z~'^  luego  rf  eos  íi  =  ^==^~^  Si  subs* 
tituímos  este  valor  en  la  equacion  de  antes  (551% 
^«  =  =Sí^,sacarénios  duz=z  ¡^:i\-,du  sena 
=  '  ¿eTrr"  i  y  como  por  lo  probado  poco  ha  séc*«  = 
■^~,  será  du  sen  u  =  «V  sec  u  x  í^!-!-"  = 
-— ;?í^"  ,  y  ¿«  sen  »  =;  "-i'^ ■;*"""■ ,  que  dá 
á  sec  tt  =í^!iS^'. 

cosen  si( 

658    Ya  que  seno  verso  u  =  G^— CG  =  tf— eos  w,  75. 

Y  2  se- 
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será  C05  u  —  tf  —  sen  verso  ii ,  y  la  diferencial  del 
primer  miembro  será  igual  á  la  4el  segundo  ;  luego 
=:^^  =  rf(-se»  verso  í/),  y  '^  =  d  sen  ver- 

&0  I/. 

Luego  ¿I  diferencial  del  seno  verso  de  un  arco  es 
igual  Á  la  diferencial  del  arco  multiplicada  por  el  senoy 
partido  el  producto  por  el  radio. 

Aplicaciones  del  calculo  diferencial. 
Aplicaciones  del  cálculo  diferencial  á  las  series^ 

6^  I.  La  primer  aplicación  que  en  &tt  asunto 
liaremos  del  cálculo  diferencial ,  será  averigiiar  la  íbr* 
ma  de  jr  quando  x  llega  á  ser  x-^dx  ,  en  el  supuesto  de 
ser  y  fundón  de  x. 

Si  en  higar  de  x  se  substituye  x-^dx^  !a  y  se  trans* 
formará  tuy-H^y^.  Hagamos  ahora  constante  la  dx^ 
quedándose  variable  la  i^^ ,  y  supongamos  que  x  se 
convierta  otra  vez  en  x-^dx ,  de  modo  que  x-^dx  sea 
ar+rfx-HÉr  =  ar-haár  ,  la  j^  se  convertirá  eay-^-dy^  y  la 
dy  en  (fyH-dify  ^  niediante  lo  qual  y^c(y  será  y-hífy^ay 
^d4y  z=:y+24fH'ddy.  Si  llega  x  á  ser  otra  vez  x-f  <ir^de 
inodo  que  x+2dx  sea  X'^2dx+dx  =  x+^dx  ,  la  jr  se 
transformará  tny^dy  j  la  dy  en  cfy^ddy ,  y  la  ddy  en 
ddy-f-d^yj  por  manera  qw  y+dy^2d^  ^  stri  y^írdy^ 
24y'^2di^-i^y^d^y  =  jH-Sí^H-gí^+rf^y.  Por  ekáiis- 
mo  camino  se  liallaráu  los  demás  valores  de  ^  ^  1q$ 
quales  componen  la  tabla  siguiente. 


ra- 
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Valores  de  ;r.           Valores  corresjxxtdientes  de  y. 

* 

sJfdx 

X-¥2ds 

x-hSdx 

y+24y-i-ddy 

y^-^y-^d4y-\-^y-k-d*y 
y+^4jM'iO(Í4y'k'iOd*y-\-Sd*y-HPy 

660  *Si  se  consideran  los  C9efícientes  de  las  co- 
lumnas* difórenciales  ^  se  echará  ¿e  ver  que  son  los 
números  figurados ,  y  que  los  coeficientes  de  la  4k 
son  mültíplos  de  la  dx.  Por  consiguiente  al  formar 
la  serie  función  ^  de  j; ,  deberá  tenerse  presente  qué 
fkfy  corresponderá  á  ndx  ^  siendo  n  el  múltiplo  que 
se  caliera  de  .la  dx.  Por  lo  demostrado  (  390  y  391) 
el  término  general  de  los  coeficientes  de  la  1^  h^» 
de  «er  ílÍ^±:íI  5  pero  como  á  la  columna  de  las  ddj 
le  fidta  al  principio  un  térscíino ,  en  lugar  de  n  se  ha 
de  substituir  ih-i  ,  con  lo  que  el  término  general  sé^ 

El  término  general  de  los  coeficientes  ¿e  ^j^  ha- 
bría de  ser  jLLÍ2±^(!;rí:2)  5  pero, como  á  la  serie 

de  las  d^y  le  faltan  al  principio  dos  términos  ^  en  lugar 
de  n  se  habrá  de  substituir  n — 2  ,  con  lo  qíue ,  el  tér« 
mirto  general  será  »-("— ')^(''— *)  ¿3y.  Y  si ,  guián- 

donos  por  la  misma  consideración ,  buscáramos  los  der 
mas  términos ,  sacaremos  que  á  x^ndx  corresponde  la 
siguiente  serie         '  n 

«^i;~^),^.~^>.(,^3)  ¿4y  ¿jc^  Si  suponemos  infiní^ 

to  el  números  ^  será  ndx  el  producto  del  infinito  por 

el  infinitami^te  pequeño ,  y  será  ndx  una  cantidad  &- 

lUtf  que lUmarémos  * , esto^es^  ndxzz  ¿i,  »:=¿) 

.Tom.It  Y3  n* 
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n^z::z  —-  &c#  cuyos  valores  substituidos  en  la  se-* 

rie  hallada  poco  ha  ,  veremos  que  quando  x  llega  i  set 
x-^b  9  su  función  y  es  la  serie  siguiente: 

66 1  Manif^temos  con  un  exemplo  la  utilidad 
de  esta  expresión  ;  para  lo  qual  suponiendo  y  zz 
a-^cx-^x^  buscaremos  el  valor  de  y  quando  x  llega  á 
s«r  a-+-2. 

La  primer  difercúticial  de  1^  equacíon  propuesta  es 
4y  r=  cdx  H-  axdx ,  y  ^  zz  ^  -4-2ár*  La  segun- 
da diferencial  es  d4y  =5  arf^r*,  y  ^  =:  a.  No 
páy  que  buscar  mas  diferenciales  ,  porque  se  desya- 
Bacen  flucgo  jr  será  y^t^^  ^u^=^y  n-a^  -h 
4r-i-4  r=  if-Hrjr4-:r*4-2<>-i-4ír+4  ^  cantidad  que  sale  con 
substituir  x+d  en  lugar  de  ít^ 

662  Escuso  prevenir  que  si  en  lugar  de  »  se  subs^ 
lituyere  x — b  .  la  función  y  pasará  á  ser 

•^  ds  liar*  a.3Jss  a.5,4¿S4"  "^ -VCC. 

con  pon^  ~  *  en  lugar  de  ¿  en  la  serie  de  an- 
tes. 

Si  en  lugar  dé  x  se  substituyese  x^x^  el  valor  cor- 
respondiente de  y  será 

•^  ds  ^^  üáx^'  %.^ids^  **"  Tir4srr^'+'  «c* 
Pero  como  o:— or  =:  o  ,  lo  mismo  sale  de  substi- 
tuir en  la  equacion  o  en  lugar  de  x  ^  que  de  subs- 
tituir ar— -T.  Luego  la  última  serie  dft  el  valor  de 
X  para  el  caso  de  hacer  en  su  iiincíon  :r  z=  O.  Y 
-domo  quando  :r  rr  O  d  valor  de  y  es  también  cero, 
stxiy  — ^^  ^  '¿1?  —  &c.  =r  o-  O  si  se  hace 
«  =  O)  el  valor  de  y  no  será  cero^  siqó  igual  á  la  cao* 
*¡dad  ^,y  será  jr- f^  ^.^:_.  &c- =  ^. 

663  II.  Supongamos  que  dada  la  suma  y  de  la  M- 

ric 


G'     E'  C     A    C       E     G      X 


^ 
L 
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rie  >#4-Pjer-f>j3jp'4-/LKrSH-&&  ijuenunos  hallar  el  valor 
Ñ  de  la  misma  serie  y  después  de  moltiplicadoa  res- 
pectivamente sus  términos  por^  las  constantes  a^  b^ 
€  &c.  esto  es  la  suma  de  la  serie  Aa^Pbx+Q€x^^ 

No  podemos  dar  una  solución  g>eneral  de  esta  cues- 
tión y  porque  no  la  hay ;  pero  la  resolveremos  en  algu- 
nos casos  particulares. 

Supongamos  que  los  coeficientes  a^h^c  ^e^f  &cJ 
forman  una  serie  de  números  figucadós  ,  de  los  quales 
se  tomaa  las  diferencias  primeras ,  segundas  ,  terce- 
las,  &c.  hasta  las  últimas  que  serán  constantes. 
A— iT,  a — bj  e— ^  9  /»—€  L 

c^tÍ^^  ,  e^2€'¥4^j  ^2e-K        IL 
^^3í?+3*— tf )  /— »+3í?— *  &c.  III. 
Hagamos  ahora  h—<izzBj  c^^h^azz  C\  tf— 3^4- 
3*^  =  D  ,  f^^tí^^^^fo^^é^^  ~  B ,  será  la  suma 

en  el  supuesto  de  ser  constante  la  dx.  Porque 
^d      Pdx^iQxdx^^Rx^dx-f-^x^dx 
4fiy  n  6Ai¿rS4-245'x<¿r' 
Será  9  pues, 

^  =         BPs^2BQx'^  3BRj^^4BSx^ 
^'  =  CQx'-^sCR^-^^CSx^ 

aJSí^  •—  oís* 

Si  comparamos  los  términos  homólogos  unos 
con  otros  sacaremos  aP+BP zzPb  ^  6  Bzz b-^Oi 

Y  4  Tam- 
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Tatiibien  medremos  a^aB^C=c^  esto  eé  C  =£ 
t^A^--2b  i  y  del  nüsma  moda  sacaremos  D  si  ^  — 
3c  4-  3^  —  ^  Scc.  Salen  ^  pues ,  para  B  jC^  D  &c« 
k>s  fídsmas  Valores  que  se  les  han  dado  en  el  su^ 
puesto  hecho  ;  luego  es  cierto  que  la  suma  N  s 

'85  los  números  a^b  ^  c  fuesen  los  términos  de 
una  progresión  arismética  ,  sus  diferencias  segun- 
das ,  terceras ,  &c.  serian  nulas  ;  luego  seria  C  =  o, 
Dzzo  ^c.  y  ^ería  la  sunja  Nz=:ay  -^  ~^. 

Si  laadtfiureocias  seguodas  de  a  yb^  c  &c.  fueses 
constantes  ^  las  berceras  serán  nulas  ^  entonces  será 
la  suma  de  la  serie  iVrs/ty  H-^  -*--^. 
^  .  Sabemos  nué  la  serie  i-^x-^s^-ya^-^x^  zz  ¿:,^ 

tuyo  quebrado  es  pop  lo  mismo  la  suma  de  la  so- 
ríe»  Multipliquemos  sus  términos  respectivamente  por 
los  de  esta  progresión  arismética 39^9 7) 9^  ii&c. 
y  busquemos  la  suma  de  la  serie  3-4-5Jip+7Jí*-t-9x^+ 
ii¿r**  Aquí  Ü  =  3,  *  =  5  y  B  -^a  =B  =  3 ,  pero 
C=:  o  y  D  =^x>.  Gomo  la  suma  de  la  serie  propues- 
ta ¿i=j^,  seráiíy-  -É;^  ^  y '±  :=z  ^;:^. 
Luego  la  suma  que  se  busca  será  Nczny^^^  ^^ 

ApÜHHion  del  c^ulo  diferencial  ala  doctrina 
de  las  lineas  curvas. 

664  Indagaremos  primero  como  se  ha  dé  tirar  una 
tangente  á  una  curva  qualquiera,  dada  que  sea  su  equa* 
cion  ;  esto  nos  dará  á  conocer  el  ángulo  que  la  curva 
forma  en  el'  punto  de  contacto  con  su  ordenada ,  ó  con 
d  exe  de  las  abscisast,  y  por  consiguiente  acia  que  lado 

es <x>nvexá  ó  cóncava.      <  ^        «  ;•    • 

j    i  Pa* 
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<    Pá»  tñac  aba  tangente  ¿  una  linea' cvrva  AM^  Fig^ 
se  la  ocHistdera  como  un  polígono  de  una  infinidad 
de  lados  infinitamente  pequeños  ;  la  ptolongacion  MT 
de  uno  de  sus  la0os  Mm  será  su  tangente,  y  la  de^ 
«¿rawnarécDW  respecto  de  cada  (sjoto  ilf  con  caicu^  76* 
lar  iel  valor  de  la  subtangente  Pr ,  é  de  la  porción     : 
de  la  linea  en  la  qual  se  cuentan  las  abscisas,  que  co- 
ge desde  la  ordenada  PM  hasta  el  punto  T  de  la  tan* 
gente. 

Por  lo  que  mira  al  vMor  de  la  subtaogente  >  le 
calculai^mos  figurándolos  tiradas  pos  los  dQS  Qxtret* 
mos  üf ,  f»  del  lado  infinitianoénte  pequeño  Mm  las 
dos  ordenadas  MP ,  mp,  y  por  el  punto  M  la  línea 
Mr  paralela  á  AP  ^  excede  las  abscisas.  £1  trian* 
guio  infinitamente  pequeño  Mrm  será  semejante  al 
triángulo  fiíjito  TPM\  y  nos  dará  esta  proporción 
rm  :  rM::  PM :  PT.  Luego  si  llamamos  AP^  xi  PM^ 
y  i  Pp  6  su  igual  Mr  será  dx  ^  y  rm  será  dy  j  ten- 
dremos í  pues  y  4y:dx  ;:y :  Pt=  ^.  Esta  es  la 
fórmula  general  para  determinar  la  subtangente  de  tg^ 
da  curva ,  sea  cd  que  fuere  el  ángulo  que  las  ordenadas 
ibrman  con. las  abscisas;  coa  tai  que  las  ordenadas  sean 
paralelas  unas  con  otras* 

Supongamos  ahora  ,  con  el  fin  de  aplicar  la  fór- 
mula general ,  cifirada  la  naturaleza  de  la  curva  AM 
tn  una  equacion  qué  no  tenga  mas  variables  que  x 
é  y^y  cantidades  constantes.  No  habrá  ni  podrá  ha- 
ber^ en  la  tal  equacion  después  de  diferenciada ,  si- 
no términos  multiplicados  por  dx  ^  y  términos  multi- 
plicados por  4k  i  ^^^^y  por  consiguiente  ,  fácil  sacar  de 
ella  después  de  diferenciada  el  valor  de  ^  ,  en  cu- 
yo  valor  no  habrá  sino  x^y^y  constantes ;  substituido 
este  valor  en  la  fórmula  ^  6  y  x  ^ ,  nos  dará  el 
valor  dé  la  subtangente  en  f  é  j^^  y  constantes.  Fi- 
'  *  nal- 
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J^lg*  nalmente*^  sufastítuyendo  en  lugar  de  jr  su  valor  ex- 
presado* en  X  j  sacado  de  ia  equacíoa  de  la  misma  cur* 
va  j  lo  que  saliere  será  la  expresión  de  la  subían* 
gente  solo  en  jt  y  constantes  ;  y  para  determinar  d 
' '  valor  de  la  subtangente  respecto  de  uo  punto  Af^  sóIq 
76.jrestará  substituir  en  esta  última  expr¿sion>en  lugar  de 
íc  el  valor  de  la  abscisa  j^P  y  correspondiente  al  pun^ 
to  M. 

665  Quando  la  equacion  de  la  curva  es  tal  ^  que 
creciendo  ^P  =  x  y  mengua  j^  ^ia  Unea  rMc%  —  ^ 
(519)  y  y  -la  proporción  Tf» :  rM  ::  MP  :  PT^  que 
dá  el  valor  general  de  la  subtangente ,  »-^dyidx 

77.  !t  j^ :  PT  =  —  ^ ,  cuya  expresión  de  ningún 
modo  altera  la  práctica  del  método ;  solo  está  manües- 
tando  que  la  tangente  en  lugar  de  caer  á  la  parte  del 
origen  ^  de  las  abscisas  respecto  de  la  ordenada  PM^ 
cae  á  la  parte  opuesta. 

666  Sí  quisiésemos  sacar  una  fórmula  general 
para  expresar  la  normal  de  uña  curva  algebraica 
en  el  supuesto  de  ser  sus  ordenadas  perpendicular 
res  á  las  abscisas  ^  la  sacaríamos  por  medio  de  los 
triángulos  semejantes  mrM  ^  QPM^  los  guales  da* 

^.  rian  Mr  :  Mm  ::  MP  :  MQ,  ,  esto    es  ,  ^líjr  : 

V^dx^-^dy^:)  ::j:  MQ=:  ¿  x  \/{dx'^dyy 

La  equacion  de  la  parábola  v^  gr.  dá  después 
de  diferenciada  ,  3jf¿(y  =:r  pdx^,  dyzrz^  ^dy^zz 
ü^^^  j  si  substituímos  este  valor  de  dy^  on  j^  x 
l/(rfA*H-rfy)»  tendremos  MQ  =  ¿  V(dx'-^^¿:-) 

H-pp)  (a64> 

De  los  mismos  triángulos  sacaremos  la  expre- 
sión de  la  subnormal  PQ.  Porque  darán  Mr  :  rm 


DEL  CALCULO  DIFERENCIAL.    347 

::  MP  :  Pfí 5  esto  ts  ydx  :  dy  v. y  i  ^  =:z  PQ.  Fíg. 

Si  tiac^nos  aplicación  de  esta  fdrmula  á  .la 
equacion  /  =  |>Jf  de  la  parábola  ,  sacáremos  4y  =; 
iíi  5  y  substituyendo  este  valor  ácífytú^  ,' ha- 
llaremos que  la  subnormal  de  la  parábola  es  ^,  6 
la  mitad  del  parámetro  (273). 

667  >  Cuestión  i.  Tirar  por  u»  punta  M  ana  tangente 
al  circuí»  AMB  ,  estandn  fn  A  el  origen  de  iai  oésCieÉtf 

y  el  centro  enC,  "  '    '      "   '  n 

Llanto  a  el  diámetro  AB;  * ,  la  abscisa  AP;  78. 
«  ,  la  ordenada  PM;  será  con  esto  la  equacion  del 
círculo^  =  ax — xx  ;  y  la  diferencial  de  esta  equacion 
será  2y4y  =  adx  —  2xdx ,  y  ^  =  ;^  = 
|;¿.-r5  luego  f=:|£-=Pr.. 

Si  el  origen  de  las  abscisas  estuviera  en  C,  la 
equacion  del  drculo  sería  (242)  yy  =  iaa—xxy  y 
|)or   consiguiente  g  =  =-'  5  lluego  ^=  ^* 

^r^      ^^^y*-  ^  cuya^qoación  ,  por  ser  negativa. 


está  diciendo  que  la  subtangente ,  la  qual  en  el  caso  an-^ 
tecedeitfe  pasaba  por  el  origen  de  las  abscisas ,  le  dexa 
ahora  del  otro  lado* 

668    Cuesticm  2.  Hallar  el  valor  de  la  subtangerae 
de  la  paráhJa  cuya  equacim  es  yy  =  pir. 

Ésta  equacion  después  de  diferenciada  es  ^ydy 

=  prfx  5  luego  -¡^  —  75  37  —  T^"^~-r 
d^^  después  de  substituir  px  enjugar  dejpf* 

069    Cuestión  3.    Hallar  el  valor  de  la  subían^ 

gente  de  la  elipse  AMB  ,    cuya  equacion  es  yy  ^ 

-^(2ax— xx)  (29  i),  e;?  e/  supuesto  de  ser  AB=2a9 

ei  semiexe  menúr  =  b ;  AP  =  x;  PM  =  y. 

La  diferencial  de  esta    equacion    es    Tyéiy   sr  yg^ 

-^(2tfrf^ — 2xdx\  6  áa({ydy  =  2abbdx — 2bbxdx^ 

•^  de 
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Rg.  de  donde  sacamos  ^  =  ^^^^  *  Substituyo  este 
valor  eh^ ,  y  sato  ^=r-¿í^;  substituyo 
fuialmeiite  en  lugar  de  j^  su  valor  ~(3tf*— *x), 
y  después  de  executadas  las  reducciones  corres- 
pondientes queda  '-^zzPTzzz  "^^~^  =  •-^- . 
/.  .67Q  r ,  CuestjiQíF.  4.;  Ti^tfr  una  tangente  al  pimt0 
M  4e  .*tM.  bypérhola  AMH ,  ^ya  equaahn  es  yy  as 

8a  -~-(aax-t-xx)  (339)  j  siendo  aa  j«  primer  diáme- 
troi  b^  la  mitad  del  segundo;  AP,  x,  PM ,  y. 
/  Después  de  diferenciada  esta  equacion ,  será 
aaay4y  =  aá^hdxHr^k^xdx^lui^go  %^^^^~i 
y  w  =  -ííS&r  5  substituyendo  en  lugar  de  ,ijf 
su  valor  •~(3<i4fH-*i) ,  y  practicando  las  reduccio' 
nes  correspondientes  saldrá  ^-^^~  =í  '-~^  = 
PT,  Y  finalmente  AT^iPT^-AP^z  ^. 
671    Gaesticm  5.  H(íi//ar  e/  t;Á/dr  da  ¡a  subtangenU 

8í.  carrespondíeme  al  punto  M  ^(^  íim  bypérbola  éníre  sus 
asymMos ,  cuya  equacion  es  cc=^Ky  (3^2) ,  en  el  supues^ 
to  de  ser  AP  =  xi  1?M  z=: y  ;  ce  =  la potensia  dst  ¡a  iifr: 
pérbola. 

La  equacion  ce  =  a:y  ^^  despuQs  de  díf^ceockídsi 
xdy^ydx  z=z  o  5  luego  ^  =:  —  ^  ,  y  por  consi- 
guiente VT-^z:  ^  =  — ^ ;  manifiesta  este  valor 
que  la  subtañgente  es  igual  á  la  abscisa  correspondiente 
at  punto' ^,  pero  que  se  ha  de  tomar  á  la  parte  opues- 
ta del  origen  ^. 


>  I 


;.  -  V     .1  .^ 


Ih 
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Fig. 
De  hs  limites  de  las  cantidades  ^  y  de  las  cuestiones 
de  máximos  y  mínimos. 

67a  Expresa  ^  la  tangente  del  ángulo 
que  la  curva  causa  con  la  ordenada  en  qualquiera  de 
sus  puntos  5  y  -^  expresa  la  tangente  del  ángulo 
que  la  curva  causa  con  el  exe  de  las  abscisas* 

Popque  con  suponer  el  radio  de  las  tablas  r:  1^ 
el  triángulo  rectángulo  Mrm  dá  rm  :  rM  ::  i  : 
tang  rmM (1.^2  5)  5  luego  tang  rmMzzi  ^^=^5.-^6^ 

De  lo  dicho  (325)  también  se  inferirá  qfife  la  tangea- 
te  de  un  ángulo  nulo^  ó  cuyo  valor  es  cero ,  es  tam- 
bién cero  5  luego  siempre  que  el  valor  —  sea  ce-^ 
ro ,  no  causará  la  tangente  ángulo  a^uno  con  la  or- 
denada ;  quiero  decir ,  que  la  tangente  será  para- 
lela á  las  ordenadas  :  de  los  mismos  principios  in-*^ 
ferirémos  que  siempre  que  -^  1=:  o  no,  formará  la 
tangente  ángulo  alguno  ccm  el  exe  de  las  abscisas;  quie-* 
ro  decir, que  la  tangente  será  paralela  al  exe  de  las  abs^ 
císas. 

Pero  como  el  valor  de  un  quebrado  es  cero  siempre 
que  su  numerador  es  cero  ,  sigúese  que  -^  =  o 
siempre  que  ¿r  =  o  ,  y  que  quando  í^y  r:  O ,  también 
será  ^c=zo  y  como  dx  es  el  numerador  ^jdyú 
denominador  del  quebrado  -^  ,  hemos  de  infe- 
rir que  la  tangente  de  una  curva  es  paralela  á  las 
ordenadas  ó  á  las  abscisas  de  la  curva,  conformé 
€n  el  quebrado  -0-  sea  ctro  el  numerador  ó  el 
denominador.  Por  consiguiente  para  manifestar  en  que 
punto  ó  puntos  tiene  una  curva  su  tangente  para- 
lela á  la&  ordenadas;  ó  ii  las  abscisas  ,   se  sacará   d^ 

su 


350  PRINCIPIOS 

Fig.  su  equacion  diferenciada  el  valor  de  ^ ,  se  ha- 
rá d  numerador  igual  con  cero  ,  y  se  sacará  una  equa* 
cion  5  la  qu.il ,  comparada  con  la  equacion  de-la  cur- 
va ,  dará  el  valor  de  x  é  y  correspondiente  al  pun- 
to de  la  curva  ,  donde  la  tangente  es  paralela  á  las 
ordenadas.  Si  se  supusiese  r=  o  el  valor  dt  ify  ó  del 
denominador  del  quebrado  ^  ,  «e  sacaría  otra 
equacion ,  la  qual,  combinada  con  la  de  la  curva  ,  da- 
rá los  valores  de  x  éy  correspondientes  al  punto  de 
la  curva  donde  la  tangente  es  paralela  al  exe  de  las  abs* 
cisas. 

673  Para  aclararlo  con  un  exemplo  familiar  ,  con- 
sideraremos la  curva  cuya  equacion  es  jiy^xx  rr  Qify 
-H2*jr — aa — bb-k-rr  ^  que  es  la  del  drculo  (239). 
Las  lineas  -/ÍP  son  x  ^  y  las  lineas  PM^  PM'  ^on 
los  valores  de  y  correspondientes  á  los  valores  de 
g2^  X  que  dá  la  resolución  ^de  la  equacion.  Si  la  dífe- 
*  rendamos ,  saldrá  2ydy  •+-  2xdx  —  2a4y  4-  2bdx ,  y 
'*  — ■  ^y^zlf 

Supongamos  primero  igual  con  cero  el  numerador 
para  averiguaren  que  puntos  la  tangente  es  paralela  á 
las  ordenadas.  Tendremos  2y — 2a  zz0^éyzz:a:  subs- 
tituido este  valor  en  ía  equacion  de  la  curva  dá  aa  -t- 
XX  zz  2iia-f-3¿JN-^-áiii — bb^r  ó  xx^^2bx  zz  rr — bb ,  de 
cuya  resolución  sale  x  zz  b±r  ^  esto  es  ,  j  =  jíQI  y 
X  zz  AQ  j  de  lo  qual  se  infiere  que  la  curva  ó  su  tan- 
gente es  paralela  á  las  ordenadas  en  dos  puntos  RyR' 
cada  uno  de  los  quales  tiene  una  ordenada  igual  á  la  ii« 
nea^ 

Hagamos  ahora  igual  con  cero  el  denominador,  del 
valor  de  ~ ,  para  saber  en  que  puntos  la  curva 
ó  su  tangente  es  paralela  á  las  abscisas  í  tendremos 
2b — 2x  rr  o ,  ó  o:  =:  ^.  Si  substituimos  este  valor  en  la 
equacion  de  la  curva ^  saldrá  j{y4-¿*  =x»«^+2^¿— • 

aa 
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oú^lh^-rr ;  ó  yy—2ay  zz  rr^-^aa^  de  cuya  resolución  Fig. 
sacaremos yzza±r^y  está  diciendo  esta  expresión 
qije  la  tangente  es  paralela  á  las  abscisas  en  dos  pun- 
tos T  y  r^^  que  tienen  común  la  abscisa  ASzzh ;  sien-  82. 
do  ST\—  a'¥T  la  ordenada  correspondiente  al  punto 
J',  y  la  linea  iST  =  a—r  la  ordenada  correspondiente 
al  punto  r. 

Í574  Los  puntos  ñ  >  fí'  se  Itatnan  tos  limites  de  las 
abscisas  ,  porque  entre  fí  i  fi'  á  cada  abscisa  AP  cor*- 
responden  dos  valores  reales  de  j^ ,  que  son  PM  y 
PM' }  pero  entre  Q  y  A^y  mas  allá  de  j^'  respec- 
to de  A  iio  hay  punto  alguno  de  la  curva  j.  por  ma- 
nera que  si  suponemos  x  menor  que  AQ  —  b — r ,  ó 
mayor  que  j4^  zz  b+r ,  no  saldrá  «ingun  valor  real 
de  jf.  £1  que  quisiere  comprobarlo  no  tien$[.  mas  que 
substituir  ea  la  equacion  en  lugar  de  x  unía  cantidad 
b — r— y  menor  que  b — r,  ó  una  cantidad  b^q-^r  ma- 
yor que  ¿4-r  ;  resolver  después  la  equacion  que  salga 
de  esta  substitución  ^  y  le  saldrán  imaginarios  ambos 
valores  de  j^. 

Si  nos  figuramos  tirada  por  el  punto  A^  la  ^L*^ 
paralela  á  las  ordenadas ,  y  tiramos  por  los  putitos 
Ty  T'  las  líneas  TL  y  T  U  paralelas  á  las  abscis;as; 
las  lineas  AL  —  ST  —  a—r  ,  y  AL  =  ST—a^H- 
serán  los  limites  de  las  ordenadas  >  porque  se  viene 
á  los  ojos  que  no  puede  haber  ninguna  ordenada  ma- 
yor que  AL^  ni  menor  que  AL  en  el  caso  de  que 
la  tangente  haya  de  ser  paralela  á  las  abscisas»  Y  si 
en  la  equacion  de  la  curva  substituimos  en  lugar  de 
jp  una  cantidad  menor  que  a-rt  ^  qual  sería  a  —  r 
^—q  y  saldrán  imaginarios  ios  valores  de  x  después  de 
Tcsuelta  la  equacioa^  Lo  propio  sucedería  si  en  lugar 
4e  y  5ubstítUyéraax>s  la  cantidad  a-hr+^  mayor  que 

ILa  ordenada  ST^  es  la  mayor  de  todas  las  que 
rematan  en  la  concavidad  RT  RL  de  la  cijtcunferen- 

cia; 
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cia ;  la  ordenada  ST  es  la  menor  de  todas  tas  qae 
rematan  en  la  convexidad  ;  y  las  ordenadas  QR^ 
Q'R'  son  á  un  tiempo  las  menores  que  ren^atan  en  U 
concavidad ,  y  las  mayores  que  f eaiataa  en  la  ooave- 
xidad« 

6^^  De  todo  esto  se  sigue  que  por  un  mismo 
méiodo  se  determinan  i.^  ios  limites  de  las  abs* 
cisas  y  de  las  ordenadas ;  2*"^  los  casos  en  que  la 
tangente  es  paralela  á  las  abscisas  ó  á  las  ordena* 
das ;  3?  las  m^imas  y  mínimas  abscisas  ^  li  ordena- 
das. 

67S  Pero  ,  sea  la  que  fuere  la  expresión  alge* 
bráíca  de  una  cantidad  ,  se  la  puede  considerar  co- 
mo que  representa  la  ordenada  de  una  linea  curva.  Sea 
V.  gr.  ^^7^^  la  expresión  de  una  cantidad  que 

llamo  y  ^  de  modo  que  sea  y  =  ^^-^ir^  5  puedo 
considerar  esta  equacion  como  la  de  una  linea  curva, 
cuya  abscisa  es  jit  y  la  ordenada  y.  £q  este  supuesto 

es  evidente  qup  si  la  cantidad  ^Jp^  puede  ser 
en  algunos  casos  la  máxima  ó  la.  minima  entre  las  de 
8u  especie  ,  ó  llegar  á  ser  un  máximo  ó  un  minimo  y  se 
deberá  practicar  el  método  declarado ;  quiero  decir^ 
que  se  diferenciará  la  tal  equacion,  é  igualará  coa  cero 
el  numerador  ó  el  denominador  de  la  fracción  que  sal- 
ga igual  á  g^ 

677  En  esto  consiste  el  método  llamado  de  máxi- 
mos y  mínimos ,  k  buen  seguro  uno  de  los  mas  so- 
corridos del  Análisis ,  y  sirve  para  averiguar  qual  es 
¡a  máxima,  ó  la  mínima  de  muchas  cantidades  que  crecen 
6  menguan  con  arreglo  á  una  misma  ley^ó^tn  general, 
quül  es  la  que  tiene  en  mayor  grado  que  otru  qualquiers 
de  todas  su  semejantes ,  algunas  propiedades  determi^ 
nadas. 

678  Con  la  mira  iie  hacer  mas  perceptible  to- 

da- 
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dtiria  k  mtiidad  de  este  método  9  y  segura  %\i  apltr 
cicioo^  hemos  de  prevenir,  que  de  lo  dicho  (574K 
se  infiere  que  una  cantidad  puede  U^r  por  dos  ca- 
,  minos  distintos  á  ser  la  máxima  entre  sus  semejantes;, 
quando  empieza  creciendo  como  PUf^  y  ya  después, 
menguando  y  6  quando  empieza  creciendo  como  PM^ 
f  jie  repente  patía  eh  llegando' á  iít'QJPLi  pero  en  este 
áltioio  caso  es  á  un  tiempo  la  máxima  de  todas  las 
ordenadas  que  rematan  en  la  convexidad  #  y  la  mí- 
nima de  todas  las  que  rematan  en  la  concavidad* 
También  son  dos  los  caminos  por  donde  puede  lie* 
gar  una  cantidad  k  ser  la  minima^  de  sus  semejan- 
tes i  porque  primero  puede  empezar  menguando  co« 
mo  PMy  para  crecer  después ;  ó  primero  mengua 
como  P^M"\  y  para  de  repente ;  en  este  último  cá- 
90  es  á  un  tiempo  un  miudmo  y  un  mínimo;  es 
ufl  mínimo  respecto  de  la  rama  M!TM*\  y  un  mi- 
aámo  respecto  de  la  rama  MTM" 
;  679    Por  coosigttiente ,   el  que  quiera  distinguir. 
si  una  cantidad  es  un  máximo  ó  un  mínimo ,  ó  uno  , 
f  otro ,  ha  de  suponer  que  sea  a  el  valor  de  x  cor- 
^spondjénte  al  máximo  ó  al  mínimo ,  y  substituir» 
¿uccesívániénté  en  la  cantidad  propuesta  eia-  <lugaí^' 
dfe  ir  las  cantidades  a-^^  a^  a-^q.  Si  la  sustitución- 
de  las  dos  cantidades  extremas  diere  cantidades  me- 
ncHres  que  la  substitución  de  la  cantidad  media ',  la' 
cafñtidáé  seí^  un'  máximo ;  si  diei^  cantidades  nía-. 
yates  ^üe  la  substimcion  de'  la  cantidad'  medía^  la' 
<;antidad  será  un  mínimo  jfiosdmeote,  si  la  substi- 
tución 4el  .unp  de  los  extremos  da  fina  cantidad  real^ 
;  U  substitución  del  otro  da  una  cantidad  imagina- , 
ría  9  la  cantidad  será  á  un  tiempo  un  máximo   y' 
ún:  nárílmo.     ^  ^^  •   -   ^  '^  '   '  ''' 

'  686^Quá¿íd6  át  aéteíttiiiiar^ún  máximo  ó  üirhií-    , 
ifimo  es  tal  el  valor  de  la  vkrisible  que  hace  nega-: 
UVQ  el  valor  del  máximo  ó  mínimo^  es  señal  de  que. 
I  ,Tom.n.  Z       '  el 
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Fig*  d  máximo  d  tnloioio  que  r^resetita:  no  corKspon-u 
de  i  la  cuestión :coii4>rm6''VÍeiie  propuesta^,  si  de 
que  pertenece  á  otra  cuestión  con  algunas  drams-i 
tancias  contrarias  á  las  que  ineluia  la  ouestíon  que 
se  tesolvM  (  ,\^  <-<••     * -» 

!. ;  Sq  tue  proypf»  vi  gr.  que  parta  la  .línea  AB  en 
til  punto  Ci  con  la  circunstancia  que  el  cociente  del 
8l.  qu^df ado  de  yJC «  dividido  por  £C  sea  el  mínimo 
ppsijb}e.  Llamaré. a  la  linea  dada  AS;  Xj  la  parte 
jíCi  la/ otra  parte  JBC  será  a-^x;  y  el  cociente 
será  -^«  La  diferencial  de  esta  cantidad  ó  de 
¿<(a^;f)^»  será  2xdx{a—x)''^  -♦-  x*íix(a—xy-^ 
—o  ,  6  ^ -t- .^¿^5^  ==  o,  6  afl*á*-*V*=:Q,' 

ó  (atf->«>r=  o,  cuya  equacion  da  xzilo  y  6  ao-^ 
«  =  a  El  primer  valor  da  ua  mínínie  que  se  cch 
noce  sin  calcula  El  segundo  valoí  da  xr:M$  subs- 
tituido esté  valor  en  -^ ,  transforma  la  cantidad 

ca  ^=z— 4<i.  Luego  el  mínimo  no  corresponde  á 
la  cuestión  cqn  las  circunstancias  expresadas  j  pera 
si  considero  con  algún  cuidado  el  valor  xzzoa^  edbQ 
de  ver  que  ^  punto  C  no  puede  estar  entre  jÍ  j 
^ )  7  que  la  cuestión  se  podrá  resolver  quando  sea. 
circunstancia  hallar  el  punto  C  en  la  AB ,  proloor 
gada  mas  allá  de  j9  i^especto  ,de-^  Sí  coi^  esL».  ccHi'* 
dicion  llamo  AC  %  x;'  la:  dí$ta<icía  ^C'*ya  i^  será 
o— jr ,  sino  x-^a^  y  el  cociiente«pedído:setá  ~r^í 
de  cuya  expresión  la  dif&rtñdaf ,'  ^udádk  coft  cero, 
^r^  1^"-^  (TT^i  ==  ^  ?  .^  >  desputó  de  jpractica- 
dás  las  reducciones  correspondientes^  or^l^iiaxdx 
^.iP)  qui?  4a  ^=  2a„:C0iQQ. antes;  y^coi^IaeSubs- 
titucíon  de  esta  cantidad  en  ^^  Ja  traqsíbirma  en 

4a>es  señal  de  que  corresponde  un  mínimo  á  este  casoi 

•^  -        Si 
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^  :Si  igualo  con  cero  el  deoomioador'  (^*-hi)*  de 
la  difereociaU  ¿acaré  x  zz  a.j  que  represent^iUO  mi* 
idmo  conforme  debe  ser ;  porqué  qu^odo  ^z;:Ar  1^ 
catMxdad!  es  iofimta  (49^)*  No  por  eso  1^  ,#ka  ,e| 
isuraaer  dístintiyo  éd  ísáijdmo:^  porqtio  .^up^t^e  ^ 
fiiayor  6  menor  que  a  ^  siempre  salt  uña  gipridaij 
menor  que  sí  supongo  xzza.  ^  .  ^::( 

-«  éfti .  Siempre  que:.eQ»  la*  eicpresion ,  de  jina  can* 
fidad  que.  ha*  de  ser  un  májdnK>,4  un  .o^nimo  has* 
a]|g[ün  mükiiriicador  ó-  divisor  constante ,.  ;&  le  pue« 
de,  desechar  antes  de  practicar  la  djferendacipq. 
Supongamos  que  |^  exprese  en  general  una  can<« 

tídad  que  6a  de  ser  un  ioüximo  6  un  n^mo^  ste» 
dOitf  ^  b  cantidades  constantes;  seri  preciso  qu<^ 
fi^ziza^  y  una  vea  que  ni  .4  n|  ^  .soncefo  >  ef 

indispeosjdile  que  sea  d^zzo.  Vqí  consiguiente  el 
paradero  dd  cilculo  es  di  mismo  que  si  so|a  y  fue- 
te la  eiq>iesion  de  k  jeantidftd  que  ha  de;se)r  jua 
n^udmo  ó  un  mínimo  ^  el:  omtXiQ  que  Aiubi^ra  sídp 
SI*  antes  de  diferencttc  to  hubiese  horado  el  multi-* 
{riicador  n  y  d  divisor  ^  constantes»  Luego  ló  pror- 
pió  será,  {Mira  d.caso^  diferenciar  spla  }a  cantidad 
4|ue  ha  dé  ser  un  máximo^  qpfí  diferenciar  uno  de  sus 
moltíplos ,-  submúltiplos  ,  ó  alguna  de  sus  potencias. . 

68a  Cuestión  i.  Partir  un  número  3,  en  dos  p0r^ 
tes  f  con  circunstancia  que  el  producto  de  la  una  por 
¡á  otra  sea  mayor  que  el  producto  de  otras  dos  par^ 
tes  quales^mera  d^  mis$rio  numero. 

Llamo  X  la  una  de  las  dos  partes ,  con  lo  que 
la  otra  es  a — x  ^  v  el  producto, de  ambas  ax^^^^x; 
por  lo  dicho  (4^)  Seii  yzzáx^xx  ,  4>r±:^¿p 
^Axdx ,  y  pQr  oonsiguiente  %^—:^^  Si  su^ 
jponemos  el  numerador  igual  con  cero  ,  sacálrémof 
i  r:  d  ^  aboucda  mapifikstos  ti  hay,  un  oDáiimí^)  le 

Za  sa- 
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Fíg.  sacaremos  igualando  con  cero  el  denominador.  Ha« 
g&moslo ,  pues  ,  y  sacaremos  a^^Ts  ;=  o ,  que  da 
s-ziia  ^  cuyo  valor,  nos  está  diciendo  que  de  qual» 
quier  modo  que  se  parta  en  4os  partes  un  numero 
dado ,  d  pr^ucco  de  ambas  será  el  mayor.,  quan^ 
do  cada  ana  de  las  dos  partes  sea  la  mhad  dd  nd^ 
mero  propuesta 

663    Cuestión  2.  Determinar  et  rectángulo  máüA^ 

nio  que  se  pueda  inscribir  en  un  triánguio  dado  ADQ 

Sea  ¿  la  base  AC  del  triángulo;  a^  sn^kara^BDi 

84.  ^9  la  altura  i5JB  del  rectángulo  inscripta  Las  pa* 
ralelas.^^9  ///dan  BD  lACvíDEiHIy  ó,  aib 
í:  á-^^  :  i^¡=^c:zHL  Por  consiguiente  la  área  del 

rectángulo  mxBEz=:i¡:=^zrz^{ax^x'').  Dt^ 

ferencrando  ax — s%  y  haciendo  la  diferencial  igual 
con  cero ,  sacaremos  x^ia^  cuyo  valor  manifiea* 
ta  que  el  rectángulo  máximo: que  se  pueda  inscrihic 
en  el  triángulo  es  aquel  cuya  altura  es  la  miad 
Út  la  altimt  del  triángula  *  .  f      «.     - 

684  Cuestión  3.  Determinar  entré  mucbos  tridn^ 
guhs  rectángulos  ,  que  tienen  una  misma  ifypotemtsm 
dada  ^  el  de  la  máiAma  superficie. 

Llamo  la  hypotenusa  dada  AC^  a  $  AB^  xi  BC^ 

85.  será  y  =  v^{a* — x*) ,    y   por   lo  mismo  5í  st 

7l/(^* — x^)  =:  la  área,  del  triángulo*  IMferencio 
su  quadrado  i^*  ~  7^  ^  igualando  su  diferencial 
~íi  -^  x^dx  con  cero ,  saca  xziiaVi  >  ^  y^^ 

685  Cuestión  A.  Hallar  entre  tbdos  los  triángtH 
¡os  rjíctilineos  rectángulos  de  una  misma  orea  9  una 
talj  que  la  suma  de  sus  lados  AB-t-BC  sea  la  menor 
poisihle.       .  :   w  .        .:    : 

8¿.    :    Si  llamo  x  el  úa  lado  ABi  y  «I  otro  lado  BC 

per- 
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.perpendicular  al  primero;  a^  la  área  del  triángulo; 
será  2  :rr  a  ,  que  da  j^  :i:  ^  =  BC.  Luego  la  su- 
ma de  los  dos  lados  será  ^r  -h  **-;  igualando  con 
cero  la  diferencial  dx-^'^^Át  esta  suma  ,  y  re- 
duciendo ,  saco  Ar=:-^ff—)/a^  ,  y  BC=:^=Í3 
ystf.  Luego  los  dos  lados  serán  ¡guales  uno  con 
•otro*    '.  ..; 

686  Cuestión  5.  Determinar.  entf;e^  toéós  hi  péh 
ralelipípedos  de  una  misma  superficie  y  ahttra  \  qtsai 
es  el  de  mi^yor  cabida. 

Llamemos  a  la  altura;  ^^9  la  superficie  d^l  para- 
leüpipedo ;  x  ^1  uno  ,  e  j^  el  otro ,  de  .los  dos  lados 
-del  rectángulo  de  la  base.  Toda  Ja  superficie  se  com- 
pone, de  seis  rectángulos  9  entre  los  quales  hay  dos 
cuyo  ladaó  altura  es  n,  y:x  la  base ;  hay  otros  dos 
cuya  altura  es  a ,  é  y  la  base ;  finalmente  hay  otros 
dos  cuya  base  es  ir ,  é  jr  la  altura«  Por  consiguiente 
la  expresión  de  toda  la  superficie  será  2^-f>2^{}HH 
.9j^  9  isto  és ,  Tox-ir^af^axy  =i  cci  Por  lo  que  mira 
-á  la  scdídez  y  sabemos  que  es  axy ;  y  como  ha  de 
ser  la  mayor  de  todas  las  de  igual  superficie.^  es 
preciso  que  su  diferencial  axdy-^e^ydx  =  O ,  ó  que 
J^y^rydx  :=:  o  (S^i).  Pero  de  la  equacion  2ax'\-2ay^ 
9j^==  ce ,  la  qual  está  diciendo  que  la  superficie  de 
todos  estos  paralelogramos  es  constante ,  sacamos 
2adx  +  2ády  -h  2xdy  -^  2ydx  r±  O ;  luego  si  substitui- 
mos en  esta  equacion  el  valor  de  dx  sacándole  de 
ia  primera ,  hallaremos ,  después  de  executadas  to« 
das  las  reducciones,  xz:zy ;  luego  la  base  ha  de  ser 
un  quadrado. 

Para  determinar  su  lado,   hemos  de  substituir 

'én  lugar,  de  jr  su  valor  x  en  la  equacion  2ax'¥2ay^ 

2xy  -zicc  y  ik  qjjal  con  esto  se  transforma  en  411x4- 

zx^zn  ce  ^  de  cuya  resolución  sacaremos  xzz — a  ± 

*     Tom.U.  Z3  y 
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Fíg.  ^{aa^lcc)  \  y -como  la  raiz  negativa  — tf— y(tftf+í<r<?) 
no  sirve  para  el  caso  actiml,  el  v^lor  qpe  buscamos 
dé  ár  será  zz-^'a-^Viaa+lcc).  '  "     . 

»i^     Si  querernos  ayerigaar  'qual  ha  de  ser  1¿  altura  a 
.para-  qu^^jel.  paralelipípedo  .§ea  el  de  la, solidez  má* 
xima  entre  todos  íos  de  iguaí  superficie ,  conside- 
raremos que  por  ser  a  la  altura ,  la  base  ha  de  ser 
un  quadrada^.ila  solidex  será  axxi  es ^  pues  ^pre- 
ciso que  la  diferencial  de  axx ,  en  el  supuesto  de 
sej:  variables  ayx^  sea  o ;  y  por  consiguiente 'diuri^r 
'^^-^(iaciio^  <S  2ddx^xda:=zo^  dividiendo  por  jt.  Pe- 
ro como  la  equacion  ^^-h2x^zzcc ,  que  expresa  la 
superficie ,  es  entonces  constante  ^  dará,  después  de 
diferenciada ,  j{adx'^^xda'^/^dx  m  o ;  y  con .  substi- 
tuir en  ésta  equacion'  en  lugar  de  da  su  valor  sa- 
cado de  la  equadon.  aadx-hxdaTzzo^   saklrl,  desh 
pues  de  executadas  todas  las- reducdones  ^  xzza; 
iu^o  el  paralelipipedo  ha  de  ser  un  cubo,  una  vez 
'.que  su  lado  ó  altura  n  ha  de  ser  igual  al  lado,  x 
-dei  quadrado  base  suya*  ' 

*       En  quantó^  al  lado  de  este  cubo.,. le  Jiallarémos 
^con  subsfiituir^  en  Jugar ,  de  a  sa  valor  x  xcn  la  equa- 
'<cion  4ar-^24r*=rc,  la  qual  coa  esto  se  transforma 
en  /\x^'^2x^  zzcc^  ó  6x*z:zcCi    y    esta    da    xzz. 
\/(^).  Luego  entre  todos  los  paralelipípedos  de 

igual  superficie,  el  de  la  solidez  máxima  es  el  cu- 
bo cuyo  lado  es  igual  á  la  raiz  quadrada  de  la  sex- 
ta parte  de  la  superficie. 

687    Cuestión  6.  Determinar  el  cilindbra  máximo 
fue  se  pueda. inscribir-  ¿n^un-^CQno.^dado. 

Llamemos  a  la  almra  BP  del  cono ;  ^ ,  el  diá- 
metro y^C  de  su  base;  o:,  el  diámetro  FGzzDE 
86.  del  cilindro,  considerándole  como  variable;  />,  la 
área  de  un  drculo  cuyo  diámetro  =i. 

Ya   que  las  áreas  de   los  cü^culos  tienen   unas 

.     .     •coo 
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con  otras  la  misma  razón  que  Jos  quadradps  de  sus  Fijg;.* 
diámetros  (l.s8o)  ,  será  i^ :  x*  :•  p :  px^  n:  la  área 
del    ctrcolo    jF76Z.  -De;  ios   triángulos  semejances 
jíPBy  ADF  sacaremos  AP  :  BP  ::  AD  :  T)F ^  ó  86. 
\h  :  a  ::  \h — ^x  :  íí=^  z=zDB\  cuyo  valor  mul- 
tiplicado jp^r  la  área  j^jc'h^^^         poco  ha,  dará 
^.É^lrrl^    y  será  U  expresipíi  ¡de  la  solidez  del 
cilindro  q^e'há  de  ser  tin'  máximo ;   haremos  'jppr' 
lo  mismo'  fu'  direrenciat  ^v^^^^~3^f.«i>c  _.  ^  ^  ^^ 

(ípnde  isacarépos.^x,^.j,jy^Pi^=:y-  Iiifiérés(5. 

de  aquí  que  el  cilindro  máximo  inscripto  en  el  QO«r. 
BQ  dada  es  ttqg^tpusf»  .^ura  .es  an  r(^<;Í9  de  .Is^  aU 
tura  del  coQO» 

688    Cuestión  7.   Hallar  las  dimensiones  de  una. 
ne4i4a  .cilindrica  talf  qt^  con  la^  menor  supprfififi^  in^ 
(iiritri^í{o^le'^  mga  unfktlCíiki^  determinada  ^  est%    :  ; 
es^,.^  .^uepa^  ^  je^la:  wfi:J!^t^idad  determinada  de, 

0gm  y,trÍgO  j.   &,C^e    '     ./i     s!     ,::     i.i'-.        .'í     •. 

..llamemos  x  el  diámetro.  A^  ;de  la  paedid^  >  jr ,  la  87. 
altura  AX)  i  c^  w  c^ida ;  p  ^M  •  drcutiferencia  dé 
4Wc5ÍrcttlOi>fcüyoc4iáme^if^5:3i.,  Harémps  esta.  pi;Q- 
(íC^ci^n.i./tjt:;^.ypí  ,^fi^o',<]|ua^to.tér^lino  es  If 
peilferia  ^e  ^a't)'asQ ,'  y  ^su  producto  por  la  almra 
y'aierá  la'-exjp^esibaVdeí'i^  isápelfidé  cSfltatra  c^fel 
cttinfhró.  ^  á  lestar  le  <añadin?o$  b:  r .ífup'erfíde  de  la 
base ,  sacaremos  toda  la  superficie  interior  del '  éx- 
pí*eáádo  cniíidro.  Lá  superficie"  de"'ia  basé  'k'  saca- 
t'émoisr^  Wtipiicapdo  (I.5  g^^Ja^jíéríftíria  'px  p¿t 
1^  i  íúégo  'El  séíá  k  éxpiiéáiófi  de'  lá  brea*  dte  lá 

iuse  9  cuyo  producto  por  la  altúrg  ;y  expresará,  tt 
/^fibi<la  de  la  medida  >.  y.  como  supqneipps  que  c  es 
la  tal  cabida  •será  ^2L=  r  5  luego  íia  superficie 

Z  4  con- 
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F%.  cóncávít  pxyzr:^.  Por  consiguiente  toda  la  svh 
pcrficie  interior  de  la  medida  será  *f-  ^^^^  Si 
igualamos  su  diferencial  con  cero  ,  tendremos^ 
_  4£^  H-  ?^=:  o  ,  -8r-^-p^'=o  ;  y  finalmen- 
te jc  =zr  ^—=2^—.  Ya  qiíe  px^  =  8r,  y  pjc^jr 
=  3^5  si  dividimos  la  primera  de  estás  dos  equa- 
Clones  por  la  segunda,  saldrá  yzz:2  ^  luego  xz=z 
^y^  y  por  último  s^rá  la  medida  qual  se  pide,  sien^ 
pre  que  el  4iámetro  de  su'  base  sea  duplo  de  su 
altura.  ¡. .    -    ' ;      . 

689  Cuestión  8.  Detefminat  ^ntre  todos  les  co^ 
nos  de  una  superficie  dada ,  el  que  tiene  la  mayor  to- 
lidez. 

Sea  s  la  su{>erfície  dada  i  x  ^  el  sendidiámetro  JíC 

88.  de  la  base;  y\  el  lado  ob^uo  \¿tB^  p\  la  periftrm 
de  íin  ctrcalo  cuyo^díámé!**  rsí.  iPor  estos  apues- 
tos la  circunferencia  de  la  base  seri' i^jr ;  la*  ^Mrea 
px^^  y  lá  siiíjerfifcie  convexa  del  cono  será  pxy  ^  ^esto 
es,  la  mitad  del  producto  de  ía  periferia  dé  la  base 
por  el  '4ad6  obliqúo  (t63^).--Cotoo^  toda  «'la  sópete* 

fíQi^  zzpx^-^pxy  i=z  s  ^é^^  p<St 

consiguiente  I^  aítufa  CBz:^V^4¿f^AcY^  =: 
l/(^^—-) 5  multiplicado  esté  valor  por  ^ ,-  es- 
to es,  por  el  tercip  de  la  areá  dé  la  base  (1.^44)^ 
4ará  el  producto  ^:^V{'^;^j)[^^^^ 
|a  expresión  de  l^.;solidlez  4^1  cono.Como  ha  de 
ser  un  máximo ,  lo  será  tatpbien  su  quadrado  ^yr 
—  ^.  cuya  diferencial  2í^'  -  5ü¿íiíi=o-,  de 
aquí  sacaremos  4pi'  ;=  /  ^  y  por' 16' mismo  x= 

y 
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\/—.  Para  halla!:  el  valor  de  jr,  consideraremos  la  F^g* 

cquacion  hallada  antes  j^=^—jp=;;,^f—=:^, 
con  substituir  en  lugar  de  s  su  valor  ^px^ ,  sa- 
cándole de  la  equacioH  j  — 4pj:*  =  o;  luego  final- 
ixíeote  y—Z^*  Todo  esto  manifiesta  que  el  cono 
mayu  entre  todos  los  de  una  misma  superficie  da- 
da, es.  aquel  cuyo  laido  obliquo^  tiene  coíi  el  semi^ 
diám^etro  de  la  base  Is^  misma  razón  que  3  con  1  j 
pues  de  j^=  3JP  sale  jr  :  áP  ::  3  :  i. 

De  las  evolutasy  radios  osculadores  de  las  curvas. 

'  690  Sea  una  curva  qualqúiera  2?DF  cóncava  ácía  89. 
un  mismo  lado,  envuelta  con  un  hilo  BDF^  del 
qüal  el  un  extremo  esta  fixo  en  F,  y  el  otro  ten- 
dido á  lo  lai^o  de  la  tangente  AB ,  y  figurémonos 
íque  el  extrema  A  se  mueve ,  manteniéndose  siem- 
pre tirante  el  hiló,  y  desenvolviendo  máS  y  mai  , 
la  curva  BDF;  en  virtud  de  cuyo  movimiento  es 
constante  que  el  extremo  j4  del  hilo  trazará  una 
Knea  curva  AHK.  La  linea  curva  BDF  se  llama 
la  etoluta  de  la  curva  AHK.  Las  porciones  rec« 
tas  AB ,  HD ,  KE  del  ^hilo  ABDF^  se  llaman 
éadios  de  la  evtíutaí 

'  691  Quando  el  hilo  remata  en  el  extremo  B  de 
la  évoluta,  cada  porción  DH  del  hilo  es  igual  al 
arco  evoluto  DBi  pero  cada  radío  HD  es  mayor 
que  el  arco  correspondiente  BD ,  sí  empezando  la 
•«Voluta  déstíe  B ,  el  éabo  drf  hilo  llega  hasta  A^ 
de  modo  que  irfJ?  «sea  una  linea  recta,  Eh  general, 
*el  radío  de  lá  evoluta  es  igual  al  arcó  evoluto, 
añadiéndole  una  constante  quando  sea  menester. 

692  Cada  radio  GC  de  la  evoluta ,  se  puede 
considerar  coteo  la  prolongación  dd  arco  infinita- 
mente pequeño  C2>^  y  este  arco  9e*Iteéde'conside- 
*• '  "  rar 
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Fign  rar  como  una  linea  ri^cta.  Luego  i.^  c^d^  radio- 4c 
iá  eyoluta  es  tangente  de  la  evoluta ;  2.^  al  pasar 
el  hilo-de  JÍC  á  GC  traza  un  arco  infinitamente 
pequeño  AGri  el  qual  sé  puede  considerar  como 
un  arco  pequeño  circular ,  cuyo  centro  e^té  en  d 
por  manera  que  el  radio  GC  es  perpendicular  ,á  la 
tangente  ea  el  punto  6  de  la  curva  y  que  traaa  el 
extremo  del  hilo.  Lu^go  si  xlesde  los  extremos  ^^ 
Q  de  un  arco  ixifínitamente  pequeño  de  una  curva 
se  le  tiran  dos  perpendiculares  y  estas  perpendicu^ 
lares  se  encontrarán  en  un  punto  C,  el  qual  será 
uno  de  los  puntos,  de  la.  evolutá  de  la  ciirva  4^- 
da ,  y  podremos  considerar  el  arco  AG  como  ua 
.  arco  circular  trazado  desde  el  centro  C  Pero  co- 
mo los  círculos  son  tanto  píenos  curvos ,  quanto  ma^*^ 
yores  son  sus  radios ,  es  patente  que  la  curva  que 
el  hilo  tra^a  será  tanto  meqos  curva ,  quanto  mas 
se  aparte  del  punto  A  doacU  remata  el  radio  de  U 
evplitta  que  es  c^o^  ó  el  menpr  de  tpdps.  Porcon*^ 
siguiente  la  curvaiura  máxima  se  baUárá  con  defer^ 
mnar  el  radio  mínimo  de  la  evoluia. , 

693    Si  desde  el  centro  D  trazáramos  un  arco 
con  un  radio  mayor  o^  PQ^  este.arqp  estaría fue<- 
jra   d^l    arc9  ,G/íf vj    y^^^  trazá,raKpos.eí  arco,  desdi 
el  mismo  centro  D  con  un  radio   menor  que.GZ^, 
este  arco  estaría  dentro  del  arco  GH  i  luego  el  círcu- 
lo trazado  desde  el  centro  D  con  el  radio  GD  ^ 
el  que  mas  cabalmente  se  confunde  con  d  accoin*- 
.finitamente .  pequeño  GH. ,  A . pste  círci^lo  ^^  ,,lq  Jlarj» 
circidOfOSCfá^ifi/or.^iij  fu^radji^,  se.  üaw^^radio  ^f£^lafr 
dorj  radio  de,^<H¡ífvaíura ,  radio  de  la  evolitta^    .  ^b 
91.  .    694    Busquemos  para  la  curva  AMD,^  cuyas  01;- 
denadas  PM.son  perpendiculares  al  exe  AB  y  el  va- 
lor di^l  radio;  de  la  curvatura  CM  correspondiente  al 
.fíiffíxq^Jf^  y,  coa,}^l  Ja  de  trazar,  un.  circulo  iGiÚ'^f^ 
JgM4  ^rv^mfíi  ^  ^  fi\m>.M  qMP.  *»  wn^a  propMí?«?- 

Ti- 
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Tiiaréoios  )a  C& ,  Mr  paralelas  ,  y  lá  \AE  per-  Fig. 
pendicular  al  exe  AB  ;  prolongaremos  la  MP  hasf- 
tz  Fj  y  tiraremos  la  mpf  paralela  é  iotínicamenté 
próxima  á  la  MF;  llamaremos  la  abscisa  yíP  ^  x; 
PM^  y;  ÁM^  u;  MC^  nÓEy  *;  AE  ó  PF^  a 
será  Mr—dx  ,  mrrzcfy^  MmczduzzV(dx^ -Jhífy^); 
CF—r-^-lh^^^  Y  GFzzlH-x. 

.    Esto  sentado ,.  de  la  naturaleza  del  círculo  saca-  91* 

mos  GFx  {flGC—GF)—{FM)\  esto  es ,  ^br-^bb— 

^bx+2rx — XX  d  cc+2cy+yy ,  de  cuya  ¿quacion  la  dí- 

letencial  es  Qrdx — 2bdx — axdx  r:  2cdy'\-  iydy ,  ó  rdx 

■•^bdx — xdx  zz  cdy+yciy  i  y  la  diferencial  de  esta  es 

4rddx—bddx — dx^ — xddx  zz  cddy-^y^-hyddy  j   de  dop- 

de  sacaremos  (r — b — x')ddx — ddy^e-^y)  zz  dx^-^dy^  = 

du\    Pero  los  triángulos  semejantes    Mrm ,   MFC 

dan  3^m:  mr  ;:  MC :  CF^  esto  es ,  d^  :  <iy::r:  CF 

=:  í^  =:  r-— ¿— ár  j  y  Mm^ :  Mr::  MC :  MF^  e$to 

^es  j  dui^dxiir:  MFzz,^:=z,c:^y.  Si  substituír 

mos  estos  valores  de  r — b — x^  y  c-^y.  en  la  equa- 

cion  (r — ¿ — x)ddx^—ddy{c'^y)z=Ldx\'^-dy^z=zdvr^ 

jsacarémoí   '^-^'-^zzzdn'  ,^  que   da  r  = 


du  ém 

,:  porqué^  du  zz 


du^  idx^-hdy)^^ 


4¡yddX'''HÍxd4y  ¿^fádx—d^fldy 

Esta  expresicMi  general --7^ — Zj5"^^^  ^^^^  ^^ 
curvatura  varía  según   se   supone   constante  la  dx^ 

i.'^Quando  se  hace  constante  \z  dx^  sale  rir 

'•II         ■  I  ^  •• 


\ 
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s.^'Quando  se  hace  consuate  la  4k>  ule  rzz 

4yddx 
3.""  Quando  se  hace  constante  Iz  du  ^  sale  r=: 

X 

^^ — r.         •  Esto  último  necesita  aclararse. 
ddx 

Si  la  du  es  constante  ,  será  ddu  =  O.  Diferencie^ 
mos  la  equacion  du^  ==  dx^^c(y^  ^  saldrá  2dxddx  -H 
^dyddy  =  2dudduzzO ;  luego  2clyddy  zz  ----2dxddx ,  jr 
¿rfy  •=  ~^*'^'^*.  Substituyamos  este  valor  en  el  de- 
nominador de  la  expresión  general  ¿^¿¿^^^^  ,  y 

du^  du^dy 

saldrá  —  ^— — —        ■  __— .^^..-_«i^«.       * 

dyddx^'^  4y^ddx-i-dx'ddx 

du^du^xdy  _  du.4K^*+4y^)    _      ¿m^F      _ 
ddx{dx^^df)  ^     ddx{dx^^-V  ^      ddx      ~  •  * 

d4x       * 
695    Cuestión.  JF/íi//ifr  e¡  vahr  del  radio  R  de 
¡a  ereltaa  déla  parábola. 

£n  el  supuesto  4e  hacer  constante  la  ir  ,   la 
expresión  general  del  radío  de  la  evoluta  es  A  = 

{dx^-^dy^)^ 

- ,   .,    .    Si   diferenciamos  la   equacion  yyzzpx 

de  la  parábola,  sacaremos  2ydy±zpdx  ^  y  dxz=: 
^ ,  cuya  expresión  debe  tenerse  presente.  Sí  di- 
ferenciamos la  equacion  diferencial  2ydy~pdx  de 
la  curva  ,  haciendo  constante  la  ir ,  sacaremos  2€(y^ 

^2yd4y=zo  ,  que  da  ddy  ==  —  ^  ,  cuya  ex- 
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prenon'  detie  tenerse  pésente.  Lu^é  4k'  4-  i£r*  r: 

á&^títdiá]^  jl^  jrantVlai^  lugar  de  .su  inial  ea 
la  'exi«e^  gcperal  de  It ,  saldrá  áj^  ^  Y    3x4^ 

—  ^sW'  •<■!> )  ;  £¿ta  cáttfidad  se  ha  de  páttir  áho^ 

:Ta  por  — <iríi((>r ,  cuy© -píoaoíta ,  por- los  valores 
sacados  poco  ha  de  rf*  y  ddy  es  2^,  lo  que  es 
ló  pi^opío  qqé  múl(ii)Iicafl,á  í^or  ¡^>  saldrá  pues 

Ahora  bien  ;  hemos  visto  (273)   que  la  sub- 
,  normal  de  la  parábola  =  -^  \  luego  su  normal 

que  llamaremos  iVr:  ^/(y'H-^)  =  V^(í2^)  = 

jslí^^,  estp  es  íííí?^  -zAT,  y  y(4y*'+-í>*) 

-j-=:  -7-.  Esto  quiere 


..»  _  ^* 


ap  ap  i)-         -i^ 

dedr  que  «/  ta&o  osculador  de  la  parábola  es  i^al 
étl  cubo. de  su'Mtnud  pm ido  por  eJ ^mdratü  del 
séniiparámetro» 

Como  en  el  vértice  de  la  parábola  ^^=0,  será 
j>r  =  -4-  5  luego  en .  el  vértice  de  la  parábola 
el  radio  osculador  es  igual  al  semiparámetra 

6ú6    Cuestioo  s.  Htíkr^eh  rádh  osadaigr  de  A* 
*lips¿     ■' 

La 
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La  «quadoDiidé  la  curva;  ^.  AVr=JfdC9Aff'-^«iQ, 

y  la,  ^rpsion  gpeiferal  dd  tadio  será  R  =:  =—— ^i ; 

ta  pd^ier  «ífereñdáción  tlsi''^<i^<í^=«ífi*ifis^3»*¿<fif, 

yMa  segunda  2a*ífy'  •+■  2a*yd4y  —  -raB^dxl ,  por  set 

-  i^=:.<?.T  G^a^.jiai^jptw^  ,<^eréndlafr  <da    i(|>:=: 

y  por  cooáguien^e.  . 

/tfy¿y*  -I-  (rf*^*  —  2ab*x  -¥  b*x*)dx*\\  _^''   -     '  - 

elipse  ay,=  2fl¿»x — ^'jp%  iqulüplicada  por  ii*  da 
^4y4;£:^4rt'j•x-y**^l•;  la -misma  ecjaadcta  da  tam- 

i)ien  j^  ¿ir^'^^^*'^'*^  *^  ^*" 

lor  de  a^y^  en  lugar  d^  primer  rt^mino  del  nanie^ 
nrdor  de  lá  ultima  equadoa^  y  .eL!jFak>c  .de  jr  eo  su 

.denominadpr ,  sacaremos  {dx^-^^lTY  =•••.•••. 


atoa 
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sion  íévahtada  i  la  tercér'poijBhc^  esto  es^(djt*-f:t(!y*Y 

^  '  ' . .        ■'''!!      ~-« )  esta 

cantidad  se  ha  de  partir  por  -^át^ 

La  segunda  diferen¿ial  dé  la  equackní-  dé  \á  cui^ 

en  el  segundo  término  substituiremos  en  lygar  de 

•         ' '     "  íf^i — b*x)di 

4y'  su  valor  sacado  de  la  equadoo  4y  =  — ^ » 

quadrahdola  ,    con    lo    quál    será    d^y  == 


^y 


t  - 


reduciéndolo  tod¿'  ÍÍ  uñ^  íniíáinó  d!ínoinlák(!bi'.  En  el 
primer   térmioo   del.  Qun^rador.  su^itulrémos  en 


(¿^¿♦-WW*V)xííá¿ib.^^^  después  de 

hótftsLf  los  tértmnos  que  se  destruyen.  J^ero  por  la 
e4uácion  Üc  la  cqrvá  se  saca  — j-  (2isu¿  ^  xjicy  ^  y 

subs- 
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¥'ut.  substituyendo   este   valor   en  vez   de  jr* ,    resulta 

--—  =;  : — ■ : — 7=:.«gr>  y  "^diubfy^ 


+a*B*dx*  -Hihdx* 


Finalmente,  la  e]q>re- 


ah\^axirTXxf       {2AXy»xy   '  ,      , 

sion  ^  partida  pdt  — — — ^ — —  ,  .d    multiplicada 

(tax'-^xy 

'    (aaCí-Aífdf)* 

por      ■■ , ;,     •    es. 

,abdx*   .  '.  1 

<ir»(3¿<»¿'*— a»¿**+<i»5*— atf***-H¿*4f*)*   (aar— cr*)^ 

X       ,        ■ 
.z"   •         x.-#  abdx* 

r-^         »■     ^ '-■BU  '♦^,''      ■'.  t>     ■>,!■»■ ''■.H'g/C    w    Itkr 

~   .    ••  ...  .ii**.;... ..  .    ::..™..:/.  :;         -. 

troducimos  en  esta  expresión  la  normal  de  la  elip- 
se ,  conforme,  ¡ntrpdijcimo^  ante?  XSftS)  ja  .normal 
de  laparábolal^  -Halíaremos  ^e  .'.el  Irádío  osculaoor 
de  la  elipse  es  igual  al  cubo  de  su  norinU  partido 
por  el  quadr^do  del  semiparámetro^  ^ ,  ^    .   .  ^ 

De  los  puntos  de  infiexhm^ 

697  Llamamos  jp2/;i^^  de  iii/le^ón  todo  punto  M 
y...gr.  ,4dndc  la  concavidad  de  una  ¿úrva  se  muda' 
92.  en  coavexidácf.  Para 'determinar  estos  puntos  ^  po-^ 
demos  considerar  iqüeH|a.  tangente  en  M  es  &,ud 
tiempo  tangente  de  ús  dos  porciones  MA  y'AlOf 
en  cuyo  supuesto  podemos  investigar  en  cada  lada 
del  punto  M  dos  eleniéntos  Mm^  Mm  en  linea  rec- 
ta 9  y  por  lo  mismo  9I  radio  de  la  eyoluta  en  el 
punto  de  inflexión  í^' será  infihítb,"  pueS  1(&  radios' 
de  curvatura  correspondientes  á  los  pumos  m  y  m' 

se- 
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$eráQ  ambos  perpendiculares,  á  la  recta  mm'  ^  ser^  pa«  Fig. 
cálelos  9  y  solo  se  encontrarán  sl  una  distaqcía  infinita.. 
Pero  conio  pQdembs .  suponer  tan^pequeños  los  expre- 
sados elementos,  que  ambos  se  desaparezcan,  entonces 
el  radio  de  la  evoluta  será  cero. 

Porque  en  el  supuesto  de  que  estén  en  linea  rec- 
ta los  dos  elementos  de,  la  curvfi  ,inme4iatos  al  punto 
de  inflexión  ^  :iiada  determii^a  U  longitud  de  los  dos 
expresados  elementos  inmediatos.  Y  como  aun  quan- 
do  se  reduxeran  ambos  i  un  punto ,  no  por  eso  de- 
xarian  de  estar  en  una  misma  linea  recta ,  las  dos 
perpendiculares  caerían  entonces  una  sobre  otra  ,  y 
concurrirían  en  el  punto  mismo  de  donde  salen»  Esr  92t 
ta  es  cabalmente  lo  que  pasa  en  las  curvas ,  cuyo  ra- 
dio de  la  evoluta  es  cero  en  el  punto  de  inflexión. 
Pjorque  coo^o  entonces  es  infinita  la  curvatura ,  ca- 
da uno  de  los  dos  elementos  inmediatos  se  confun- 
de con  la  tangente  infinitamente  menos  que  en  otro 
caso  qualquiera ,  y  por  lo  mismo  los  hemos  de  con-» 
$iderar  como  dos  puntos  que  se  confunden  uno  con 
otro.  Pueden,  pues,  los  dos  elementos  estar  en  li- 
txf^  recta  ,  sin  que  por  eso  el  radio  de  la  evoluta  sea 
' infinito;  pero  esto  manifiesta  que  en  el  punto  de  in- 
flexión el  radio  de  la  evoluta  siempre  es  infinito  6 
nulo. 
^  6^    Luego  para  hallar  el  punto  de  inflexión ,  4 

los  puntos  de  inflexión  de  uüa  curva  dada ,  acudi- 

-remos  á-  la  fórmula  ^      ,   f,  '    del   radio   de  cur- 

'—dxday 

vatiira.  Pero  para  la  inteligencia  ^le   las  apUcació- 

jies  que  de  esta  fórmula  hemos  de  hacer  aquí ,  pre- 

;vetiimos  que  por  ser  (¿t^-hík*)^ .=  V(dx^'\-dy^y^ht^ 
-nios  de  qonsiderar  que  están  elevadas  al  cubo  las 
cantidades  que  incluye  el  paréntesis  ;  que  el  .cubo 
.,    rflw.//.  Aa  de 
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de  ¿r*  es  rfr*  (  48 )  ,  y  que  la  raíz  quadrada 
áe' (dx^y  ó  de  ífc«  es  ttó^  (  S^  )•  Por  codsigíuen- 
té  si  se  nos  ofreciese  dividir  tx)r  ¿1?*  el  numerador 

de  la  fracción  i^ r-r^  «^n  alterar  su  valor ,  se* 

rá  preciso  dividíí  al  míámo  tiempo  su  denotninador 
por  dx^  para  hacei!  lá  compénsaclod  ^oi¥fesjkm<fien- 

-        ,     (dx^-^-dy*)^ 
te-  Luego  si  dividimos  el  numerador  de  ^-^^  ;/ 

(dx^'+dy^)^ 
pori&%y  eídenoíninadór  por  f^'^S  ^^  "^¡¡^^^ 

=  ^-  ■  _;^j^*  ' —  =0  ó  =  00  en  él  punto  de  inflexión* 

Y  como  una  fracdoh  fes  cero  quando  su  numerador 
¿s  cero  9  y  es  infírrit^t  qnando  sii  denominador  es 
cero ,  sigúese  que  en  el  punto  dé.  inñexion  el  deno- 

toin2iáoT  =^  delquebradd  i^---jílL ha,  de  ser 

m  Ó  Ó  r=  eo» 

699-  La  *  expresión  ^^^  r=  o  6  =:  eb  es- 
.  tá  diciendo  que  para  bailar  el  punto  de  inflexión  de 
una  curva ,  se  ha  de  diferenciar  dos  veces  su  equ^« 
cipn,  haciendo  constante  Isl  dxj  con  la  mira  de  ex* 
presar  con  cantidades  finitas  el  valor  de  ^^  ^  é 
igualarle  con  cero  <^  con  el  infinita  .De  esta  éqüadon, 
y  de  la  equacion  de  la  curva  se  inferirán  los  va- 

4ores  de  xéy  correspondientes  al  punta  de  inflexión^ 
ó  i,  los  puntos  de  inñexion ,  quando  la  curva  tenga  mu* 
clios. 

Cues* 
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7,00    Cuftstian  I.  Hallar  #/  ptdnto  de  if^ej$on  de  la  Fjg. 
curva  AFK9  cti)^  diámetro  es  AB  i  1$  abscisa  AR^  xi  la 
ordenada  5F>  y  i  J{  Al  equacioa  axx  ^  wy +aay* 

La  equacioa  dá^  =  .-fe,  y  4^  =  ^1^5 
Ta  diferencial  de  esta  equacion ,  haciendo  constan- 
te la  4;.,  c»  dd¡f  ^^:2jí;í1^ 
si  lo  partimos  todo  por  (jrx-t-ntf),  executamós  la^ 
operaciones  indicadas ,  y  lo  partimos  todo  por  dx^^ 

^*  Zm  —  <.^.;)i -o;5:=i.jr--  Haga- 
mos esta  cantidad  igual  con  cero ,  será  cero  su  nume*" 
wdoí ,  y  dárá3*i  =r<i%  y  *  =  «yf. 

Si  «n  ia  equacioa >==  ~~  substitüjFéranios^ 
en  hjgar  de  xx  su  valor  ^áa ,  saldría  ÉF  áy  ='f<i.' 
701    Cuestión  2.  ^a/Aír  í/  punto  de  irfleíAon  tie  Ím 
curva  cuya,  equacion  es  Y — :a  =  (x — a)l . 

La  primer  difeceacial  de  esta  equacion  es  4k  s 
j(*— tf)r-T  i/jTj  la  segunda  diferencial ,  haciendo 
constante  h  dx\  es  ddy  =  —  ¿(jp-a)^  dx*  5  lue- 

ftPiSs  =  ..i-i-p.  'I.  -  ;s  »  S,  hacemos  e^te  valor 

S3  o,  saldirá  —  6'=so  ^^uenada  dicef  si  le  ha^' 
cornos  infinito  ,. será  el  denominador  2,5  ^(*—íí)V/ 
==:  o^ ,  de  donde  se  saca  4f  =3  <« ,  porque  .coda  po^ 
tencia  6  raiá  dé  cero  es  cero.  .t    .      ! 
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^2  Así  coHMi!  la  relación  qvie  tienen. unas  ;coii- 
otras  las,  ^aptidAiJíi^  yariab)$s.  n^s  propoccigtnaha' 
Uar.Ia.qu^.hajf  jeníre  sust.diftrencíai  Jinití^,ó.  infi- 

Aa  t     *    '  ni- 
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nitameíite  pequeñas  ^  también  por  la  relación  que 
hay  entre  estas  diferencias  llegamos  á  conocer  lá  re^ 
lacipn  de  las  variables  cuya  son  ,  unas  con  otras,* 
cuyo  moda  de  calcular  se  llama  cálculo  ifUegroL  Por 
lo  que  mira  al  cálculo  diferencial ,  ya  hemos  vi&* 
to  como  no  tiene  diñcultad  ,  por  ser  posible  y  aun 
ikcil  diferenciar  qualquiera  cantidad  variable ,  ó  fuQ« 
cion  suya,  sea  h  que  fuere.  Pero  en  el  cálculo  integral 
se  encuentran  infinitos  tropiezos  y  ofreciéndose  otros 
mntos  casos  donde  por  la  relación  de  las  diferencíales 
no  es  posible  determinar  la  de  las  cantidades  ¿  que  per- 
tenecen. 

703  Desde  lu^o  se  infiere  de  lo  dicho  hasta 
aquí  que  para  integrar  las  diferenciales  de  las  va- 
riables, ó  hallar  estas  por  medio  de  aquellas  ^  hay 
que  hacer  con  la  integración  lo  contrario  de  lo  que 
hizo  la  diferenciación  :*  del  mismo  modo  que  quan-- 
do  extrahemos  una  raiz  determinada  de  un  número 
sq^mos  un  rumbo  opuesto  at  que  nos  guia  quan« 
do  se  le  eleva  á  la  potestad  del  grado  qué  se  le  con- 
sidera. Sabemos  que  no  hay  operación  mas  &cil  que 
quadrar  v.  gr.  una  cantidad  sea  numérica  sea  lite« 
ral ;  pero  son  infinitas  las  cantidades  cuya  raiz  qua* 
drada  no  se  puede  sacar  cabal ,  porque  no  provienen 
de  la  multiplicación  de  cantidad^  alguna  por  ella  mis- 
ma. Lo  mismo  sucede  con  las  diferenciales  9  entre: 
las  quales  hay  infinitas  que  no  es  posible  integrar, 
porque  no  provienen  de  la  diferenciación  de  ninguna 
cantidad,  tal  es  esta  jr/afy  v.  gr.  porque  ni  la  suma  ni  la 
diferencia,  ni  el  producto,  ni  la  división  de  las  dos,  va-- 
riables  xéy  da.  después  dé  diferenciada  la  expresión  di- 
ferencial j^.   »       '.      :  r. 

704  Los  cálculos  diferencial  é  integral  compo- 
nen junft6s  et  nlodó  de  calcular  Uatriadó  óáiculo  infirufe^ 
simati  siendú ,  según  se  ve  í  sn  printer  paite  d^'cákíu- 
lo  diferencia],  y  etcálculo' integral  ln segubda:  Edtíet^' 
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fá  este  cálculo  con  Jas' grandes  dificultades  quis  se  ha 
empeñado  en  superar  rasgos  portentosos  donde  res'* 
plandece  la  sagacidad  del  entendimiento  humano ,  y 
la  constancia  de  los  varones  eminentes  á  cuya  aplica- 
ción debe  sus  adelantamientos. 

705      Por  lo  mismo  que  el  cálculo  integral  es 
el  inverso  del  cálculo  diferencial  ,  las  reglas  para  in« 
*    tegrar  las  cantidades  se  han  de  inferir  de  los  méto- 
dos declarados  para  diferenciarlas.  Seguiremos ,  pues, 
este  camino ,  declarando  primero  como  se  integran 
los  monomios  ,  y  después  manifestaremos  por  que  mé- 
todos se  integran  los  binomios ,  y  algunos  polinomios. 
706    Pero  antes  de  todo  .prevendremos  qué  la  inte- 
gración se  señala ,  del  mismo  modo  que  la  diferencia- 
ción ,  con  una  señal  particular  ,  que  es  la  ktra  S  ó  f 
que  significa  sutna  ,  la  qual  se  pone  antes  de  la  diferen- 
cial por  integrar ,  v.  gr.  S.dxy  S(adx'¥bdy)  señala  res««; 
péctivamente  las  integrales  ,  ó  las  integraciones  de  las 
diferenciales  dxy  adx-^bdy. 

^o^    Esto  supuesto ,  claro  está  queSJx  rz  x^ 

S.adx  =  ax  ,  SJ^  rr  ^ ,  porque  si  diferenciamos 

Xj  ax^  ^  ,  sacaremos  respectiyamente  dx^  adx^^l 

De  aquí  se  deduce  para  la  integración  de  los  mo** 

nomios ,  la  siguiente 

Regla  fundamental  y2it2L  hallar  la  integral  de  una 
diferencial^  mónomia  ,  multiplicada  ó  dividida  por  una 
constante  qüalqüiera,  se  toma  la  .integral  de  la  difefen- 
cial,  slií  atender  ala  constante,  y  se  multiplica  ó  parte 
{k>r  la  constante  la  integral  que  sale* 

708  La  integral  de  una  diferencial  mónomia  en  que 
no  hay  mas  que  una  variable  x^  multiplicada  ó  dividida 
por  constantes  qual  esquiera  ,  se  saca  por  la  siguiente 

Regla  general.  1.^  Bórrese  lir  en  Ui  diferencial  pro- 
puesta ;.2.^  afíádase  una  unidad  al  exponente  de  la  va- 
Totn.  IL  Aa  3  ria- 
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fiable ;  pártase  lo  que  sale  por  el  ekpooeote  después  dt 
añadirle  esta  unidad;  lo  qae  se  saque  será  la  integral  de 
la  diferencial  propuesta. 

Luego  si  se  me  ofrece  integrar  la  diferencial 
ax^'dx ,  siendo  a  cantidad  constante^  iJ*  borraré 
dx  ,  y  quedará  ax'^  9  3*^  añadiré  una  unidad  al 
exponente  m  y  y  saldrá  ax*^'  j  3.^  partiré  ax'' 


px 


fHX 


por  «-H I ,  y  será  Suu^dx  z£ 

Por  la  misma  regla  hallaremos  que  SMx'^'^dé^ 
z=  jrr^  En  esta  no  hay  duda ,  por- 

ique  quaüqmera  de.  las  dos:  integrales  que  diferencie- 
mos ^  sacaremos  la  diferencial  á  la  quaL  correspon« 

de»  Si  diferenciáramos -^  v-  gr-  sacaremos 

— — zz  ax  dx^ 

709  De  aquí  se  saca  una  señal  que  na  puede  errar 
para  saber  sr  la  intimación  está  bien  hecha.  Diferencie- 
se  la  integral  hallada  >  su  diferencial  ha  de  ser  igual  coa 
la  propuesta  si  la  integral  sacada  és  la  verdl^flera. 

La  regla  dada  (60^)  padece  uñai  excep<ción  que  ma-^ 
fiifestárémos  á  su  tiempo.  Ahora  vamos  á  apljc^a  para 
integrar  algunas  diiérenciales. 

S.2x'dx  =  '^=i^ 

dx 
Sea—  z=:4y^6  x^''dx=:4y ;  la  integral  será 

X 
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^y  >'  será  4<iap~~*  dx  t^  iy  ^  Cuya  ktegral  será 
4iMr— 4-4-1  4<Mr— J  j       4<i 

-4+1         "^        -3  -3.*»  '^ 

finalmente  ""^  ■  =  •. 

m  ■  m 

Sea  dx^/^x'=z  4y ;  será  x^i*  =  <^  ,  de  cuya 
equacion  la  integral  será =  jr  ó 


^zy  6  • — : — ,  zizy,  y  finalmente  —=-- — jf ,  ^ 

.i+'       1        3  3 

710  Si  ocurriese  integrar  la  equacion  4y  =2= 
aix^bx*dxVx-^x*dx  -t-  ^  ,  se  sacará  Ja  inte- 
gral separadamente  de  cada  término  del  segun- 
do miembro ,  operación  j&cilísima' después  de  lo  ense« 
nado ,  y  la  inteeral  de  ia  equacioa  será  y  c=  ax^~ 

C(^6  se  computan  Xas  integrales. 

71 X    Quando  se  diferencia  albina  <:antidad  com- 
plexa que  lleva  algunos  términos  constantes  ,  estos 

Aa4  se 
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se  desaparecen  al  tiempo  de  diferenciar  (5?  19).  Pueden 
por  lo  mismo  ocurrir  muchos  casos  en  que  después  de 
sacada  la  integral  de  una  cantidad ,  haya  que  añadirle, 
para  completarla  ,  alguna  cantidad  constante  que  la  di- 
ferenciación eliminó.  El  valor  de  esta  constante  que 
llamaremos  C ,  siempre  le  determina  la  naturaleza  de 
la  cuestión  <jue  resuelve  el  calculador  ,  ó  da  á  conocer 
que  no  hace  falta.  Para  hallarla  quando  es  preciso  aña- 
dirla ,  se  practicará  la  siguiente 

Regla.  Para  determinar  la  constante  C  que  conr- 
pleta  la  integral ,  hágase  igual  con  cero  su  variable . 
X  j  ji  si  la  integral  sale  entonces  igual  cefo  ,  será  se^ 
nal  de  estar  cabal  5  si  después  de  suponer  x  nx  o, 
quedare  en  la  integral  alguna  constante  ,  se  añadirá 
está  constante  ,  después  de  mudarle  el  signo  ^d  la  in^ 
tegral  sacada ,  la  qual  será  entonces  cábah 

Vamos  á  probarlo.  Sea  v.  gr.  Q,  la  integral  completa 
quando  x  tiene  un  valor  determinado ,  cuyo  valor  lla- 
maremos a  9  y  supongamos  que  siendo  P  la  integral  sa- 
cada por  el  cálculo ,  le  falte  para  ser  cabal  la  constan- 
te C  cuyo  valor  no  conocemos  ,  por  manera  que  sea 
jg  =  PM2.  Supongamos  ahorra  que  después  de  substi- 
tuir en  P,  tf  en  lugar  de  ^,  P  se  transforma  en^^i  se- 
rá yf-hCel  valor  completo  de  la  integral  quando  x=a\ 
y  como  suponemos  que  ta  integral  completa  =  j2  >  se- 

'  ^id  ^  Pero  las  mas  de  las  vefibs  no  es  dado  ni  puede 
serlo  el  valor  completo  j2  de  la  integral  i  y  es  .preciso 
indagar  en  que  parte  es  cero  su  valor  jQ;  porque  quan- 
do j2=  o ,  jíí+C=  O,  y  C=-^-^íj  y  en  yez  de  suponer 
x=  tf  ,  es  mas  común  y  ñus  natural  hacer  ^  =:vO. 

•  713  Infiérese  de  aquí  que  si  la  integral' es  ceK>^ 
no  quando  a  ^  Qy  sino  quando  ^  tiene  a^un  va- 
lor 
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!or  determinado  y  es  v..  gv.a^  la  constante  es  la  misma 
Hitegr»!  qae  di.elrJcálculo,  substituyalo  n  en  lu^c 
de  ár.    . 
•     ta  integfd  d6\íiííVjir  V.  gr*  es  Y  5  la  qHal  quaní- 

do  ^  ==  íi  es  J-.   Luego  j^  =  -j  -h  C  5  y  co- 
mo en  este  caso  j2  =  o  ,  será  y  ri-^  C  =:  o  ,  y 


C  =:  ^— j-  5"^^^g^  ^^  integlrál  completabas  j2;  =r 

X 

SIS.  —  x'^dxzr: es  cero  quando  x=: 

a  5  será hC=o^  y  C=:  — ^=—.  Luego 

«-i- 1  H-H I 


la  integral  completa  ^/ó  j^  z= 


2\3 


Finalmente  y  éi  S.xdx{c^'^Bx*)T^  zz '- — . 

•      .    a* 

fíjese  cero  quando  xzraj  sería h  C  =^  o; 

a*  . 

!uego,C=-'r— -^  ,yj^=,  ;.   ^\    .   /:> 

a*'  ;3* 

714  Enseñemos  conio  se  integran  las  dííéréntíálés 
de  esta  fiDrma  dy=idx(iHrxy*y  siendo  f¿  ua  número 
qualquiera. 

Hadamos  a^x  =  » ,  y  será  (tf+jp)í  =  ¿'"  í  la  pri- 
niera  de  estas  dos*  é^uacioqes  después  de  dü^ren^ 

eia- 
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ciada    €S   W^i  sa  du  '{fi;i9)  r  haciendo   m    i^  s- 
aír(iíirH^)'^  laicC(>rtfesp(>üdi«iiittS^'fab8tiuidones  ,  sal«^ 

drá  4y  =  «-«{¿^/cuya  i^jtegríl  ei  J^:^  — ^  +  C. 

Restituyendo  a-hx  en  lugar  de  w ,  la  integral  será 

será h  C  =  o  ,  y  ■€=:  — .  Por  coosi- 

tn-hi  ,  _      «+i 

guíente  siendo  m  =  2  ,  la  tnl^^  comf^eta  será  j  s= 

3    r 

Apliquemos  la  iotegracion  de  esta  fórmula  general 
á  un  par  de  exeia|rfos. 

i.^-Se-nes  propone,  para  integrarla,  laequs-t 

don  /O'  =  v(<-^*)'  '^*  ^*  comparamos  con  la  fór- 
mula general  <^  =  ito(tf-K4r)",  hallaremos  que  m 

=  —  i  i  luego  la  integral  jr  =: h  C 

«-f-i 

será 1-  C  =  a  V'(tf-»-*)  -t-  C. 

*  «."Si  hubiésemos  de  integrar /(y ,=—rf*V?'(¿—4f)* 
==  r-  dx(ar-^x)\  3erá  wi  =,1  >  lu^go  la*  integral  «jrá 

T 

Pa- 
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Padece  esta  regla  la  misma  excepción  que  la  de  an- 
tes (607) ,  acerca  de  la  qual  diremos  en  su  lugar  lo  que 
corresponde. 

715    Vamos  á  declarar  ahora  como  se  integran  las 

diferencíales  de  esta  íoxm^i  dy  =.  x-áxia-^bx")"". 
Hagamos  a-^bx^  =  «57  será  jp'  ,:=:  '^  ,  x  r= 

n\/b 
s=  (í=?)  %  luego  4^  :=x^dx{a-^h£'Y  r=  ("-=.*)? 

^ ^—u^du  =  i ^, u'^du  y  la  integral 

4e  esta  diferencial  se  podrá  hallar  siempre  que  el 

exponente  ^'^^~''  ^^r^  ""^  ^  sea. un  número  eri-.-| 
tero  afirmativo  ó  negativo.  Porque  entonces  todo  es- 
tará en  elevar  u  —  ak  una  potencia  finita  ^  y  muU' 
tipUcar  todos  sus  términos  por  iñdu  ^  t  inregxaii;^ 
do  cada  una\d&;  ellos  ,  su  s^oia  ó  4ifereacia  d^  lá 
integral  que  se  buscare.  Claro  está  que^"  —  i 
no  puede  ser  niímero  entero  á  no  s^r  que  p  4- 1  sea 
múlqplo  de  ir»  De  dond^  iníenrémos  que  toda  difeten* 
cíaí  de  >esta  foftma  x^dxia^bx^y  sé  puede  inte- 
grar algebraica  <í^f>erfgoiameace  siempre  que  el  expo*» 
flente  /r.de  x,íú&m  del  paréntesis  aumeQtado  un^ .  yni-. 
dad  9  esto  es  /H-i>  sea  múltiplo  del  exponente  n  que  lle- 
va X  dentro  del  paréntesis. 

Si  el  exponerite  ^^  — ;x  fuese  un  ítómero 

entcro.negativav  l<t'  f^^^a  tendrá'  esM  forma, 

u 
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^  ^  iiacierido  ?^  -»^  ir=y. 

Quando  ^-^  —  i  sea  un  quebrado  ,  ó  quan- 

do  el  exponente  n  después  de  añadirle  la  unidad,  no 
»eá  un  múltiplo  de  « ,  la  integral  solo  podrá  sacar- 
se por  aproximación.  Entonces  se  convierte  en  serie 
la  potencia  (¿n-^jír")'",  cuyos  términos  se  multi- 
plican por  x^dx  5  se  integran  ,  y  sale  la  integral 
en  forma  de  serie  ,  menos  quando  m  es  un  número 

entero,  en  cuy-o  casx>  la  cantidad.  («4-^4?')*  consta 
de  un  número  finito  de  términos. 

Hallemos  por  medio  de  nuestra  fórmula  la  integral 
de  4y  =  x^dxV(a^ — 4r').  De  la  comparación  de  es- 
ta cantidad.con  x^dx(a'^bx^y^ssLC'dmos  queprr's, 

Í)lo  del  e:2cpoiieatQ  %i  luego  la  diferencial' ^ropuesu  su^ 
re  integración.  Porque  después  de  substituidos  en  lu-r 
gar  de  los  exponentes  indeterminados  de  ía  expresión 

nTáu                                  ia — ifurdé 
—- sus  valores, íaldfá^-^ 


1. 1 '  II' t.  )■■■ 


nb 


n. 


^du       a^i^du  ,  .      «■*•         "  ^ 


,  cuya  mtegral  es  —-^^  — ^ — 1-  C. 
.?  ,  2      ^     r        ^  5  3  . 

Pero  comQ  u  zz  a^x^  =:  ii*~«*  =  1^  V  *«  ,'  eon  h»- 

cer  la  cót-'respondiente  substitución  ,  í .  x^dx{á*—x*y 

Sr  ImWéseüj»»^  desaplicar  l»i  fóimúla^para  inte- 
grar 
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*  "  xdx, 

*far  este  diferencial — -  ,  sería  p  =  1 ,  «  =3  <^ 

»  =  — f,a  =  <i',*=  I,  y  "comop+i  rta  y«=  a, 
la  cantidad  propuesta  sería  integrable.  Porque 


(tt — a)     '     tTdu 
ton  hacer  en "f^x lascorrespondien» 

nb"*' 
tes  substituciones ,  saldría «—rírfo  = 


CLU\ 


du 
VtroS =  tÜ  -4-  C,  y  «  ^  tf*-í-  *•  4  hjégo 

Si  se  ofreciera  integrar  _x*dx(a*-*-x^)} ,  ten.-. 

driamos  p  r=:  3  ,  ff  =  3,wr=^,  «=  a%  b  sz-  !• 
Aquí  p-Hi  sr  3  no  es  nuBtipIo  del  exponente  n  =  3; 
luego  la  diferencial  no  se  puede  int^rar  por  la  fórmu- 
^  (S'S)*  Es  preciso  Cransformár  (a*^jf')f  cii 
serie,y  sale(«--H**)f -r^-H'i  -'¿ii*^  ^  &¿ 
Será,pués,*V*(tf'-H¿'7í  sri¿iV^"-4-^-í-í^  -H 

^  -H  &c.  Integrando  ahora  separadamente  cada 
términi,  .aídrá  "íi^.  ^-^^^^  ¿c.  = 

]      Eñ  el  caso  de  faábér.de  integrar  la  diferencial 
¿¿bc{aP^^-^^y  ,  será  ^  =  i  ,  fi  =  3 ,  >»  =,2  ,  &c  don- 
cfé  p+i.¿:  2  no  es  múltiplo  del  exponente  ;i  =  3.  La' 
integirácion  no  podrá  haberse  por  la  fórmula  ;  pero 
cómo  é.  éxpónente  m^2^  número  entero:,  se  fot-* 

V.  ma- 


89*      .       r».firQf?JQS:\ 

mará  la  potencia  (/i»— *»).*  =!tf*—9<f »*»+*• ,  y  será 

tidad  la  integral  es  2^  ^r-  *-í^  -*-  ^  = 

'    Quándo  la  potenchi  '{a-^hx'Y  e«tá  multiplicada 
por  un  multinomio  diíéretK;tid ,  como,  si  se  ofreciese 

integración  se  hará  por  parties..  $e  buscará  primero  U 
integjral   de    ^^^^({a-Hbx'Y  ,  y   después  la  de 

x'idie^^t-^.k3¿')\h^  suma  de  las.  d9«  integrales  será 
la  integral  de  la  diferencial  propuesta. 

laU^asiw  ík  las.  tUftr^aht  trigcamitiikas, 

716  El  que  tei]ggi.{^esents  las  4i&cendales  trigo* 
nométrioia  sa.c^d^,antes  de  ahora  (^$40),. en  d  suppes- 
to  IÍr  set  =  1  ^  radb  que.  aUi  hicimos  =  <r ,  echará 
d^vef.^ 

Sidu  X  eos  »  =  sen  u.       S-'du  x sen  «=3Cos « 


Ui  iu  X  sen  u  _  ^^^  ^,  c«  ¿ü 


Integración  de  las  catUíidádesJogftrfemícas. 


,.'''     ^:);.-       -     '^ 


717      Al  aplicar  I9  regla^  fuQ(}^ii|e9t4 .4e  inte<% 
graciqjj,  4efaq;^0f  i^rsv€m4o,r('6o7)^  que  salé  íaJIí-* 
da  ,  ó  de  nada  sirve  en  álgpiips.  casps.  Na  sirve  con, 
efecto,  la  regla  para  in^eg^ar  la^  diferenciales  tt^cr 
oion^ri^s.  cuyo  numeradores  la  diferencial  del  denq-, 

minaclpr ,  v.  gr.  e^ta  —•  ,6  las  d?;  ^i^  S^^V^. 

K 
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w^'ijf.  Porque  integrada  esta  diferencial  por 
lá  regla  ,  sale  S.-^-  rs  -^  isi  »,  que  de  na- 
da sirve. 

718  Para  ¿^ar  esta  dificultad  recordaremos  que 
'^z=z  ^^y  6  que  ,  integrando,  -^z^S.^^y  PP^- 
que  X  es  el  logaritmo  de  y  tomado  en  lá  logarítmica  cu- 
ja subtangéQte  ±:  A ,  podemdli1dftrirfio»'kglft|^{»ie^ 
ral  que  la  integral  de  i^n  quebrado  cuyo  numerador  vs 
la  diferencial  del  denominador  ,  és  igual  al  logaritmo 
del  denominador,  dividido. por  la  subtangedte  de  la 
logarítmica,  ó,  lo  que  es  lo  busmo,  por  el  Inádulo  del 
aiscema  en  que  se  toma.  ^  < 

Luego  si  fuese  u  el  logaritmo  dej^  en  otra  loga* 
ritmka  cuya  subtangente  =3  B  tendremos  ^  :s& 
^  =  -3- ;  por  consiguiente  BxztlAu^-jxiuw 
A  \  B  y  cuya  proporción  está  diciendo  que  los  logarit- 
mos de  un  mismo  número  tomados  en  distintas  logarít- 
micas ,  ó  en  diferentes  sistemas  ,  son  como  las  subtan- 
gentes  de  las  logarítmicas  ,  ó  como  los  ndódulos  de  los 
sistemas,  y  por  lo  mismo  es  constante  la  razón  de  unos 
con  otros  ,  por  ser  cantidades  constantes  las  tales  tan* 
gentes  ó  módulos. 

jri^  Luego*?— ^=:— /x=:/Í5Coftioesfacíl 
de  comprobar  diferenciando  X^  porque  su  dife- 
rencial es  d{^  dividido  por  ^ ,  esto  es  —  ~  divi- 
dida por -i-,  de  donde   sale t'*^í£í  = 

Z(i-Kr). 

.    J^  3  o    Para  intcjgrar  -|^,  haremos  Jxzr^Sj  que 

dará  —  ^=^  dy^  luego  la  propuesta  será  -^  ,  cu-* 
ya  integral  tslyíy  poniend  o  en  lugar  de  y  su  igual  /r, 


'    -  ;^=  i.íXé 

Pa- 


jera S-^  zzzUx. 
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1  jr 2 1'  ÍPara 'integrar  «(Z*)"""*^,  también,  hare- 
4jM»s.  7ítf  ss^vCeyQ.wpüestodará.  -^ =,í(>'»  W~'  O: 
y"-'  5  luego  m^Lx)"-"  ■—  =  *»«r"""'  <(y  j  y  como 
''^»yr--'^  ==  j.%'  también  Sfn(lxT-'í  =W, 
después  de  substituir  en  lugar  de  >  su  valor  ¡x, 
.1-  72  a,  Tod9  esto  presupuesto ,  integremos  ~^. 
"Para  exeéuüar  esta  integración  y  la  reduciremos  ala 
Ve  la  diferencial  —¿^  que  por  lo  dicho  última- 
mente es  l{ir^x).  ^sta  reducción  eonsíste  en  partir  por 
a  el  numerador  y  denominador  de  ¡^ ,  loque 


d^rá  '■ — ~- ,  donde  '^  está  en  lugar  de  x»  Será, 


ds 


7^  a  3   Si  hubiésemos  de  integrar  j^ ,  haremos 


JK_ 


_^ ,  partiendo   ambos  términos  dd 

primer  miembro  por  g ;  pero  7-2 — =:  -77 > 

cuya  integral  es  7-^(^7^)  j  1*  misma  que  la  de 
ia  diferencial  propuesta. 

^34  Busquemos  ahora  el  valor  de  .J.jnSn* 
Consideraremos  que  si  diferenciamos  d^ — x* ,  y  parti- 
mos la  diferencial  —■2xdx  por  — 2 ,  saldrá  xdx  ;  luc^d 
la  función  propuesta  se  puede   considerar  co^ 

mo 


P.  38¿ 


'ZíL 


•na 


B      T        A  P 
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/ 
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\ 

^ 

^ 
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B 


K 


QPSP'O'         -A-JB       G        C 
B 


DEL  CHLCULO,  INTEGRAL.  ^$. 
mo  multiplicada  y  partida  por  —  3  ,  con  lo  qual 
ThSií  gerá,  ^¡^aÜ',»y)  de  cuya  ^iíetencial  la 

integral  es  ~i/(-^). 

72¿;  La  última  función  diferehcial  también  se 
puqde  integrar  poi:.  medio  de  las  substituciones;  con 
cuya  mira  liaremos  <i*—  jp*  =  «* ,  y  será  —  2xd:t^ 

=z2uduy  6  — x¿x:=iudu^j  ^^^^o,~^zz  — 
^=:^  ^ ,  cuya-integral  es  -/.«  =  -^(a*-^")*i 
Esta  integral  no  discrepa  de  la  primera  porque 
i¡,a  =  ¡.ai  5  I^ego  -§  /^^  =  -  iQ^)  *  ' 

.  Peré  como  log.  i=o  ,  será  — 


a 


V  ^-^^-^^ ) 


(a        \                                         x"^dx 
— — -  ].  Será  por  consiguiente  S 


a  —  jp 


a"  x'^^dx         ¡(a"-— y) 


a"         ' 


conforme  se  comprobará  integrando  la  función  pro- 
puesta con  hacer  a^-^x"  =:u\ 

^2  0      Para  integrar  la  función  diferencial 
l''''^!^s  >  se,  considerará  que  el  numerador  es  la 

^ferfepcial  del  denominador  ^  luego  se  integrará  por 
Ic^aritmos,  con  cuyo  fin  haremos  «*4-¿x=j>;  de  don- 
de saldrá  «•+*V^*=^+«%  y  ^xdx+idx=:4y  i  lae- 
Tm:U,  Bb  go 
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go  la  función  propuesta  será  -^^jy  como  J.^^ 


** 


=  '— ;r-9  «era  o.-:^^;::;^.^,  —  *         ^» 

'  797    Si   se   níie   propone,  para  integrarla,  esta 
función  — ^  ,  haré  (jf'-*-a*)*  =  j'— *  ,  será, 

pues  ,  **-Ha*  =y— a^-H**,  6  tf*=y— ajrr, 

Pero  hemos  hecho  (**-»-<«*)*  ríj^ — jf=-~ — h 
'_il  rs^írtif-*.  Haciendo  finalmente  las  substitucio- 
nes  correspondientes,  será 1^"^   — if* 

cs-^ ,  cuya  integral  es  ly.  Pero  jr  =  (**•+-«*)§ 
H-/5  luego  .y.  -^^ -f-^-^  =  /(jf-t-v/C^'H-a')). 

jTííS  También  iñtegrarémos'por  medio  de  las 
substituciones  la  función  ;^'^)  j  haciendo  jc:y 
— <i ,  con  lo  que  será  x*  =zy^ — 3<y>-v-í»*  ,  a<wf 
=:aí?y — a  a*  5  luego  aíijf-+-j(r*=aíyr — aa*-i-y— 
aí?y— fl'=y— a' ,  y  \/( a «*-*-*')=•(/— tf')j 
i/jf  =  4y.  Por  consiguiente  ;^,;^)  =  V(^,Í-,T> 
cuya  integral  es  (6 a;')  /(j»-*-V^(y — «*);  pí*' 
lo  q«e  ,  ^.  ^(,,?,,,)  =  /(*-»-«)-*. Ma^*-!-**) 
con  substituir  jf-f-tf  en  lugar  de  j>. 

f  a  9  Para  integrar"  la  función  ^^^^?[^.y » hal^*. 
mos  ■jc=:j' ,  ó  *==7«  Será^  pués^  dxzn^^,  j 

'  l>or 
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por  consiguiente  -^^^ 


cuya  integral  es  —  -~  /(yTH\/(j^*-*- 1 )),  y  con  hacer 
las  substituciones  coxrespondientes  Sj^V{a^'^x') 

=  -f/(f-+-v^(r:-*-0)  =  ~í-/(f-^^ 

^íí:?=í1>)  =  -.-!-  /(a  -H  V^(a*  ^  ^  -/*)  = 
_i_// í S 

j^3o  Se  me  propone  ,  para  que  la  integre,  lá 
función  Trzjr*  Reparo  desde  luego  que  por  com- 
ponerse su  denominador  a*—x^  del  producto  {cn-x) 
X  (a — x)  ,  se  la  podrá  convertir  en  dos  fraccio- 
nes ,  que  serán  ~^  -^'—r,-»  Útlo  que  se  sacará 
(±^=A^i:±B^  _1    <to^  .\.omo  el  denominador 

de  la  función  propuesta  no  tiene  x ,  serán  Bx  ^* 
jíx  del  primer  miembro  de  esta  equacion  =0;  y 
por  consiguiente  Bzzjí;  y  como  el  coeficiente  de 
dx  en  el  numerador  de  la  propuesta  es  i  ,  será 
también  Aa-¥-Ba=Aa-^Aazz  i ,  y  A:=z  -—  =  B. 

Luego  í.,^  =  Í£i'  +  £S^  =  ¿  ;e-^.) 

Por  el  mismo  camino  se  hallará  que  S  .  '¡r—^ 

731    £0  quooto  iia  integración  de  las  difereocia- 

Bb  2  les 
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les  exponenciales  ,  seguiremos  un  camino  opuesto 
al  que  nos  guió  para  diferenciarlas  (546).  Luego  la 
mtegral  de  una  diferencial  exponencial ,  es  la  mis- 
ma diferencial  dividida  por  la  diferencial  de  sulo- 
»gar¡tmo. 

Porque  una  vez  que  la  diferencial  de  c"  es 

(S4T)  ^*dx  ,  se  sigue  que  S.c^dx  es  con  efec- 
to la  ^^  La  misma  regla  nos  enseña  que  la  inte- 
gral de  x^4ylx  -h  x'~^ydx  es  !x?\  porque  la  dife- 
rencial del  logaritmo  de  ^  es  4y  x  l.x-^  ^.  Par- 

x^ydx 
tiendo  x^dylx  -h  x^~^ydx  =:  x^dylx  H por 

X 

áylx  -+-  -^  5  sale  el  cociente  s?^ 

.  732  Todo  lo  dicha  hasta  aquí  acerca  de  la  in- 
tegración de  las  cantidades  logarítmicas  se  reduce  á 
las  siguientes  proposiciones. 

J.^  Las  cantidades  que  se  int^ran  por  logarit- 
mos son  todas  aquellas  diferenciales  que  son  ó  pue* 
den  ser  una  fracción  cuyo  numerador  es  la  diferen- 
cial del  denominador  sola,  ó  multiplicada  ó  divi^ 
dida  por  un  número  constante. 

2.''  Aun  quando  el  numerador  no  es  la  diferen- 
cial del  denominador ,  multij[^cada  ó  dividida  por 
un  número  constante ,  se  la  resuelve  ó  es  preciso 
resolverla  en  otros  factores  que  el  uno  sea  una  frac- 
ción^ cuyo  numerador  sea  la  .diferencial  cabal  de 
su  denominador,  y  el  otro  fact;or  un  número,  cons- 
tante. 

3  *"  Hay  también  muchas  diferenciales  que  se 
integran  por  logaritmos ,  aunque  no  sea  posible  pre- 
pararlas como  acabamos  de  decir.  De  esta  clase  son 
todas  las  diferenciales  á  las  quales  se  puede .  dar  la 

for- 
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fonija  ;de  difereodales  logaritoú^ra»:,  jjoultipUcándo^^  Fig* 
las  por jina  función  de  ^,  tal  que- el  producto  sea 
la  diferencial  de  dicha  función,  ó  la  misma  diferen* 
cial,  multiplicada  ó  dividida  pof 'un  número  cons- 
tante ;  si  se  divide  después  lo  que  salga  por  la  mis* 
ma  función ,  la  diferencial  será  patentemente  una  di« 
fferfencial  logarítmica. 

Integrales  que  se  refieren  al  circulo. 

733  Si  llamamos  a  et  diámetro  del  círcido  cu- 
yo arco  es  AM ;  AP ,  x  j  PM^y  ;  y  después  de  tii- 
xadas  la  pm  infinitamente  próxima  á  PM  ^  jla^Mr 
paralela  á  AC^  llamamos  el  arco  AM:=:uy  será 
Ppzz  Mr  zz  dxj  Mmzzduy  y  los  triángulos  seme- 
jantes CPMj  Mrnrásíxixx  PM  i  CM ::  Mr  .  Mmi  94. 

iadx 

esto  e^  ,  Viax'-^x) :  ia::dx:du  =-— (5(49) 

•  iadx  Viax^xx) 

será,  pues,  S.-— — : el  valor  del  arco  AM. 

:  Viax—xx)  / 

Por  consiguiente  ,  si  se  nos  ofirece  hallar  el  valor 
de  esta  int^ral ,  quando  x  tiene  un  valor  deter-* 
minado , ;  restaremos  de  CA  n:  ia  el  valor  conoci- 
áo  de  xzizAP^  y  restará  CP.  Luego  en  el  trian- 
gulp  rectángulo  CPM  será  conocido*  él  ángulo  reca- 
to ,  la  'hyiíotenü^  CM  —  fa ,-  y  d'  lado  CP  ;  lue- 
go podremos  valuar  el-  ángulo  ACM:^  ó  sabiendo 
los  grados  del  arco  AM^  ^erá  fácil  hallar  su  va- 
lor,  ó  quantb  xoge  de  Jargo 'tendido  en  plano  ,  7 
^c^réiiK>Si,  coüQ  .£iqli4ad  A  valor  de  la  integral  pro^ 

•  734.  Sopot^mos  ahora  que  b^  g^  py  kson  can- 
tidades cQUQpdas  i  y  se  nos  ofrece  integrar  esta 
diferencial  ^^¿^^^^^  j  la  reduciremos  á  la  di- 
ferencial'poco  ha  propuesta  (633),  para  lo  qual 
.  Tom.IL  Bb3  par- 
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partiremos  desáe  luego  el  úum«radoc  y  d  deno* 

minador  por  Vpi  y  sacaremos  ^.      ' 6 

ds 

-4-  X  — ; ;  y  si  á  la  i6f  la  muItipHcase 

Vi-     x^(dx—xx)  '  ^ 

la  mitad  de  ^ ,  multiplicador  de  x  en  el  radi- 
cal ,  será  esta  diferencial  parecida  i  la  de  antes. 
Haremos ,  pues  ,  que  lo  sea ,  con  cuya  mira  miútí- 
'pücarémos  y  partiremos  á  un  tiempo  por  f  ^  ó 

-^  ,  de  cuya  operación  sacaremos 2^ 


■^dx  J^dx 

la  diferencial  en  esta  forma  ,  se  viene  i  los  ofos 
que  su  integral  es  un  arco  de  círculo,  cuyo  diá- 
metro =  -^ ,  y  la  abscisa  =:  * ,  multiplicado 

por  -¡^  ,  será  ,  pues  ,  fácil  señalarla  por  lo 
4icho.  pocQ  ha.      , 

735'  Si  en  vez  de  contarse  las  abscisas  desde  el 
punto  ^,  se  contasen  desde  d  centro  C,  llamára- 
mos h  el  radio  C/f,  y  x  ia.  abscisa  CP  y  saca- 
ríamos (549)  ^JÍtÍSt^  ^^'"^"'^  ^^  ^^^^  ^^' 
Esta  expresión  se  saca  de  \é%  triánii¿tlos<  semejan- 
tes CPMy  Mrm ,  y  teniendo  presenté  que  PMrzi 
V{bb — xx) ,  y  que  pues  JÍM  metigüá  al' paso  que 
CP  =  *  crece ,  la  diferencial  ha  de  ser  negati- 
va (518).  Luego  siempre  que  ocurra  integrar 
una  diferencial  como- esta  ;^í~)>  ««  ^  trans- 

for- 
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i.  «  ''* 

formari  como  antes  en  -7-  x  — —r— — rr-  *  y  en 

cuyo  caso  ^  substifaye  por  W  ,  la  cantidad  — í ; 
que  ha  de  llevar  el  numerador  es  —  v'-^ ,  se 
multiplicará  ,  pueis ,  y  dividirá  por  — V,^  >  y, 

saldrá    r'  ,  k  >  •,  ^   '     >  Luego  con  .suponer 

C^  =  v/  -^^  y  CP=^x ,  saldrá  la  integral 

^     ■  '      ■  ..  ..-        ' 

^36  De  lo  probado  (552)  consta  que  ^^^ 
es  la.  expresión  de  un  arco  de  círculo  cuyo  radio 
=« ,  y  la  tangente  =  x.  Este  arco  se  valuará  £1^ 
cilménte  siempre  que  tenga  x  un  valor  determina- 
do, con  calcular  el  ángulo  ./íCAr,  y  el  arco  ^JH^ 
en  sabiendo  los  grados  del  ángulo  ACN ,  y  cono- 
ciendo el  radio  o* 

Luego  si  la  diferencial  propuesta  fuese  ¿^rfx^» 
partiremos  por  i  d  numerador  y  el  denominador, 

dx 
y  saldrá  -J-  x  -r; ,  multipliomdo   después 

ambos  términos  por  ^ ,  sacaremos  — ^ —  x 

e^dx      '  •  ¿^    • 

C--4-XJP  '  C — ^XX 

no  la  intq;ral  el  producto  'del  arco  cuya  tangente 

.      Bb4  fue- 
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fuese  z=:x  ,  y  el  radio  y"  ^^^  multiplicado  por  ■—• 
737'  .Manifiestan  estas  irifegracibries  que  á  no  ser* 
cpnocido  el  radio  del  círculo  ctjyo.  arco  es  el  va- 
lor de  lá  integral  qué  se  busca  ^'  sería  indetéhnina- 
da  e^ta  integral,  porque  qpa  y^áfo^  díferenü^s  se 
pueden  trazar  muchos  arcos  todos  ellos  de  un  nsis- 
roo  núipiero  de  grados.  ÍHÍae^ ,  pues ,  d  radio  del 
círculo  papel  de  módulo  para  exec4itar  esj;as  integra- 
cKiaes}  yícómo  las  integrales  que{)oc  este  método 
se  sacan ,  se  expresan  no  en  grados  de  arco ,  sí 
eti  el  mismo  arco,  tendido  en  plano  ^  enseñaremos 
como  esto  se  consigue. 

^^B-xpixiaios,  y  np^tafdarémds  en  probarlo^  que 
el  radio  'de  círculo  se  ha  á  la  drcim&rencu  como 
I  á  39i4i£;936¿35,  &c.  Si  llamamos  R  el  radio^ 
tendremos  esta  proporción  391415  &c. :  i ::  180^:  Á 
—  57*29577951  &c-  grados  ,  ó  57°  17^  44'',  con  muy 
corta  diferencia ;  luego  en  todo  circulo  et  radío  es 
igual  á  ün  arco  *de  57**  17^  44''.  En  virtud  de  esto, 
siempre  que  sea  daoo  un  ángulo,  podremos  averi- 
guar'qdanto  coge  tendido  en  plano  el  arco'  que  le 
mide ,  con  tal  que  sea  dado  el  radio.  Porque  se  vie- 
ne á  los  ojos  que  el  arco  de  57*  1/  44"  es  á  la 
longitud  del  radio,  ó  al  número  de  las  partes  que 
se  le  dan  al'  radio,  cdox)  d  oúteeiro  de  grados  de 
otro  ángulo  qualquiera  es  á  lo  que  coge  tendido  en 
plano  el  arco  que  le  mide.  Llamemos  57*  1/  44''  ó 
579^95779  &c.  =:m  ;  iV,  el  número  de  grados  de  un 
ángulo  conocido ,  sea  el  que  fuere ;  Z^lo  que  o^e 
de  largo  tendido  en  plano  el  arco  que  le  niide;  R^ 
el  radió  con  el  qual  se  traza  este  arco;  la  propor- 
ción hecha  poco  ha  será  m:  N:.R:  Z=:~j^  = 

NxRxr^^  supohiendo  ^=:    -.y^acc      = 
0,01^4533925  &c.=:r.     . 
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Ap^c^i^wne}jdfl,(¿kuhJntegraU  .^ 

n:^39-i-DexarnDSí  dicbc^t(5^>'qp€.^^  los  dos  mé- 
todos de  calcplar  que  cóhipónen  el  cálculo  infihite- 
jUnal ,  es  á  ¿abeír  el  método  ¿^  difeceñciar  y  el  ijtó- 
todo  de  Integrar  las  cantidadest^  el  asunto  del  pri- 
mero es  diferenciarlas  ^  á  h^^ar  ^s  diferencias  infi- 
aitam^nte  pequeñas ,  y  él  asunto  del  calculó  inte- 
gral es  integrar  las  diíerfeWfel^s ,  ó  sacar  ¿>or  me- 
dio de  e^as^  al  valor  ^ de.  .lab  ^cantidades,  misínas. 
Vienen ,  pues ,  á  ser  dos  métodos ,  que  el  uno  des- 
hace lo  que  el  otro  hizo ,  habiendo  entre  ellos  una 
como  oposición,  ó  tal  correspondencia  ^  qu^  con 
el  uno  de  los  (Jos  se  p|^üet)añ  las  ^pef^áciones  del 
otro.  Esto,  que  ya  lo  manifestamos  quando  decla- 
ramos las.  i^eglas  de  integrar  las  .diferenciales ,.  se 
acabará  de  hacer  patente  aquí  donde  la  resolución 
de  las  cuestiotíes  las  empezará  el  cálculo  diferen* 
cial,  y  las  cpncluira  el  cálculo  integral* 

\  Aplicación  del  cáffiulo  integral  á  los  logaritmos. 

740    Cuestión  ^. .  Hallar  el  logaritmo  de  un  nú^ 
mero  'i^^. 

.  ,Por  lo  dicho  (540)  la  diferencial  del  loga- 
ritmo de  2=t?es  ilf  x;;^^  cuya  diferencial  con 
reducir,  á  serie  el   quebíado  ,   es  ^x-^  zz 

Tur  ^  í  ^  *^         ^t^         **''*        o.      ^ 

\   «  »*  ■  «»  n*  .J 

Integrando  esta  cquaciott,  saldr4  Log.  —■*=: 

■ám-  /        *  X*  df*  X*  \ 

M%[   -, — -^ — — ^ — _-4,&c.'). 

\  ,n  a»»         3íi»  4»*  / 

Si 
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Si  X  fuese  negativa ,  Los  signos  de  todos  los  tér- 
minos pares  tendriatn  signos  contrarios. - 
'    Quando^  ffz=zi ,  log.  ^  sería  iog.  I  '-H *^ 


(X*             X*       ■     X*  \     ' 

X H hAc.   1  lá  inisnia  se- 
2          3          4/ 

ríe  que  sacamos  en  otro  lugar  (435). 

.741,      Cuestión  á.  Haliat  el  logaritmo  de  ~p^, 

.     Sabemos  que  k  Iog.  (^•)=«i.  Iog.  («h-*)— 

tf,10g.«--*— t;^-*-—  —  (,-».,)  x(«—s)  — .«'--»»  — 

/</*       **ífe      x*dx     x'dx..     \     r  •  * 

grando,  ldg.(i±f)r:2Íífx^^+^+Í^^+^&c.^ 

^  Quando  nzzi ,  esta  serie  es  la  4iiisma  que  sacamos 

/         xi      x^       x^      ^    \ 

en  otro  Jugar,  esto  es  2Mlx  + h;  — i h-&c.  1 

.  \  •  "     o*      5'  '  *  •  7  ^ 

Por  esta  serie  se  hallará  el  logaritmo  de  todo 
número  mayor  que  la  unidad  ^jporque  sea  el  que 
fuere  el  número  ^  le  haremos  igual  con  i^^  de 
cuya  equacióa  siempre  se  sacará  para  x  un  núme-^ 
ro  menor  que  la  unidad  ^  con  lo  que  la  serie  será 
muy  convergente  (440)  ^  ciiya  circunstancia  impor- 
ta mucho. 

742  Manifestémoslo  con  buscar  el  logaritmo  hi- 
perbólico dé  2  :  cóti  cuya  tóira  haremos  jJJ=2, 
y  saldrá  xzz^i  y  como  en  el  sistema  de  los  lo- 
garitmos hiperbólicos  ATr:!  ,  será  ^        * 

•         V      3-3'     5-3*     7- 3'     9-3'  '        / 

'"  Los 
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Los  términos  de  las  series  se  sumarán  reduciéo- 
dolos  primero  á  decimales  en^la  síguiéiite  forma  • 

-^-   •••...   .W  .   .   •  =0,3333333 

r^3=-T~r-  ••••••  =050123457 

3-3*       3-27 

= — =  050005830 

iz jr— .  .    .  ♦   •  •  •  rr  0)0000 65 3 

7.37     7. 3187  ,       ^     :  ^^ 

ra=     ^  ^q'^>  •    •  •  •  •  •  =:o,ooooo56 

9  •  3'     9  •'9683  -  ^  ^ 

Sunia de  la  serie.  ....••  ,.cz: 0,34^5729 
'  Cuyo  duplo  =  log.  a   *  •  .  •■=20,69314518 

743  Los  logaritmos  de  un  mismo  numero  x  v.gr. 
sacados  en  sistemas  de  bases  diferentes,  están  unos 
con  otros  en  razón  invariable»* 

.Sean  v.  gr.  a^b  las  bases  de  dos  sistemas  dife* 
rentes;  u  é  jr  los  exponentes* de  las  potencias,  las 
quales  son  iguales  con  jt',  será  a^  —  x  .hy  —  x;  lue- 
go ii«  r:  ¿^^ ,  y  ula  zzylb  r;luego  la :  l.b  t:y :  u.  Pe- 
ro como  las  bases  a^  b  son  invariables,  lo  son  tam- 
bién sus  logaritmos;  luego  es  constante  la  razón 
e^re  1^' é  j^  ;^qulero  decic  ^eperxnaneqe. constan- 
temente una  misma  ia.raabn/. entre  los  logaritmos 
de  un  mismo  número  tomados  en  sistemas  de  bases 

""difttentes. 

-•     El  logaritmo  tabular  4e  a.v*gr«^  es  0,3013300, 
y  ti  logaritmo  hiperbólico  dd  miimo  número,  .es 

o, 


N 
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-0,6931458 ;  luego  el  Ipgaríttno  tabular  de  d  es  al 
logaritma  lüperbóUco.  dd  misoiO  niinierQ  ,  comp 
0,3010300  es  á  0,6931458 ::  i  :  2,3025860. 
-  '  Si  Jlai];)ianios<,  pues,  7^1. logaritmo  tabular  de 
un  tiútnero ,  y  //  su  logaritmo  hiperbólico ,  será 
I  :  2,3025850  ::T:  //=  2,3025857;  luego  los  loga- 
Simios  iabtilates'^^e  pueden  convertir  en  hiperb^ir- 
cos  ,  multiplicando  aquellos  por  2,302585.  -^ 

Y  porque  de  la  misma  proporción  se  saca7z= 
'j^^^  =  0,43429  5  pira  convertir  el  logarit- 
mo hiperbólico  de  un  número  en  logaritmo  tabu- 
lar, se  ha  de  multipUcsvr  ^quel  por  0,43429. 

744    Cuestión  i.  Dado  un  logaritmo^,  balhr  tu 
numero. 

Sea  14-^  el  número,,  y  hagamos  ^iziH-áf ,  la 

diferencia  de  su  logaritmo  se^á  dy  :zz  —-^^  ó  ú?y-H 
xdy-^dszzO.  Hagamos  x^Ay+By  +  Cy-hDy^'^ 
etc. ,    y « diferráciemos r  será  dxzi  ^4f  -4-  2Bydy  -♦- . 
^Qr*4yr^4^'flír-fr-3cc*  Si  baqpoipsvlasf  correspondic^-. 
tes  substituciones ,  saldrá 

dy^^Xffy^By^dy-^  Cy^4yX—^ 
^jí4y—9By4y-2f:yyy—^y^4jii-''^ 

de  cuya  equacion  saiDáfémos  j1::;z^i  ,  5.==  —  = 
numero  del  logaritmo  ,  ó  i  -*-áfi=  i  -hy-n  -J^  -*- 

'  ^plkaoiM'del  ^4^cub  mtegral  A.  la:  ^adratura . 
-•,:   •,  "  'de' hw^ curvas*  ^  ' 


745  Para  valuar  la  superficie ,  ó ,  lo  ^ue  es  i» 
propio  ,  para  sacarais  qüadiatuia:  de  Jas  lineas:  cur- 
ras y  las  coÁftíderamos  coma  ip9ligooo$>  de  uq^  ix^ 
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finidad  de  lados ,  y  desde  los  extremos  M^m  de  ca«  Fig. 
da  lado  nos  figuramos  tiradas  las  perpendiculares 
MP^  mp  al  exe  de  las  abscisas ,  mediante  lo  qu?.l 
la  superficie  ó  área  está  dividida  en  una  infinidad  g^. 
de  trapecios  infinitamente  pequeños.  Consideramos- 
después  cada  trapecio  PpmM  como  la  diferencial 
del  espacio  finito  -^íPií/;  porque  PpmMzz^pm — 
j4PMzzd(APM)  (518).  Solo  falta  hallar  la  expre- 
sión algebraica  del  trapecio  PpmM^  6  la  expresión 
de  la  diferencial  d(APM')  ,  é  integrarla  después  por 
las  reglas  dadas  hasta  aquí. 

Pero  es  de  reparar  que  el  trapecio  PpmM  que 
consideramos  como  la  diferencial  de  la^  superficie 
contándola  desde  el  origen  A  de  las  abscisas  ,  tam- 
bién puede  ser  la  diferencial  de  otro  espacio  qual- 
quiera  KPMLj  contándole  desde  un  punto  fixo  y 
señalado  Kj  porque  también  PpmMzz  KpmL  — 
KPMLzzd^KPML).  Por  consiguiente  la  integral 
que  se  saque  podrá  expresar  el  espacio  APM ,  y 
el  espacio  KPML ,  que  discrepa  del  primero  un 
espacio  determinado  y  constante  KAL.  Será  por  lo 
mismo  indispensable  añadir  á  la  integral  una  cons- 
tante que  exprese  la  diferencia  que  va  del  espacio 
que  da  la  integral  al  espacio  que  queremos  valuar. 
Con  los  exemplos  daremos  á  conocer  como  esto  se 
consigue ;  porque  ahora  nos  ceñiremos  á  sacar  la  ex- 
presión del  espacio  PpmM. 

Con  está  mira  llamaremos  AP^x;  PM^y;  y 95. 
será  Ppzzdxy  rm  —  dy.   La    superficie  del  trapecio 
PpmM    (I.  553)    es22:tf2xPp  =  :^^ 
=:ydx  -H  ^  =zydx  {S^T)i  luego  la  expre- 
sión general  de  la   diferencial   de  la   superficie  de 
una  curva  es  ydx. 

746    Quando  se  quiera  aplicar  esta  fórmula  á  una 
iuperfície  propuesta  cuya  equacioh  sea  dada  ,  se  sa- 

i  ca- 
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Fig.  cari  de  la  equacioa  de  la  figura  el  valor  de  y  para 
substituirle  en  la  fórmula  ydx  y  cuya  substitución 
transformará  la  fórmula  en  una  cantidad  en  que  no 
habrá  mas  que  x  y  dx;  su  integral ,  dado  caso  que 
se  pueda  conseguir,  expresará,  añadiéndole  la  com- 
petente constante ,  la  superficie  ó  área  de  la  curira^ 
contándola  desde  el  punto  que  se  quiera.  No  habrá 
mas  que  determinar  la  constante ,  una  vez  señalado  . 
el  punto  desde  el  qual  se  ha  de  contar  la  superficie* 
Quando  las  ordenadas ,  bien  que  paralelas  unas 
á  otras,  no  forman  un  ángulo  recto  con  las  absci- 
sas ,  resulta  para  la  quadratura  una  fórmula  algo 
diferente  de  la  que  acabamos  de  sacar. 

747  Pero  respecto  de  las  curvas  cuyas  ordenadas 
todas  salen  de  un  centro  común  ,  se  supone  dividida 
su  área  en  triángulos ,  no  en  trapecios,  cuyo  supues- 
to causa  alguna  variedad  en  la  fórmula  general  de 
la  quadratura.  Para  valuar  v.  gr.  la  superficie  del 
96.  sector  CNQ ,  nos  le  figuraremos  dividido  en  una 
infinidad  de  triángulos  infinitamente  pequeños,  co- 
mo CQq.  Si  desde  el  punto  Q  baxamos  á  Cj  la  per- 
pendicular i2^  9  ó ,  lo  que  es  lo  propio ,  si  desde 
el  centro  C,  y  con  el  radio  CQ  trazamos  el  arco 
Qt ,  la  expresión  del  triángulo  CQq  será  ?í^'. 
Luego  con  llamar  CQ^y;  y  el  arco  Qf^  dx  ^  se- 
rá Cq  z=^y->rdy  ,  y  por  consiguiente  el  triángulo  Cj2í 
=  ^-i^^  Y.dxz=i  ííírt^^  =  '±  (  5  ijr  ).    De    Ja 

equacion  de  la  curva  se  sacará  el  valor  de  y  ex- 
presado en  jr ,  se  le  substituirá  en  la  fórmula  gene- 
ral ^ ,  en  la  quai ,  hecha  esta  substitución  ,  se 
integrará. 

748    Cuestión  i.  Quadrar  el  triángulo  ABC. 
^7.-       Llamo  a  la  altura  ^D  del  triángulo;  ¿,  súba- 
se BCi  yfP,  X  i  y  j  la  ordenada  Mm  paralela  á  la 

ba- 
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base.  Si  tiramos  otra  ordenada  Nn  infinitamente  Fig. 
próxima  á  la  primera ,  el  elemento ,  ó  la  diferen- 
cial de  la  área  será  ydx  =  MNnm ,  por  ser  Pp  =  * 
ix.  Pero  los  triángulos  semejantes  ABC  ^  AMm  dan 
AB  :  BC ::  AP  :  Mm^  ó  a  :  ¿  ::  á; :  j^=:  ^ ;  luego 
jfdx  zzz^^j  y  S^x  =  -^.  Por  consiguiente  si 
fuese  xziza ,  será  iíj  =  -^  =  7  la  expresión  de  la 
superficie  de  todo  el  triángulo.  Ésto  es  lo  mismo  que 
dexamos  demostrado  en  los  principios  de  Geometría. 

749    Cuestión  2.  Qflodrar  ¡a  parábola  cuya  tqua^ 
ihn  es  y*=:p3í. 

,  La  equacion  de  la  curva  da  yzz\/px:zpi  xi  j 

luego  ydxmpi  xi  dx^^la  integral  de  esta  cantidad  95* 

pi  xi  dx 
es H  C  5  6  -^  pi  xr  ^^C  y  esta  será  la 

expresión  de  la  superficie  de  la  parábola ;  por  manera 
que  una  vez  que  conozcamos  la  abscisa  jp  y  el  paráme- 
tro p ,  conoceremos  el  valor  del  espacio  APM ,  ó  del 
espado  KPML  contado  desde  un  punto  determinado 
iC^  como  esté  determinada  la  constante  C;  esto  es^ 
como  la  integral  exprese  desde  que  punto  se  cuenta. 
Supongamos  desde  luego  que  los  espacios  se  cuen- 
tan desde  el  punto  A  ,-en  cuyo  supuesto  APM  zz 
-|-  pi  áfT  -+-  C.  Para  averiguar  el  valor  de  C,  á  fin 

de  que  se  verifique  esta  equacion,  consideraremos  que 
quando  xzzo  y  el  espacio  APM  es  también  cero, 
y  entonces  la  equacion  es  o  =OH-C}  luego  Crz  o; 
luego  para  que  la  integral  exprese  los  espacios  con- 
tados desde  el  punto  id?,  es  preciso  que  la  constan- 
te C  sea  cero ,  quiero  decir  que  entonces  no  hay 
^ue  añadir  constante  alguna  ,  y  en  general  el  espa- 
cio indeterminado  APMzz,  —-p^xi  . 

Pe- 


4oa  PRINCIPIOS 

Fig,  ^Pero  si  suponemos  que  los  espacios  se  cuentan* 
desie  el  punto  K^  de  modo  que  siendo  h  una  cao- 
'  tidad  conocida  9  sea  AKznb ,  en  este  supuesto  será* 
KPML  czz  -—p^  j^  -4-  C  Estos  espacios  llegan 
á-^er  cero  quando  AP:=ixp^b  ;  luego  entonces 
o—  jpi  ^i  H-  C5  C  =  —  jpi  bi  ,  y  por  último 
KPML  =:  4pí  jr*  —  f  p*  bi  . 

'Repárese,  que  -j  pi  ^  zz:  yP*  ^t  x  jir  5    cómo 
pí  X*  czrj^;  se  verificará  jp^  x^  9  ó  jpf  xi  k  x 

=^\xy ;  luego  ya  que  -j-p*  ^  es  la  expresión 
del  espacio  yíPM^  también  será  APMirzjxj^zzfAP 
X  PM^  esto  es,  los  dos  tercios  del  rectángulo  APMO^ 
sea  la  que  fuere  AP. 

También  jpi  bi  =  ^pi  bl  x  b ;  pero  quando 
xniAKizb^  la  equacionjjy— pjf  ^yy=:pb  ,  y  por  con- 
siguiente yznpl  bi  ^  esto  es  KLzrzpi  bi  ;  lue- 
go -4-pí¿T,  ó  ^pibl\bz=:-\-KL^AK^^ 
luego  ya  que  ^pi  x^  —  — pí  bi  es  el  valor  del 

espacio  KPML ,  el  mismo  espacio  también  ^erá  \AP 
X  PM—  -fAKx  KL ,  esto  es ,  \APMO  ^  \AKLL 

750  Cuestión  3.  Quadrar  el  sector  de  circuh 
ACB. 
98.  Llamo  a  el  radio  ACzuBCy  x  ^  el  arco  AB^ 
considerándole  como  variable ;  por  lo  que  BM  se- 
rá dx  ;  liíego  el  triángulo  CBM  será  la  diferen- 
cial de  la  área  que  se  me  pide  ,  y  su  expresión 
será  -~.  Luego  el  área  total  será  5.^;=^= 
AC  X  \  AB.  De  aquí  se  sigue  que  la  área  de  todo 
círculo  es  igual  al  producto  de  la  mitad  de  su  cir- 
cunferencia por  el  radio  (1.5156). 

Cues- 
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751.    Cucstkm  4.  Qfladrár  la  elipse.  Pig. 

'  Llamo  U  BD  ,  Jf  í  la  DR  ,  j^ }  la  C5 ,  íi  ;  y  la 
CE  ybj  con  lo  qual  Ta  eqüacioa  de  la  curva  será ji^ 

•J-4f*\/(a <»—*).  Luego  la  área  BDR  =  S^yd»  será  loo. 

Si  comparaoips  esta  expresión  con  la  fórmula  gene- 
ral x'^dx(a-\-Bx'y  (615),  echaremos  de  ver  qué 
p-hi  rr  f  -t- 1  r:^  no  es  múltiplo  del  exponente  n  =:  i. 
Luego  la  diferencial  propuesta  solo  es  integrable  por  se- 
ries'y  por  aproximación  ,  motivo  por  que  la  elipse  no 
sufre  una  quadratura  cabal.  '     , 

Ahora   bien  í  (sa — xy  zz  V2a  — 


2V2a 


i6aV2a      d^aWaa        1024/1V2/1  ^^      ^     ^' ^ 


luego  x^dx—Csa — xy  =  x*dx~(V2a  —  -  ,    -   — . 

_f* í! .Jf.*__\  _Y  id  t/ 

i6aV2a      64tfVa<»       io2^ai.V2a/       *V  ^^^^^ 

dx_  \ 
Vao/ 


x^dx    __    x^dx      ___      x^dx      __       gjf^ijy 


cuya  integral  es — (-x^V2a  —  -f — . 


'  J.X 

.  __£ ^. &c. 

Si  hacemos  Z?J?  2:  a?  zr  ^ .,  expfcsari  esta  in- 
Tom.IL  Ce  te- 
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^^  tegral  la  área  ckt  quadnmtQ  «Uptico  BCE  ,  cuyo 

valor  í«rá  por  lo.  mismo  —(     ,..,   . ...  «— .  


561^3      9.32/^      ii.5i2y3       / 

Si  multiplico  arriba  y  abaxo  por  v'a  ,  el 
primer  término  de  la  serie  ^*  -será'  —Jr^  ^^ 
5^1  =^  w»  >  ^°"'  ^^  *''^^ » ^*  expresioa  general  que- 
dará  reducida  á  ^^(i-,  j~.  i:-..-L-^  &c) 

Finainoente  ,  si  se  multiplica  por  4  toda  esta  área ,  sal- 
drá el  valor  de  la  arear  de  toda  1%  elipse. 

752    Cuestión  5*  Quadrar  ^I  ^uadrúnte  de  circulo. 

£1  círculo  es  uoa  elipse  cuyos  dos  exes  son 
^[ualesi  luego  si  en  el  valor  hallado  del  quadrante 
elíptico  hacemos  h^a^  la  área  del  quadraute.  circu- 
lar será  =  ^(4.:,-^  -L  —  4  ^^  -i.  —  ^  &c^ 

Luego  k  área  del  circula  es  i  la  de  la  elipse 
:;  ;^  :  ;^  ::  ¿I :  ¿  j  esto  es  5^  como  el  cxe  mayor  al 

ipenor  ^  quaqdo  el  diámetra  del  drculQ  es  igual  al  exe 
mayor  de  la  elipse. 

Por  consiguiente ,  si  el  circula  se  pudiera  quadrar 
cabalmente,  y  llamáramoa  su  área  ^,  la  área  déla  elip- 
se será  =  4S  y  J>or  io  mismo  la  quadratura  de 
la  elipse  pende  de  laquadratura  del  circulo^ 
100.       Ya  que  CAisíü  y  será  ia  el  diámetro  d^  circu- 
lo 
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lo  AGB ;  y  si  suponemos  i  :  *  la  razón  entre  el 
diámetro  y  la  drcunferencia  ^  la  circunferencia  del 
círculo  AGB  será  el  quarto  término  de  la  stguien* 
te  proporción  i  :  *  ::  2a  \  *2tf  ^  y  la  área  del  mis- 
mo círculo  será  z=iic2a  x  ^  =:*a\  y  la  llama- 
remos C.  Luego  por  lo  probado  poco  h^  a:  b::  *^«  . 
icab  =  la  área  de  la  elipse ,  la  qual  es  igual  al  rec- 
tángulo de  los  semiexes  multiplicado  por  ^  =  3.141 
&c.  o    T 

Llamemos  R  el  radio  del  círculo  AGB  i  será 
7td^  =  ^RR  ;  y  como  */i* ,  superficie  del  círculo  cuyo 
radio  =  ut ,  es  igual  á  ^ab  ,  siíperficie  de  la  elipse  cuyos 
semiexes  son  n  y  * ,  será  -rcRR  =  *ab ,  ó  RR  zizab^j 
R  =  Vab.  Luego  la  superficie  de  la  elipse  es  igual  á  la 
superficie  de  un  círculo  cuyo  radio  es  medio  propor- 
donal  á  los  dos  semiexes. 

Por  la  naturaleza  del  círculo  DF:=z  V{2ax—^x)^Y 
por  la  propiedad  de  la  elipse  DR=:^V(^2ax'^xxy^ 
luego  DF :  DR  ::  V{2ax—xx)  :  -^\/{2ax'^xx)  :: 
í  :  -  ::  a  :  b.  Esto  supuesto, 

Si  desde  un  punto  qualquiera  H  del  exe  de  la  elip- 
se ,  se  tiran  las  lineas  HR ,  HF  á  las  ordenadas  DR^ 
DF^  que  tienen  comufi  la  abscisa  5D,  los  sectores 
FHB^  RHB  estarán  en  razón  de  BCk  CE^  ó  de.  a  ib. 
Porque  según  probamos  ames  BFD  :  SRD  uaibi  y^ 
el  triángulo  FDH:  triángulo  RDH  ::  a  :  b.  Lucro 
BFD  :  BRD  ::  FDH :  RDH ;  luego  BFD+FDH : 
BRD^RDH ::  F5/f :  ÍI//5. 

Si  las  abscisas  se  contasen  desde  tí  centro  C,  de 
modo  que  fuese  CÚ=z  x^  s^ñsiy  =±\/{a^—xx)j 
y  RDCE  =  ¿•.j^ij^  =  S.'^\/{a'—x') ,  cuya  di^ 

ferencial  tampoco  se  puede  integrar  sino  por  se- 
ries. 

Ce  2  Pe- 
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Fig.  jp*       X*  X* 

Luego  RDCE  =  S.'-^V{a' x')  s= -^{a:(^ ^ 

S -fl-  -.  &c.)  Si  hacemos  ar  =  tf  = 

C5  ,  tendrécQos  la  quadratura  del  quadrante  eliptícoi, 
cuya    área    es   :;=  .-/<»'—  -^  —  ÍT  ~  ír,.  &c.) 

753     Cuestión  6.    Quadrar  Ja  área  hjjfperhóUca 
101.  ABD  ,  y  el  sector  byperbblko  CAD  ,  estando  en  C  el 
centra  i  y  en  A  el  véríiei  principal  de  la  curva  ^  y  el  ori' 
gen  de  las  ahscts<tí*  • 

Sea  ,  pues  ^  AB  ^x^  BD,y'^  CA,  a^  su  coa- 
jugado  d  5  será  por  lo  mismo  (329)  y  = 
^{2aX'*-xx)y  y  =^{^2ax-*-xx),Y  la  área  hy- 
perbólica  =  S,ydx  ■=.  S.^dxV{'2ax  -4-  xx)  = 
S^X-x^dxVi^a-^ x)  y  cuya  diferencial  solo  por 
series  puede  integrarse.  Pero  V{'3ia-¥'x):=:V'^a-t~ 

' X.-       ■  '^  .,  '        ^'       .'."     5** 


ai/atf      \6aV21t:    6^W2a  ■    .j,oQ/{aW2a 
b   i,       *  «/  Íj  ./.     .     x^dx 


H-  8cc. 


Luego  S.—x^dx  =  —  J*. ( df'íisf/aa  -í-  _ 

fl  a     \        .  aVaa 

Í-.  H^'  8tc. )    =  . 


lóaV'aa         64^'/ 2a         io24<?»y2tf 
i  ,4/  I-  í  4 


«  \      3    \     5>^2<i       '^.SaV2a      g.^2a*V2a 

5 
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31. — , —  +  &c-  ) ,  cuya  expresioo ,  después  de 


^x. 


Fig, 


1 1.5  í  2a  V  2a 

practicar  coa  lf2a  lo  mismo  qu^  antes ,  se  reduce 

ii-fíf!  + 1  _  íl+4-— ei  ate. ) 

^^^^  3  5         5^       i88a'       5632a*         / 

La  acea  del. sector  CAB  se  haltar^  restando  de  la 
área  del  triángulo  BBO  la  del  espacio  ABD. 

754    Cuestión  7.  Q¡uadrar  Ja  bypérbola  equilátera 
entre  SM  asymotos. 

Sea  jry  =  oa  (352)  la  equadon  de  la  hypérbola,  io2. 
siendo  -¿ÍG  =  x ,  G//  =  j^.  Si  hacemos  aa  =  i ,  será 
*>rr  í  ,  jf  =  -i-  ,  y  ¿"t^^x  =:  S.^  =  Z.jp 
(617)-  Será,  pues,  L.x-^C  el  valor  de  la  área 
EAGHMD ,  la  qual  será  =  o  quando  x  =  O.  Por 
consiguiente  en  este  caso  la  tal  área  será  Zo  4-  C 
rrO,  y  por  lo  mismo  C=:.— Z.o^  y  la  área  será 
/;,f  —  Z.o  =  L.^  (1.2 3jr  ).  Luego  si  hace- 
rlos X  =  ^Z  r=  ^ ,  el  espacio  EALMD  ser&  infinito^ 
«considerando  o  como  una  cantidad  infinitamente  p&* 
quena. 

Si  contamos  las  abscisas  desde  el  punto  B ,  siens- 
do  AB  =  I ,  y  aa  =¿  I  ,  será  AG  =  i-^x ,  y  GH  s: 
íii  (1-3  5  O-  I-««go  será  ^rfjr  =  j^^  ,  y  5'^rfx 
=  S.~^  =  Z.( I -k-x)  =  Z.^G.  Todo  esto  ma- 
nifiesta que  los  logaritmos  byperbóUcos  traen  su  ori- 
gen de  una  hypérbola  equilátera  cuya  potencia  ==  i. 
Sí  llamáramos  aa  la  potencia  de  la  hipérbola ;  ^B^ 
biBGyXi  GH ,  y  ,  sacaríamos  CBGH  =  aaL{b^^ 
=zL.AGxaa.    '    .  >      , 

Claro  esta  que  entre  unos  mismos  asymtotos  se 
pueden  trazar  infinitas  hypérbolas  equiláteras  9  y  que 
por  tanto  á  yna  misma  abscisa,  b-^-  x  puedea  coq^ 

Tom.  II.  Ce  3  res* 


4o6  PRINCTPTOS 

Fig»  responder  infiaitos  espacios  hypeiixSlfeos  6  togaritmi* 
COS.  Si  trázictanos  y-^gr.;  otra  hjpétbobi  4;if^  cuya 
potencia  fuese  ce ,  probaríamos  ^  discurriendo  ¿omp 
poco  ha  <^  qi(ie  el  espacio  BGic  sería  en  esta  hy per- 
bola  el  líígaritmo  de  b^x  ,  cuyo  espacio  =  ccL.(b-^xyi 
luego  BGHCz  BGbc  ::  aaL.{b'^ :  ^cL.{b+xy.:aazjc. 
Luego  ios  logaritmos  de  un  mismo  número  tomados 
en  distintas  hypédbolas  son  como  las<  potencias  de  las 
mismas  hypérbcrfa& 

jíplkacion  del  cálcuh  integral  i  ia  rectificación 
de  Jas  curvas* 

755  Kectifícar  una  linea  cnrva  es  determinar 
quanto  coge  de  largo  tendida  en  plano  ^  ó  averiguar 
con  que  linea  reaa  es  igual  la  curva.  Esto  se  logra 
considerando  la  curva  AM  como  un  polígono  de  una 
infínidad  de  lados  9  y  el  pequeño  lado  Mm  como  la 
diferencial  del  arco  AM^  porque  Mm^Am — AJhT 

103.  =  dAM.  Después  se  tira  Mr  paralela  á  AP  ,  coh 

lo  que  Mm  =  VÍiMry^rm)^2  -  y(dx^-Hf)  ^  7  la 
integral  de  esta  cantidad  expresa  el  valor  del  arco 
AM.  Para  hallar  esta  int^ral  ^  se  diferenda  la  equa^ 
cion  de  la  curva  5  'y  después  de  bailar  con  su  auxi- 
lio el  valor  de  áíx  eny^  y  dy^ó  el  valor  de  ^  en  íp 
y  díx^  se  le  substituye  en  V  (¿r'H-íjf') ,  en  cuya  ex- 
presión ya  no  queda  entonces  mas  que  x  y  dx%  6y 
y  4y\  se  saca  d:^  6  áy^  faera  del  radica  ^  y  «^  inte- 
gra. Luego  S.y(dx^Jt^")  es  la  fórmula  general  para 
ia  recdíicadon  de  las  curvas. 

756  Lo  primero  que  haremos  ahora  será  rectí- 
Vicar  el  circulo^  ó  un  arco  suyo.  Hemos  apuntado 
iS^  y  sigO  diferentes  expresiones  de  la  difereodal 
de  tín  arto  ^  según  sea  la  linea  trigonométrica  suya 
que  se  considera  seno  ^  coseno  ^  tangente  ^  &c.  al 
tiempo  M  l>uscar  lá  diferencial  del.  arco;  y  en  s2h 

bien* 
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Iñeiido  que  parte  de  k  cirronferenm  es  el  tal  arcc^  Fig# 
je  4;aUará  ía  rectificadoo  dé  toda  ella*  Chro  estít  que 
conocido  que  sea  el  ^arca  cuj^a  difereocisA  expresa  la 
f^emiúsí^  tambíea  por  esta  se  podrásacar  el  valorde  >  ;< 
ki  linea  trigonométrica  que  llevafCr  Por  consiguiente^ 
puede  buscarse  por  varios  caminos  la  rfeaiHcacion  del 
drculo  ,  asi  confio  pam  avWigüar  ¿1  vator  de  las  lineas 
tr^onomécricas  de  un  arca  suyo  ^  esprecisor  resolver 
Varias  cüesiiones* 

757  Cuestión  u  Dad»  que  9ea  el  s$no  de  tot  af^ 
co  A  i  bollar  el  valor  deh  arco  en  potencias  del  nUsn» 
fena. 

Llamemos  1/  el  arco  AR^yXSústno  BR^  CR  =  99- 

Í¿  :;=  ^  ^  cop  lo  que  la  diierencíaf  RÉátl  atea  será  du 

donde  y  integrando  y  sacaréaH)s 

cuya  expresión ,  después  de  substituir  A  en  lugar 
de  u  jj  stnA  en  lugar  de  jr.,  se  coavierte  ea 

/I  —  sen  y^ -H  ^— ^.«ij-^jr-H-  -;;j2^  -♦-.JÍÍé-BliT» 

sácase  de  aquí  que 

cuya  equacíon  está  diciendo ,  que  quando  el  arco  es 
mfimtámente  pequeño  >  la'  diferencia  que  va  del  arco 
%  su'seno  eoiisi$t3&  en^  infinitamente  péqueñpsfde  ter^ 
cera  9  quinta  orden  y  &c ;  y  que  por  lo  mismo  se 
puede  tomar  ^  sin  recelo  de  error  substancial  ^  el  arco 
por  el  senor 

De  la  equacion  ^  =:  sen  ^  &c«,^c9|ém(>s  el, va^pjp 

Cc4  dd 


4o8  :  PRINCIPIOS       ^ 

del  arco  éo  potencias  de  su  coseno  ,  porque  el  ceseiio 
del  arco  jí  es  el  seno  de  su  complementa  90^**—^ 
6eo(9o^ — A)  zzcM  j1  (I-Toi )  j  y  como 
90"-^^rrsen(90^~><)H>^^'^  ^^¡'''^  ^^^^^-J}  &c- 

¿era  también 

758      Caestión  ^.  Dada  la  tangente  >^  bailar 
40  patencias  st^yas  el  t^lor  úéi  orctK 

Queda  probado  (55  a)  que  si  hacemos  el  arco 

du  zr  dx^i+xx)—^.    Por  la  fórmula    (416)  sale 
(i-f-árj¡r)— *  =  I  —  jr*  -^x^ — x^  +  *•— Ac.  ^erá ,  pues, 
áuzzdx^^x*dx'+-x^dx'i--x^dx'hx^dx  &c.  de  donde  ^  des* 
pues  de  executada  la  integración  y  las  substituciones 
fcorrespondientes ,  sale 

Sí  en  esta  equacíon  hacemos  substituciones  análogas 

á  las  que  hemos  hecho  en.  la  eqi^cion  de  antes  (657% 

sacaremos  la  siguiente  equacíon  - 

90^---^— tan(90^— ^)~^tang5C9o*— -á)Hhjtang5^9o*—      &c. 

y  para  expresión  del  arco  en  potencias  de  su  tangente^ 

esta  serie 

:^=r  00^-  cot  A^  £2l!^^í£trí  ^  c^'J^<Síl¿^eic. 
^  35.7  9 

7S9  Cuestión  3.  Dado  qué  sea  el  valor  de 
un  arco ,  iallar  en  potencias  suyas  el  vahr  de  su 
seno.  ^ 

Sabemos  que  siendo  u  un  arco,  ;r.su  seno,  y 
«=  I  ,  esrfi«=:^^j  ,  6  du\/{i^xx)z:ztlxi 

^adrándolo  todo  ,  du^{i — xx^  r:  dx^  ,  <^y^  equacion 
después  de  diferenciada  ^  haciendo  constante  la  ^0, 
dá  ^9xdxdü^  rz  ^dx  .  ddx ,  ó  —xdu*  zr  ddx.  QuanV 
éo  el  aireo  es  iafinitameñte  pequeík)  ^  es  igúál  con 

>    •        •  su 
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su  seoo  (657)9  quiero  decir  ,  que  entonces  i«  ==  4r  9  po^^ 
demos  v  pues ,  hacer 
^  =  í<-fA>3-f.^$^-^74.  &C.  y  tendremos  . 

ddx  =  2.3¿i/<fo*+4.5c«'A*-4-6.7ett5átt«-i-  &c  /^ 
£#  en  la  equacion  ^^xdu^  =  i¿/x ,  substituimos  «n  lu« 
far  ^e  jr  su  valor ,  y  en  lugar  de  ddx  el  suyo, 
tendremos  ^r^udu* --r-bu^du^  —  cu^du^  —  eu'^du^  &c.=5 
.2^A«rf«*+4-5Ctt'rftt*-h6.7e«Sí/w*4-  &c.  de  donde  se  sa- 
cará *  rz: ^—  ^cz=  -i—  ,  e  z=z t-^-tt  &<?• 

j  .  3    '  «.3.4.^'  ^    ~  a  3-4.5  6.7 

cuyos  valores ,  después  de  substituidos  en  x  :=  u-^ 
Bu^-hcu^-heü^-^SLC.  A  en  lugar  den ,  y  sen  A  en  lugar 
de  X ,  sale 

StnA=A —  —  •+-  ;:¡7¿— ríí.¿Zf  ■*•  #.3^^.6.7.8-9  ^^ 
£sca  expresión  también  dá 

de  la  qual  también  se  saca  la  misma  consecuencia  de 
antes  (657)  ;  es  á  saber  ,  que  quando  el  arcx>'es  infinb- 
tamente  pequefio  ,  se  confunde  con  su  seno. 

Sí  en  esta  última  equacion  ,  y  en  la  de  an* 
tes  (657)  substituimos  i  A  en  lugar  de  -^í  ^  y  las  muí?- 
tiplicamos  ambas  por  2  ,  sacaremos  las  dos  exprer 
siones  siguientes  de  la  diferencia  que  va  del  arco  á  su 
cuerda 

jí^2  sen  iA='^i^^^^^^  -H  ^^f!'^-  &a 
A^2  sen  iA=^^,  -^^  ^  ^.^¿l^  &c. 

760    Cuestión  4.  Daih  ei  arco  A  ,  ¿áJUir  en  ptíetn 
tías  st^as  el  valor  de  su  tangente. 

Ya  que  dada  tang  yf  es 
A  =  tang  A  —  ^  ^^^  _  &c.  (660), 
y  ahora  dado  A^  hemos  de  hallar  tang  A^  hemoc 
de  acudir  al  regreso  de  las  series.  Porque  si  llamar 
mo%  A:=zm^  y  Uamamos  tang  A^y^  la  cuestión  ' 

se 


4ia  PRÍIÍCIPIOS 

se  4:educe  á  que  en  el  supuesto  de  ser 

saquemos  el  valor  de^eft  m.  Hareitios  ^  pues^ 

Por  consigixiente  ser& 

ay  =  aAm^aCnfi'^aEm^'^aGnfl'^r  alml*  -k  &a 

v^gy^^  +gAr  +  IgA^C-^  &c. 

Si  sacamos  ahora  los  valores  de  las  íodetermínaday 
A  ^C  ^  E^G  ^  I&c.  expresados  en  a^  *,  c,  e,  ^^  ¿  &c, 
y  los  substituimos  en  y  =  Am^m^-^Em^-^-Gnfl  &o 
^drá  el  valor  de  jr  =  tang  ^.  Los  valores  de 
-ítrC^ejg^ílM  hemos  de  sacar  de  la  equaqioá 
A^  tang  A  *~|tang^yf  ^  &c*  por  la  qual  consta  que 
<r=ri  ,r=r  —  f,  ^  =  -$  &C.  substituyendo  finalmente 
;/f  ea  lugar  de  hí  ,  tang  A  en  lugar  de  j^  ^  saldrá  por 

¿Itímo 

tang  /í  =  ^  -t-  ~  -4-  --  ^  3^--  H-  1— J7&C. 

76 1     Cuestión  $.  Dado  eluroo  i  bailar  en  potencias 
suyas  e¡  valor  de  su  cosena. 

Sabemos  que  tang  =.*^ ;  luego  eos  =  ^. 
Xu^o  para  sacar  eos  .^^  partiremos  por  las  reglas  del 
Algebra  la  serie  (659)  por  la  serie  (660) ,  y  hecha  la 
división  5  saldri 

*    Con  el  auxilio  de  esta  serie  y  de  la  antece- 
dente se  podrá  calcular  el  coseno  y  la  tangente  de  to« 
do  arco ,  tomando  el  arco  en  la  abla«  Pero  coa»  es- 
tas 
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tas'^series  son  tanto  mas  convergeotes  ^  quanto  menos 

€S  el  arcó  ^  quando  se  busque  el  seno  de  un  arco  que 

pasa  de  45^^  mejor  será  calcular  el  coseno  de  su  com^ 

plemento  por  la  serie.  Y  quando  se  hay^  de  calcular  el 

coseno  de  un  arco^  que  pasa  de  45^^  mejor  será  apelar 

á  la  serie  (659). 

763    La  serie  (661)  da  la  siguiente  expresión  del 

seno  verso 

I cas  A  —  — —^^  -  ^'      .^  &c 

I      eos  /2r  .^  —         ^^^  -f-  a.3. 4.5.6         **^* 

4e  la  qual  se  infiere  ^  que  quando  A  es  infinitamente 
pequeño  ,  el  coseno  discrepa,  del  radio  cantidades  ín-- 
iinitamente  pequeiías  de  segando  ^  quarto^&c  gra^- 
do- 

Si  el  arco  A  fuese  negativo  ^  no  por  eso  mudará 
de  signo  término  alguno  de  la  serie  (^61)  ^  porque^  en 
cada  uno  de  ellos  hay  una  potencia  par  de  A.  Por  éí 
contrarío  9  si  ^es  n^ativo^  los  términos  de  las  series 
(657)  y  (660)  mudarán  de  signo.  De  donde  inferiré'- 
mos  <^e:  el  seno^  la  tangente  ^  y  por  consiguiente  la 
cotáqj;ente  de  un  arco  negativo  son  negativos  ^  y  ^a 
coseno  es  positivo ;  quiero  decir  que  en  todos  los  casos 
Sil  seno^  su  tangente  ^  y  su  cotangente  tienen  un  signo 
contrario  al  que  tienen  en  las  tablaá^  y  que  su  coseno 
guarda  el  mismo  signo  que  les  da  la  tabla* 

^6g  Todas  las  series  cacadas  pueden  ser- 
VíT  para  rectificar  el  círculo  5  pero  haremos  apli^ 
cadon  de  una  de  ellas  no  mas  -,  y  strá  la  (6  j^r), 

per  cuyo  medb  buscaremos  quaoto  cc^e  tendido  en 
plano  el  arco  de  30^  v.  gr.  como  sen  30^  =  IJI  =  f 
^1.705)  con  hacer  en  la  fdrmula  las  substituciones  cox^ 
respondientes  ^  saldrá 

Executanémos  Us  divíáones  inctícadas  en  cada 

tér- 
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término  hasta  ocho  decimales  para  sacar  seis  cabale^ 
y  saldrá 

¿  =  o,aao8333j 

¿3^  =  0,002343^5 
¿3^  =  o,ooó348jfjr 


Suma=:  0,523598 

sacamos,  pues,  que  el  arco  de  ^0^:  R  ::  0,5^1^598 1 1. 
Los  dos  últimos  guarismos  de  la  suma  se  desechan 
porque  no  son  cabales.  El  valor  del  arco  se  podría 
sacar  tan  cabal  y  con  quantas  decimales*  se  quisie- 
ra ,  prosiguiendo  las  divisiones  con  mas  términos  de 
la  serie,  cuya  ley  es  muy  patente.  Este  es  un  tra- 
bajo hecho  ya ;  multiplicando  por  6  el  valor  del  ar- 
co de  30^,  se  ha  sacado  el  de  la  semicircunferen- 
cia hasta  12^  decimales ,  quiero  decir ,  que  se  ha  ha- 
llado el  arco  de  i^o""  zzR  x  3,141592  653589  793238 
462643  383279  502884  iQ7i6g  399375  10582a 
974944  592307  816406  286208  908028  034825 
342117  067982  148086  513272  300647  0938446-H. 
Luego  la  semicircunferencia  del  círculo  teiidida  en 
plano  es  igual  á  tres  veces  el  radio ,  mas  una  par- 
te del  mísmfo  radio  cuyo  valor  expresa  la  decim^á 
que  le  acompaña.  El  ultimo  guarismo  de  esta  de« 
cimal  no  es  el  limite  del  valor  hallado ,  porque  se 
pueden  sacar  muchos  mas  al  infinito  ,  prosiguiendo 
la  operación  ,  todo  lo  qual  es  una  conseqüencía  de 
la  equacion  (657),  ciíyo  segundo  miembro  es  in- 

de^ 
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deSnito.  Esto  raaníñesta  que  solo  por  aproximación, 
bien  que  continuada  quanto  se  quiera  ^  se  puede  sacar 
la  razón  del  diámetro  á  la  circunferencia. 

Una  vez  hallado  el  valor  de  un  arco ,  se  puede  se- 
ñalar sin  mas  operaciones  que  las  de  la  arismética  el  de 
todos  los  demás.  La  mitad  del  valor  del  arco  de  iSo** 
será  el  valor  del  arco  de  gto°j  su  tercio  será  el  valor  del 
arco  de  60^  &c. 

764  Por  este  camino  se  ha  formado  la  tabla  pues- 
ta al  fin  de  este  tomo  ,  la  qual  da  en  partes  del 
radio  el  valor  de  un  arco  de  un  número  qualquiera 
de  grados  ,  minutos  ,  segundos  y  décimas ,  centési* 
mas  ,  &c. 

Si  se  quiere  con  siete  diecimales  !a  expresión  de  un 
arco  de  6°  22'  17''  3  í  se  tomaran  en  la  tabla  las  canti- 
dades siguientes  ,  con  una  ó  d^s  decimales  mas ,  para 
sacar  cabal  la  suma 

El  arco  de  6°=:o,io4jr  i^jrgg 

20'=  .  k    58i?r64 

2*  .   ^  .   .    SSijrjró 

.  .       10" 48481 

£60^^,  3   •    •    .    1454 
Valordelarcode6^2  2''if^^,3=05i  1 12032 

765  Quando  se  quiera  hacer  usó  de  lá  fórmula 
(659)  para  hallar  el  valor  del  seno  de  un  arco  determi^ 
nado  9  se  le  podrá  dar  esta  forma^ 

sen  A  =  A — ^-hC— r-HjF —  &c. 

saK 
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saldiá  2?  =  -rí»  t^  C=zA^^'^B 

Por  donde  se  echa  de  ver  que  basta  calcular  sola  una 
vez  A^ ,  ÚQÍca  potencia  de  A  que  lleva  ahora  cada 
(érmino ,  y  que  los  divisores  son  acomodados  y  muy 
pequeños.  Hay  todavía  mas  :  dispongo  verticalmente 
estos  quatro  primeros  divisores ,  como  sigue  ,  tomo  sus 
diferencias  primeras  y  segundas ;  y  como  las  últimas 
salen  constantes  ,  prosigo  las  tres  columnas ,  guardan* 
do  la  ley  que  siguen ,  y  de  la  derecha  á  la  izquierda. 

Divisores.  Dif.  primeras.  Dif.  segundas. 

6 

14 

20  8 

23 

4a  8 

30 

72  8 

38 

lio  8 

46 

156  8 

54 

SIO  &c. 


Mediante  esta  consideración  se  puede  coiidmiac 
la  serie,  y  para  sacar,  sin  necesidad  de  la  mullí- 

pU- 


r 
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plicacion ,  los  partidores  correspQadiente$  á  los  valores 
de  JP,  G  9  &c.  y  sin  mas  auxilio  que  el  de  la  r^la  de 
sumar  ,  nos  guiaremos  por  las  columnas.  Aquí  ife  ve 
patentemente  quanto  merecen  atenderse  las  diferencias 
constantes ,  por  lo  muy  socorridas  que  son  en  muchos 
cálculos. 

^66  Apliquemos  ahora  la  equacion  para  hallar  el 
seno  de  un  arco ,  v.  gr,  el  de  30*.  Por  la  tabla  el  arco 
de  30°=  0^5235987756  ,  cuyo  quadrado  hemos  de 
formar  para  sacar  los  valores  de  los  diferentes  términos 
de  la  serie.  Como  A  es  una  cantidad  decimal,  haremos 
la  operación  por  el  método  abreviado  de  multiplicar  las 
decimales  (L  161), 


A  =  0,5235987756 
0,5235987756 

0,2617993878 

104719755 

15707963 
2017994 

47"3Q 
41888 

3665 
3 


De 
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c  A-  -  0,2741556778 
.  I  2^»  =  0,5483113556 

Deao„desesacal3^:fO;^^334 

sumando  unos  con  I  ^^.        1^^707783890 

^^  ^  I  7^^  =  1,9190897446 

8^^  rz  2,i9324S42;24 

{9-^*  =  2,4674011002 

Estos  múltiplos  de^ff  %  preparados  como  aquí  se  ve  abre- 
vian mucho  el  cálculo  de  la  serie  (665).  Con  este  mo- 
tivo prevenimos  de  paso  que  siempre  que  haya  de  ser- 
vir un  mismo  factor  constante  ,  será  de  mucho  alivio 
tenerle  así  preparado.  Para  manifestar  en  el  caso  presen- 
te la  utilidad  de  esta  preparación, ^^z: 0,0872664626, 
por  cuya  cantidad  se  ha  de  multiplicar  el  valor  de  A^^ 
y  saldrá  el  valor  de  B.  Pero  como  acabamos  de  mul- 
tiplicar el  valor  d(5  A^  por  cada  uno  de  los  nueve  gua- 
rismos  de  la  Arismética ,  tenemos  ya  á  mano  todos  sus 
productos  por  cada  uno  de  los  guarismos  del  valor 
de  ^A.  Solo  filta  asentar  estos  productos  particulares^ 
como  sigue  ,  por  el  orden  que  corresponde  ,  apuntan- 
do ,  con  el  fin  de  precaver  todo  error ,  clda  guarismo 
valor  del  \Ai  medida  que  se  escriben  aquí  ^  sus  pro- 
ductos correspondientes. 
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m 

o,o8yí»  =:  o,oai93a4S4aa 

- 

0,007^* = 0^00191908974 

0,0002-^*  _-  0,000054831 14 

0^00006^*     0,0000x644934 

flcc                 164493 

10966 

1645 

.55 

• 

16 

;                        ;ff  3=  0,0239245963 

t^artieodo  después  B  por  20^  se  sacará  del  mismo 
modo ,  coa  sola  una  operación  de  sumar ,  el  pro* 
ducto  del  cociente  por  yf  %  cuyo  producto  será  Czz 
0,0003279532.  Por  el  mismo  camino  se  bailará» 
bi^n  que  mas  pronto »  el  valor  de  Z>  y  J?.;  Aquí 
van  los  términos »  separados  los  positivos  de  los 
negativos. 

-^*=o»5«3S9877SS    —«=0,0239245962 
0=0,0003279532    — Z)=o,ooooo2 1 407 

£=0,0000000082         —0,23926737    » 

•♦^523926737  Suma  de  los  térm.  posit. 
—0,023926737  Suma  de  los  negativos. 

Luego  sen  30^=0,500000000,  Valor  cabal. 

,  767  r  Cuesdkm  6.  RecfificarM  paráíola  ei^ya  eqtut* 

cien  es  2ax=yy. 

La  difereiíaal  de  esíta  eqvacion  es  ai¿r=jfi^t 
Tm.U.  Dd  U 


4^8  -  .:PRf^CJTJOS  \ 
Fig.  la  qual  da  ibc'  =  '■^.  Si  este  valor  de  dx^  se 
substituye  en  ^n  lugar  en  la  fórmula  \/{dx^^^dy)^ 
saldrá  ^  \/(Mfi^aa)::z2du  ^  llamando  uéi  arco  de 
la  curva  por  fectiíicáh  ^Luégo  ^  xV(33'-*-/i^)  ^= 
átdu^  y  S.aduc=:aut=:S.djy\/(^y^aa)  ^  cuya  equa- 

cion  está  diciendo  que  la  rectificación  de  la  pará- 
bola pende  de  la  quadratura  de  la  hypérbola. 

Sea  j4MN^\z  parábola  propuesta ,  en  cuyo  vér- 
í 04.  tice  sea  tangente  la  AQ.  Si  llamamos  y^P^y^scrk 
auznS.dyVQ^-^a^).  Tiremos  á  la  JÍP  la  perpendi- 
cular jílA'zza  5  y  tracemos  una  Jiypérbola  equilátera 
NAP\  cuyo  centro  esté  &cí  A ^y  el  vértice  tnA. 
Desde  el  punto  P  tirémoste  i  la*  parábola  la  orde- 


_  _  por  consiguiente 

de   la   parábola    será  igual   al   espacio  hyperbólico 

i^^'F^  dividido. por  la  mitad  del  parámetro.        ' 

^    ^-  .768 "  Ouestíoñ  7.    Aeciifkar  el   arca  de  eíypsé 

lOS.^PMi  en  el  supuesto  de  ser  Aiyd.¿i'y  A^  =  h^  AB 

=x,  BMzzy  ;  FM=u.  :     * 

La  equacion  de  la  curva  da  ^  =  —  (a* — x^)^ 
i^e  .la  qual^sale  ¿j;  =  j-^^^.  Será,  pues,  el 
arcp.  :clíp(ica,,-é  S.d¡¡t:iS. dx\/: ( fH.  ^)  = 

ya  inti^ral  solo  ;por  series  se  puede  sacan 
7^  Cuestiona  Rectificar,elar£ü:SUde bypérlola. 

1106.       1^^  ^''.I^^^.M^sto  de  ^J^-í^lv^P^ra^    seipijMce.  .4!P 
=  ü  ,  el  segundo  semiexe  AB  z:  ¿ ,  APzzx ,  Piíf 

^5^^  J^  *qjaficíci»iip  ladutva  áacá  jító^^j^V^)^ 

ys¿dráFilSf=^.rf^ííÍ2!f^^  . 
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jíplicacion  dei  calculó  integral  para  medir  ia  solídete: 
de  los  cuerpos^  v     'r^ 

....  :        '•  •  '  y        '     \  r'     '  ''  ''"  '\^       *  * 

.  770    Para  medir  la  solidez  de  los  cuerpos,  po-»^v 
demos  suponer  que  se  componen  dé  rebanadas  infi^ 
nitameqte  delgadas  y  paraldas  unas  í  otras^^  dde 
una  infinidad  de  pirámides-  cuyo?  véitices  ^p  junt9.i\ 
tbdo^  en  un  punto  común.  Quándo  se  consideran 
coáid  formados  de   rebanadas  infinitamente   delga-* 
das   y  paralelas,  la  diferencia  de  las  dos  superfi- 
qes  opuestas  que  terminan .  cada  rebanada  es  infi*. 
nifameqtp  pequeña,  y  por  16  mismo  ^e  d^be  poúr' 
tic  en  ios  cálculos,  si  queremos  dar  á  entender  qije; 
dicha  rebanada  es  infinitamente  delgada.  De  dpride" 
resulta  que  su  solidez  se  ha  de  expresar  con  el  pro- . 
dücto  de  la  una  de  sus  dos  bases  opuestas  por  su.iO? 
altura  infinitamente  pequeña.  Si  nos ,  figuramos  v.  gr. 
ijue  la  pirámide  SABC  sé  compone  de  rebana(ks    ^ 
cómo  abcfég  infinitamente  delgadas  ,  podremos  ex- 
presar su  solidez  con  el  producto  de  la  süperfide  abe 
ó  de  la  superficie  gef  por  el  grueso  de  la  rebanada. 
Si  consideramos  el  sólido  de  revolución  engen* 
drado  de  la  curva  AM  dando  la  vuelta  al  rededor 
de  U  recta  APy  como  ccxi^niesta  de  rebanadas  pa-:io8. 
tálelas  é  infinitamente  delgadas ;  habremos  de  ex- 
presar ía  medida  de  cada  rebanada  por  el  produc- 
to de  la  superficie  del  círculo  cuyo  radio  es  PMj 
P9r;  d  grueso;;^  .     ,       ,  __^       .     .        , 

771:.  Todo  esto  áentado,^  dec^rtjmos  cojnq  s^.ha*. 
de  valuar*  W  sbÜdez*  de  lóV  cuerpos.  Consideraremos" 
c&darrebknáda^xcnno  lalidífereociál  déPlsIglIdo^  por- 
que en  la  realidad  MfnlL  —  j^mlA  yr-  AMLAzz, 
é^AMLA)}  y  después  dé  determinada  la  expresioa 
algebraica  de  dicha  rebanada  ,  se, integrará. 

•  772  Propongamoaostnedirv.gr*  ta  pirámide  ^-^Sí^.  107. 

Dd2  Su- 
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Fig.^  Supondremos  que  la  superficie  ABC  de  su  base  es 
igual:  á  .^  caatUad  conocida  iby  y  su  altura  íSTítíq 
liamacémos  jr  la  distancia  St  de  una  rebanada  qual- 
quiera  al  vértice  S^  y  será  dx  el  grueso  de  la  rebanada* 
Por  lo  que  nüra  á  la  superfície  abe  nos  la  dará  esta 
proporción  (L640 a*)  (ST^ :  (aTO^ ::  -^^C :  abe;  esto 
tÁj^  aa:  xx  ::  bb:  abczz^^r^  5erá  ,  pues ,  la  soli- 
dez de  la  rebanada  igual  á  ^^^ ,  cuya  integral  es 
~"+»C,  ó  solamente  ''^,  si  contamos  la  solidez 
desde  el  vértice  «S*.  Esta  cantidad  que  expresa  la  so* 
lidez  de  una  porción  piramidal  qualquiera  Sabe  es  lo 
mismo  que  ^x  j^  lo  propio  que  abo^^^  ^^J^  va- 
lor concuerda  con  el  que  sacamos  tiempos  ha  (I.  645}. 
772  Por  lo  que  mira  á  los  sólidos  de  revolución, 
se  puede  sacar  una  fórmula  general  que  exprese 
'  la  rebanada  elemental  ó  diferencial.  Sea  r :  c  la  ra- 
zün  entre  el  radio   y  la  circunferencia ;  la  circun- 

108.  ferencia  cuyo  radio  es  PM  6  y  nos  la  dará  esta  pro- 

.  pofcíoB  ricv.y  X  -7^.  Si  multiplicamos  este  valor 

-2Lde  la  circunferencia  cuyo  radio  esPJf ,  por  |jr 

±ita4  del  radio,  será  -^  la  superficie  (2  60),  cu- 

.yo  producto  por  el  grueso  Pp  6  dx  es  ^^  ,  la 

qual  es  la  expresión  del  elemento  de  la  solidez  de 
todo  el  sólido  de  revolución. 

.  Y  como  en  el  supuesto  de  ser  r :  ^  la  razón  en- 
tre el  radio  y  la  circunferencia  ,  ha  d^  ser  (260) 
¿  la  atea  del  círculo  cuyo  riadio  =¿15  si  llama- 

mo$  p  esta  área  ,  y  substítuiolos  p  tVL  la  fórmula 
en  lugar  de  -¿-9  se  transformará  en  pyydxSit  don- 
de inferiremos  que  en  el  supuesto  de  ser  p  la  área 
del(  drculo  cuyo  radio  =1^  será  pyy  la  área  de  un 

cír- 
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circulo  :caya  radio  fr^,  pues  i*:y -í  :iay  (580).  Fig. 
Para  aplicar  estafiSrmukt  i  los  cásós  partíoulares, 
se  substioiirá  por  y  su  valor  en  x  sacado  de.  la  equa« 
clon  de  la  curva  generatriz  yfilf  ^  y  se  integrará. 

773  Cuestión  i.  Hallar  Ig  solidez  del  cono  en- 
gendrado  por  ^l  triangulo  rectángulo  ABD,  dando 
¡a  vuelta  al, rededor  del  lado  AB. 

Llamemos  AB,^  x  5  ÉD^y'^y  h  el  ángulo  BAÜ. 

Si  tomamos ^D  por  radio^  tendremos  cosu  :  sen 2/ 109. 
••  ^  •  y-'-^^  y  P^f  consiguiente jjy=J^5>^.     , 
Luego  el  cono  será  l..S.'^'xxdx=z^.'^.''iz=: 

-^.^  cyya  cantidad  (L646)  es  la  tercera  parte 

del  cilindro  que  tiene  una  misma  base  y  altura  que  él.. 
Por  el  mismo  camino  sacaríamos  que  el  cono  en* 
gendrado  por  el  mismo  triángulo  dando  la  vi^elta  al- 
rededor d^l  exe  6  lado  J&£> ,  sería  ¿ .  ^.  Luego' 

el  primer  cono  será  áí  segundo^ :  xr.stñü  :  cosu. 

774.  fcuestipn  2.  Hallar  la  solidez  de  un  conoide 
parahóliQo  ^  ó  de  un  paraboloide. 

Llámase  conoide  todo  cuerpo  formado  por  la  revo- 
lución de  la  ¿rea  de  alguna  de  las  tres  secciones  cóni-^ 
cas  dando  la  yudía  '^l  rededor  del  exe-,  de  la  orcjen^-í 
da^  ó  déla  tábgentéide.dicha  seccíop.  Quando  el^  sólido 
resalta  de  la  revolución  de  un^  semiparábola  girando 
al  rededor  de  su  exe ,  el  sólido  se  llama  conoide  para- 
bélico  ó  paraboloide;  Se  llama  conoide  elíptico  ó  elíp-- 
soide^y  si  ,se  origina,  de  la  revolución  de  una  semi- 
Jí?lip3e  al  rededor  del  unO  de  sus  exes  j  quatido  la  .  ;. 
atea  ejíptíca  di  ía  vuelta' al  rededor'  del  eke  mayor 
de  la  curva,  engendra  ei  elipsoide  prolongado  ^  y  sí 
da  la  vuelta  al  rededor  del  ex^  menor  ,  engendra  el 
elipsoide,  aplanado..  El  elipsoide ,  sea  el  que  fuere,  se 
Uamá  también  ^;t^r(?/</^.  Finalmente ,  quando  el  só- 
,Tom.II.  Dd3  li- 
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Fig*  lido  resulta  de  la  revolución  de  una  arca  hyperiK^ : 
Hca  al  rededor  del  uno  de  sus  exes ,  se  IhtrucQrtoiiU 
byperbólico  ó  byperboMde.  Todo  esto    presupueste^^ 
determinaremos  la  solidez  del  paraboloide.  ; 

Como  la  equacion  .de  la  parábola  es  yyl=jax ,  la 
fórmula ^-^w  transformará  en—?,  cuya  integral 
es  ^-+-C,  ó  í^  X  'Y'-^C.  Si  queremos  expresar* 

la  solidez  del  paraboloide  desde  el  punto  A  y  como 
en  este  supuesto  el  sólido  es  cero ,  quando  x  es  ce- 
ro, la  constante  C  ha  de  ser  cero,  y  la  solidez  se 
108.  reduce  á  7^  x  -|-  5  pero  -^  expresa  (6jf  2)  la 

superficie  del  círculo  cuyo  radio  fuese  PJIf,  6  la 
base  del  paraboloide  AMLA ;  luego  el  paraboloide 
es  la  mitad  del  producto  de  su  base  por  su  alta« 
ra  X  y  luego  es  la  mitad  del  cilindro  de  igual  base 
y  altura  que  éU 

'  Si  quisiéramos  apreciarla. solidézi  desde  uo  punto 
dado  Ky  t4  que  AKzz.  e  i  como  en  este  supuesto 
sería  cero  la  solidez  en  el  punto  A!*,  esto  es  ^  quaiido 
ápzre ,  la  integral  genefal  ha  de  ser  cero  en  este  ca- 
so, quiero  decir  que  ^  -f-C*^  la  qbal  será  — -+-C 

ha  de  ser  cero  5  luego  í^  -hC zí:9,  y  C:=— ~5 
luego  la  solidee"  de  una  porción  de  paraboloide  coow» 
prehendida  entre  dos  planos  pafaldos  dictantes  re»* 
pectivamente  ^r  y  e  del  vértiíie,  es  íí^*  — '— . 

.  775  Cuestión  3;  Hallar  lá  solidez  del  elipsoide 
prolongado. 
jj^  Si  llamamos  el  éx;e  mayor  AB^  ¿^€¡1  menor  CÚl 
*  i^  í  APy  X)  PM ,  y ,  la  ^uacioñ  de  lá  elipse  (29^ 
será  jj)^.=:í^  (^j? — ^xx^  Por  consiguiente  la  fórmu- 
la 21—  se  transformará  en  ~;dx{ad^ — *  ir) ,  6 

SrÁ^xdx^^'4x)  r  cuy^ntcgr^Yes^í^-V) 
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-4-C  9  Ó  solaoíente  ^  Q^.^^J¡L^  ^  sí  contamos 
la  solides)  desde  el  punto  jí. 

Pafa.sacar  l^i  solidez  de  todo  el  esferoide ,  hz?- 
remos  x=iAB=:a  ,  y  saldrá  ^(J^  — ^)  que 
se  ceduce  á  ^  =  ^  x  -L.^  /'ó  á  -^t  x  ^.aj 
fífero  -^'  expresadla  superficie  del  círcuto  cuyo 
diámetro  w^l^n^CD ,  y  por  lo  misino  —Aa^es  la 
Solidez  del  ciltíidro  circunscripto  al  elipsoide;  lue- 
go una^ve?  que  y,  por  lo  hallado  ,  la  solidez  del 
elipsoide  ^  -—Xf-—-  y  hemos  de  inferir  que  la  so- 
lidez del  elipsoide  es  los  y  del  cilindro  circunscripto» 
Ir  como  la  esfera  es  lo  mismo  que  un  elipsoide 
cuyos  dos  exes  son  iguales ,  será  taqibien  la  esfera 
los  4  del  cilindro  circunscripto. 

776  Por  el  mismo  camino  hallaríamos  que  el 
Áipsoid^  apianado  es  los  |  del  cilindro  circunscrip4 
to  i,  quiero  decir ,  que  en  el  supuesto  de  ser  a  y  3 
los  4os  exes  mayor  y  menor  de  la  elipse  generatriz, 

la^  solidez  del  esferoide  aplanado  será  ^  5  por 
éonsígüieñté  ^1  esferoide  prolongado  es  al  apla- 
nado ::  -^  :  ^  i: b:a  y  como  el  exe  menor  e¿ 
al  mayor. 

777  Si  en  lo  propuesto  (675)  hubiéramos  coo- 
tado la  solidez  desde  un  punto  determinadlo . A^  9  tal 
gue/f/ír=e^,  .hubiéramos  sacado  la  integral  gene^ 

Í^WSr("T"  ~rv)"*"^^  y  ^^^^  ^^  solidez  hubiera 
eOQpeaaik)  desde  el  pumo.  JT,  dicha .  integral  sería 
cero  en  este  punto  ^  esto  es,  quando  :(—e.  Pero  en« 

toiiccs.setrAn8foroiaen^(^ — ^)h-C¡  lueg© 

Dd  4  c 
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Fíg.  ^  (^  —  j¿)^C=o  ,  y  por  consiguiente  C  = 

_  j^(í^  _  íi  )5  luego  lá  expresión'  de  la  solide» 
contada  desde  el  punto  if  es  '^  ( -^  —  -í^) — 
^(^  —  -p)-  Esta  es  la  expresión  de  una  re-^ 
bañada  de  esferoide  comprehendida  entre  doi  pla- 
i|;ios  paralelos  .perpendiculares .  al^  exe. ,  entre  ios  qua- 
les  hay  lá  distancia  x — e. 

778  Cuestioh  4.  Hallar  la  solidez  del  byperbo^ 
¡oide  AMm  engendrado  por  la  byferhola  dajub  la  vuel^ 
ta  al  rededor  de  su  primer  exe. 

Xa  equacion  de.  la  curva  (329)  será  y^  'zzz 

1 1 1.  '^{^^'^^¡^)'i  siendo  a  el  prínier  eíe,  y  b  eí  segun- 
do, y  APz=.x.  Pero  (¿30)  rt  :  *  ::  í^  rprz-!^; 
luego  b^=:ap ,  y  —^  =:  -^.  Luego  la  fórmula 

Si  hacemos  xz=za^  el  conoide:  hyperbóüco  será 
;^.  -¿-(fi)  =  '-t^C^ySi  hactmo,  r:c::ai^; 
$er,á  este  quarto  término  la  circunferencia  deí  ra- 
dio  a.  5i  multiplicamos  esta  circunferencia  por  ^  > 
sacaremos  -^,  superficie  del  círculo  cuyo  radio 
.  zza.  Si  multiplicamos  esta  superficie  por  -^-^  saca- 
remos un  cilindro  cuya  altura  será'-|-p,,  el  qual 
tendrá  con  otro  cilindro  de  la  misma  base  ^  y  cuya  al- 
tura iseá  tí  y  la  razpn  de  -■^-  :'a  ::  ^5^  :  6a.  Por  con- 

sjguieníe  un  conoide  hyperbóHco  cuy aliltura  es  ^[0^7 
ál  primeree, -es  al  cíimdro  de  igual  base  y  .al- 
tura, como  er  quíntuplo  del  parámetro  del  primer 
txe  es  al  séxtuplo  del  mismo  exeJ  Si  la  i  bypérbols 

fue- 


DEL  CALOíim  JNTS&ML.       4^ 

Juese  ¡equilátera ,:8e!rA¿.íi.í: -«ií-.y  .el. «suplid  hlívé^  ^^ 
•  bóUco  cuya,  3ltura._es¿ig;^.#;e^^fe.8^íá  ^.j^llis^rq 

de  la  misma  ,t)aae''^y,,  ígitura  domo  5  es  a  o.  . 

<'  7^9  ■  Cuestión^ 5? 'tífltfí'fe' PoMíP^ií^'F'^^íl^' 

bl  rededor  de  su  segundt'^xe,''- >^'Xi   !.>;'   .•   kÍ  íj9 

Sea  CM.  la  •  hipérbola,  igeoe^atríz., ;  iciya  -céíitld  1 1 3. 
está  xQxi  ui  i^y-  Uapeibos  .<^^ ^ ¿. »:.  su .sémifroEÓug^ó 
jíD ,.  a  $  ^P^  « )  PJfif.y..  La oprpp^dad  áe  la  cuA 
va  (33»)  xiará- j{y 3:4^¿  -f- •—-  ^luego  ^yjjíite  se^ 
rá  =  p¿"¿^* -H  ^^  xuyaliítégr^l  pbixy^^  |^'^ 
=1  |-/>iA*4fH«]r/)y**  j  después- jde  iiíbstitíiido.írt-  iu- 

pión  de  la  cúry^  ^    ^  ^,      -.^4i«  ^it 

áez  del  cueípo  que  forma  lá  ar^a  Cyfi 

pp  de  dar  la  cueva  una  vuelta.         ^     ^ 

.  I  780  .  'Cue;stÍQn  jp^^Jiatlaf  ,él  sólido  f^rmadp ,  por 

ta\t^QlufÍQn  de  flfja,  p^érb^/^a  e'í^^itát^^^ 

totosi  .P^ra  hallar' el  valor  del  s¿lidtV\'ifigéndfíidD 
por  la  area  GFDB  dando  la  vuelta  al  rededor  de 
WS  ,    llamaremos    3íf  ~  FG  ; 'it ;    y  '  será    (  352  S 

¿w  irz  iy  ,3  .9-Jiy=^z;ir.í  cuyo  válof  Substituido  ea 

r^Syd^  áditá  ^Sf^^  X.  como  la.  integral  de 

~  ó  d^x'^dx  es  — ^-^C ^  seíá.la  expresión 

ikJ^iypiírbQlóidaiqBe  buBcamoi -;  {f — ii-). .  El 
i;^lór  £le  la  ^^6tt9t^frt)á  ^leo1[)Eitlarádi4>s>  con  ^úpoñél: 
que  el  sólido  es  nulo  quando  xrr.a  ^  en  qL^q^  éi^ 
puesto  C:iza}  i  luego  el  valor  cabal  del  sólidTo  será 

¿fe"  (f'--i^)#-r(?'  •■,<*^i  4=  «yi  á%"" 

U  iníerirémd^.  ^u^  si  cj^éci^i^.  la^  ^b$císas  ^n  pco^- 


F]^  gfé${Qd  «^ijieiick',  ide'iüóSo'.qüe  sea»  tf^  3(1,  30  &c. 
fétóa-ih  ^á8íídai'^i¿^ateá8'á'^-f'«^  'ífeulciplicados 

Cílféiit^  sff4fe¿r<í?(V.igVa4  aíoiiiíidro  qtigeadrado. 
en  la  misma  revolución^  portel  rectár^Io  ^FGC\ 
.¿i  ¿  6ii^ms9^ '^.■m^mr'fqoe^-lif  jiM'  salido lierá  Jiqppitivo; 
éÜqjiínBO'V'iti  fiuseti=;:'dVPo«'io!qQ¿  ,  :e^  «olido  iin« 
JbútnivtieTik  úttffrivn^mAt-nJiq^ot  «U  espacio  '¡GFLAÍ 
e*^infcp.^  y^  el!l<tti¿Yng^clFi:l3  .are^.iKíífíiVG  dán- 
dola vuelta  %\  reqedor.de  la  asymtota  j4L  es  infiaitO; 
^Si''^Cucsúóti'^.  ti Jilaf  ^Id 'soUdez  de  un  sóíiS 
parabáiico  AOBDA  vñ^drado  gor  -Igí.  fotaeim  .de  toa 

£í^.4^6id  hf^^f^lArede^r^lJ  ■_.,  .    ^ 

X14.  ..  Llamemos  <i'lái|ljscísa  iC^de  la  parábola'  dada» 
y'í'li,  sé¿Hípr4éñadk  AflfS'^HÍ;  j^  suponiendo  qmí 
sí/a  J&Mí^  üaá  sección  del  sólidfo  paí-alelá  áZ)C,  lla- 
maremos «..la  distancia  Ml^  ó  EP  que  hay  enjtre  la 
éxprésac^  iseccion  y  la  línea'Cfi.  S'édtado  esto',  la 
ptepiedad*  de-lá-  páíátóíá  (265)'  da  \Añíy  :{Eff 

'  c=Cilf— CPfcá^^  =  i^^^^iP^,  y  por  coip- 
Ts^giíiejite  keéi  ]f  x  ^Nj  t^.}^  x  (*♦  _  3  Wtt«-h.«^ 
la  éxfíresíbn  dé  la  ar.ea.^e  íaseccíoti  JBF  (672^. 
^  producto  de  esta  área  por  la  difelretfcial  <fo  dé 
^N  dará  J^  (¿*úf¿-J^2¿V^qFa^)^,  elemento 

tíel  solidó  que  buscamos.  i^trcgo-Su'íñtegfrltl^*(*^ 
u^<¿>«i-t-tttO  será  el  valor  dCi  1a.^U«d' idi^l  (bÜdd 


fá  !*Í^V    :  •-'    ,'-•■:--..    oLfi!        oí!.;  ,.:   oLür 


(>'• 


...  .A 


ix¿.  782  C\iesúonS.HaJkre¡vaJorde¡s¿ÍiihAtÉDA 
engendrado  por  ¡a  rotación  del  segmento  de  circulo  ACB 
'¿ti  tedédór  de  h  akt^dí  1Ú  óráeJáub  AE-    -  •  -    *'  ^^ 

Stt- 
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dio  OE  ,  r  i  Oflí,  m  j  y  ^1>,  «.  Será  OP  =:  frCOfi)* 
^  •( EPf]  =i y  (rr -^ WV  f  'WSl'tz  OP-^Jff^ 
'y(rr—^u)r'in.  Se  tfánsíbrmatá  »  püés  ;  étt.  éste  ci9Q 
la  fórmula  general  (67a)  éo  pduyi/ {rr-^rt^  —  wQ* 
t:  />ú¡M[r*— ia'-i-«*— 2OTy(r'— a')]  =  fáuir^—u^-^tÁ*) 
— —  /idb(2»By(r*  .—  tt*)  ^—  Smf).- -L»- -MtégtiaA  i^ 
j»¿»(8OTy(r'-r-«*) — 2wí*)  =  gnnpxáu-yi^irr — m)^»»^ 
=  2mp  xdux  EN: ,  será  z*np ,  X  área .  MNEQ. ;  \pgt 
consiguiente  toda  la  integral  ,  será  pu{r*  —  in*-r.\u*) 
— 2mp  X  área  JINEC ,  que  es  ig.  al  á  px.MN)i 
Í{AMy'-^MNT'\^2p%0My.  área  J^^fíC,  ía  qu4 
en  el  supuesto  de  ser  MNi=Mj^:es{,p  Y-\.(AMyi 
--2pxOM-KyíCM  ^  y  sefá  ^  y^lpr.  del*  ijjitaij 
<!l^l^  sólido.  •.  I    ,  • 

783     Cuestión  9.   Hallar  la   solidfm   dil  coirpa  116. 
prismoidal  á  dei  prismoide  AE,G^  y  siendo  los  quatro 
lados  AH ,  AF,,  CHk.CF.  .fupfrficffif.  pA*w,  j'  ADCBj 
£FGH  r4ctÁi%ulos  ^iados:\  p^-tUeJos^  wifocpn  otrc'      ~ 

'.,.  Uiím»mm^,i  iti\M>i.H.Mfíirfii  ME,  e .;  Ix 
a/tujra  .pw|)w4ifluiw  ¡dpi  .s(A\^ ,  >&  í  x\,  I«  ídístáncia, 
copsid^átidip)^  €09)9.. vaFÍ%He,iá., que  e$t4  idel-ípla-. 
119  ÉQ:,  i4Qa., sección  J(JU.\  del\sóUdQ.J&«?6hS;  cortA-un 
plano  paralelo  á  la  base.  Por  el  punto  liM^núsétt 
ipos.  :tir»da  en  la  sypeF§fii©;^/jí/la  /í^,|  incaled  á 
■C;^*  y;en  Ja  , cara  ^G  la  H^  $^^íúd»,,kv9Ci.  li» 
La  naturaleza  misma  ,4ei  la  jSguca,  fscá'  diciebda 
qiie  la  sección  /¿  e&  un  rectáqf^lo,  y  de  Ips.  tríán^í 
gulos  s^fDejantes.^P-B,  H¡tJ^  ^^ní^^sfí/oi^k :  *,;:  PB 
:^^Brr^fi,tl  ^Mxztm-'J^fiii  lí#  Ériáfljjulqs  -.^ 

•*#r^^i  JDa  estas  ¡pt»p9reioBe«.»!?j«rópióS(í/¿íf.---tJEi£ 

3^5  iueg^'/ilf^    • 


sio»  |JQ£.#j  j|r;^«:amos  después  la  integral  ,•  re- 
wltará  fe-^fH;:>.^^  M-^~»--  jí'-H-;?ejr  ,-  valor  del 
sólida  //^Z  ,,.  el  qual  quándo  xzzzb  s^  transfor- 

EH)k  (yfD-+-£F)]¿/&,  valor  de  todo  el  prismoide. 

Si  -BF^  e  llegara  á  ser  nula ,  las  lineas  £//,  Ply 
se  confundirían  una  oon  otra,  y  los  planos  AEHB^ 
^FGC  formarían  un  ángulo  en  la  parte  superior 
del  ^Udo ,  el  ijual  en  este  caso  tendría  la  forma 
áe  la  arnladura  de  ün'texadoj  su  solida  se  saca- 
ría  muy  fácilmente,    y  sería  iz{2ab'^bc)x\b  ^  ó 

i^AB+EH)  xAD>c  j;b. 

-  Si  fuese  EFzi  EH ,  y  AD  =  -rfS^  el  sólido  se- 
iría  un'trozo  de  pirámide  quadradá,  y «sü  solidez  seriar 
=  {a^'^ac^€^)y.  fb  t=: ^{mf-^ABy.  SH ^{Etíf^ 
X  fi^s  " y  ii  supiisiéraiúbs  ^ÉH^úlo  /  iresidcáifia  ta  soli- 
dez dé  toda  la  pitóHúdé'éuya»  bás6  fuesé't-^jB)* ,  y 
k  altufa  *  ,'  y  cuya  -solidez  «eria  =  (ABy  x  f/b.  ' 
V.  784  Cuest&)n  ko.  tíaUar4a  solidez  del  sólido  lla^ 
ffUíth  groirt'-  '-iiíjt}  .,  íw  ^y  '  ¿  /:,  .•;  '-^  'i 
h  jEI  s(»!idó^  que  loV'Autot^s  Ingleses  Ilankan  'gróíií 
es  de  ^íal  •  configuración^  ^ue  todas  las^  iecciohes- pa-^ 
tálelas  á  la  base  sóh  quadrados,  y  las  dos  secciones 
hechas  perpendiculaSrméhté  á  la  base  por  el  medio* 
dé  los^  lados '-^opuestos  -son  semicírculos»  Sea  9  pues^* 
efi^^  'UhAM  secíióSÍ  pal?áíéla  é  la"t>áse  )  llámeteos  *  la 

117.  diáeancía  -^'^qúe"hiay>desde  ^J^vírtiee  dH  sólido:  i 
dicha-  setcíoit^,  y  ttUfWng'athós  tfí«^  tl^áia  AB:£2B/^ 
de  Ja*,  segaoü  trirculái;  ANBMA  4>erpendicular  á  la 
base.. En  estos,  supuestos  será  bn-zz  V{iax—xx)  por 
la  *  natiiraleza  dél-círculo  (^41"),  el  lado  del  qua- 
ámxiQ  cJieg^'^^fái.  2ii^(24UPt^iv).;»  y  su  área* seca  4(2icr 
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-r->rjr).  Será  ,  pues  ,  el  elemento,  de  la  pocdon  cfegA  Fig». 
dd  grciii  =  4kíp(2tíjr^^»)v  ciqrajntegral  será  úgoíx^,. 
.¿_  tfl  ■  y  eipreSará  el  valor  de  dicha  porción, 

Luego  si  hacemos  jr=:¿,  xt^\x\}»,xi  ^-^' ,  éxpre-: 

sion  de  todo  el  sólidüT 

Por  el  mismo  camino  sacaríamos  la  solidez  del 
groin ,  aun  quando  las  séccióhéí  perperídiculares  al 
riiedio  de  ios  Fados  opuestos  eir  lugar  de  ^  ser  semi-* 
círculos,  fueseti' otras  curvas  qualesiquiéra ,  y  las  sec* 
dones  paralelas  á  la  base  fuesen  rectángulos  y  no 
quadrados. 

A  785  Cuestic»!  II.  Hallar  la  soli^ff,  de  la  i  pirú- 
Pfide  ó  cono  ABCD  f orinado  con  tiriir  mcbas  lineas 
rectas  desde  t§dos  los  puntos  de  un  plano  dado  BDC 
d  un  punto  dado  A  fiáera  de  dScbo  plano. 

Sqíí  EFG  una  sección  paralela  á  JSDC i^íanit-^^^^ 
mos  X  la  distancia  perpendicular  AQ  ¿  que  está  di- 
<:faa  sección  del  vértice^;  a^  la  altara  dada  j4P  del 
sdlido  9  y  ^  9  la  área  de  lá  base  BDC  que  suponemos 
dada-  ^  ■     . 

Por  io  dicho  (I.  640)  los  dos  planos  JffDC; 
MFG  son  semejantes;  y  cotno  las  figuras  semejan- 
te^  tienen  unas,  con  otras  la  misma  razón  que  los 
quadrados  de  sus  ladQS  homólogos  (610),  será 
(APf:  (AQf::  BDC:  EFG  ó  a^ ;  x*  ::6:EFG  = 
—■9  cuya  expresión  multiplicada  por  ájf ,  difer^n- 
cial  de  la  altura  AQ ,  ó  5^,  será  el  elemento  déL 
Sí(mo^AEGF=:S.'!^z=^^  / 

aerá^w^pues'^  ^.  ta:  solidez  deLsóli<lo  psopuesto^i 
^  786    Cuestión  I2¿  Hallar  la  'shlídesí-^e  ^wa-  éí^ 
gula  cilindrica.  » 

Llamamos    únguía   cilindrica    el    sólido  jfDBE  iig^ 
^é  resulta  de  cortar  «Q^^eüiadro  eeo  wi-pUoo  ohli^ 

cuo 


43b  V  TrRIN0>lJ^7X>Ss 

Fjg3T  cüa  4  lat  ¿ase  5  el  qual  para  escusarcompücacloaesy* 
á^fqncfrémoi  que  pasx'{Kv:(ol..eeiatr0  de  su  base.  ' 
:-    5i  íK>s  figura(?iog  ls7ÚpguÍ2i.cprtadf  con  planos, 
paralelos  íaBj3Ícameote  inmediatos  utios  a  otros ,   jr 
pei^ndicAjlares  á  la  l)áse^"yí£ff ,  las  secdories  seráii 
triángulos  semejantes  cuyas,  aupérficies  estarán  en  ra* 
3oa  de  los  quadcados  desoís;  Lados  It,9ra(ílogas (I.668)« 
Por  CQOsigüíente  5  $í.  ílacpaoioií  r  ^1  radio  CE  de  la. 
oase ;  ¿ ,  la  altura  DE ;  é  j^  >  la  base  PM  del  trían-, 
guío  PMÑ ^  tendremos  Q^D  iPMÑz:  rr  tyyi  pera. 
CEDz=i^t,  íücgo  PMN=i'£  —  ^:Lu€go. 
Sí  llamamos  ^Pj  x  n   será  dx  el  grueso  de  la  re«-' 
baoada  terminada  poi?  dos  planos^  paralelos  ^  y  será 
^  SU  valor.  Como  y  es  la  ordenada  deJcírcirfcí* 

que  sirve  de  base^  y  tsjyzsiarx^--^x  (241) ,,  la^; 
reUnada  elemental  será  ^^^^'"r^"^.)  6  /^(ar¿^ájr— 
íTjpiar)^  cuya  integral,  contando  desde  el  punto ^4> 
eí  ~^f  d{í*-— ^^.  Por  consiguiente  y  sacáremos  el 
valor  de  todo  el  sólido  con  hacer  jr=:2r,  y  re- 

«litará  i;[Ar'~)^  ^  "f  ^^%  ó  ^  x  ^r,ó 
CED  X  -f-^C,  6  finalmente  CED  x  -i  ^B;  quie- 
ro decir,  los  dos  tercios  d^el  prisma  cuya  base  fuese 
el  triángulo  CED  ^  y  la  altura  el  diámetro  ÁB.  ' 
787  Cuestión  13-  tíaííar  la  súlídez  de  una  únguld 
eÁnica  EFGC  cortada  en  eí  cano  ABC  con  un,  plana. 
EFG  que  pasa  por  su  base.^  ^  ^  ^      .     , 

isa  Sea  ^D  la  altura  perpendicular  "del  c?oáo;*tílí*é-^ 
mos  la  -^Af  perpendicular  áiífí'^'  exe  de  laipecdow 
FECh^^  y^»ei:JR^  ocra ^seccipn niel ^^aq  hacharon 
un  plano  que  pasa  por  el  vértice  ^^  y  ía,  linea  FG^ 
'  Estq  «puesto^  los  dos  s(51idos  C^FG  5  EAFG^ 
cuyas  bases  son  s^f^varaeoí^  J^9^3  FEG^  se^. 
'  rád 
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rán    por  lo   probado  poca  \  ha»  ()685)    respectiva-  Figít 
mente  FCG  x  í^A  y  ^^G  x  ^AMy  restando  el  ?e-t^  -  • 
gúndo  del  primero  :»  &tf  ^difei^endA  ^^g^^^-^^gx >^ 

será  el  valor  áe  la  úngula,  (f^P^'  ,  '  ,/.  *  • 
..  S¡  las  bases  FCG  y  -ÍSG  faesen  secciones  cóni-  :.  ^ 
cas^  se  buscarían  sus  áreas  por  lo  dicho  (645  y  sig.j 
y  se  resolvería .  la  cuestión.  Supongamos  v.  gr.  Id  HE 
paralela  &  ^5^  la  feecbíoñ  FEO  «érá  (^64)  üh* 
parábola ;xuyá  área  es^  <649).4Jn&K  JBí/v;.  iuego  ii^ 
«QUd^  4eA  segítíentOi^FG4=^?< /ÍS  X  £H:<4^i 
y  rebaxando  esta  cantidad  del  sólido  CFGA  ^  el 
tesiduo  será  ¿1  valor  de  la  ^línguía. 

Um  del  :c4ícuIq  inte^al  pqra  i>ál¡fiar^  ¡as  ^up&cfiekí^ 
curvas,  jie  los  sólidos.   "  "     ."* 

^88    Trataremos  aquí, 4e  las   superficies  de  los  123* 

sólidos  de  revolución.  ,Para  cuyo  fín  nos  figuraremos 

gtie  mientras  la  cupfa.  AM  drf  la  vuelta  áf^edfedpr  ^  ,^ 

deu^P,  sú  pordoníil^íw  InfinitarAiénte' jíeflui^ha  traza '*^* 

una  zona  ,  faja  6  poréiDíi  de  cohó  trün<!aao  ,Hí  quat 

¿s  el  elemento  de  la  superficie  ^  é  igual  con  ¿1  prtv¿ 

ducto'de  Mm  por  tecircuaferenciacuyo  radio  fuese 

la  perpeKidicular;^irada  desde  .el  medio  de  ^fiory^fP^ 

éy  »lo  f\ixé  es  la  propiay  una  vez  que^  iífiw  \es  Infinita»* 

iñente  pequeña,  por  la  circunferencia  feuyó  fadíd 

ésícse  MP  ó  c;l  diámetro  ::/ÍÍM.'  Luego  ii  llaniamos 

j^>lá  razón  enti'e  la  circunferencia  y  el  diámetro',  lá 

Circunferencia  del  círculo  cuyo  diámetro  fuere  MMi 

ir .ay  y  será  9pjk'  Será*,  ^es y  2pyV(dxf^dyt).€l  el¡e& 

iKíeiito  de  la  superñde  de  Joi  soiidos.de/  rcvolutíoiu 

i  .  ¡Sí^llamáBamos^  ^u  la ,  <&irva  AM^  sería  Mm  zz  du^ 

jr  substituyendo  «1 '  5^yí(¿íip?4-/g^?)i  ifa  en/ lugar  de 

V (dn^'^'dy^)  9 '  la  fórmula  ;  se  iroavertírías -fin  ¿stotra 

stj^dú  y  que  paifece  mas  seadUa.       >^   ; . .   ..:    «.;  V 

.  s.i  Cues*"^' 
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Pig.       789     Cuestión  1.   Hallar  la  superficie  del  ccm 

recfo  ABD. 

Nos  figuraremos  el  cono  cortado  con  un  plano 

MNG  paralelo  á  su  base ;  siendo  el  exe  ^P.  Si 

llamamos  jíB^  a;  BC^  t;  PM^y;  AM^  u;  los  trián- 
191»  ^ulos  semejantes  jIBC^  AMP  darán  AB :  BC  :r  AM 

;  MP  ^  esto  ^  ^  a\b  wu  :  jf  rr  ^,  Substituyendo 

¿ste  valor  dcjrcn  apjKrfii,  resultará  ^^7^  elemento 
de  la  superficie  del  cono  pardal  AMN  ^  cuya  inte» 
gral  ^  será  el  valor  de  la  supeTfi(:ie  del  mismo 

cono*  Quando  wzz.a ,  la  expresión  ^  expresará 

la  superficie  de  todo  el  cono  ;  y  como  entonces 

«^  sr  2^  rní^p  ^  será  la  Superficie  conVexát  dcj 

todo  el  cono  =/»  X  AB  x  BC. 

790    Cuestión  2  Hallar  la  superficie  áie  la  esfe^ 
ra  AMBM'A  cuyo  radio  CM  rz  a. 

Llanoarémos  AP  ,  xi  PM^  y}  AM  y  u  \  y  será 

t29.Mfnzzdu  :  PpzzAín-zz  dx.  De  los  triáoguios  senie* 

.    jantes  CPMy  Mmn  sacaremos  PM :  MC  ::  Mh :  Mm^ 

esto  ts  y  :  a\:dx  :  du=:-^.  Substituyendo  este 

valor  de  du  en  la  fórmula  ipy^  ^  resultará  2padx^ 
Y  por  consiguiente  la  superficie  z=  2pax  =  AP  x  dr-* 
cun£  AMBRTA.  Como  %ap  es  la  periferia  del  drcu- 
^  lo  AMBM'  ^  y  la  periferia  multiplicada  por  la  mi* 
tad  del  radio  a  vale  la  área  del  expresado  drcu'* 
lo  (I.556)  5  dicha  periferia  multiplicada  por  a  valdrá 
d  duplo  de  dicha  área,  y  si  la  multiplicamos  por 
aa—AB y  el  produao  AB  x  peri£  AMBM'  será 
quádrupio  de  la  área  dd  mismo  drculoi¿  Y  como  en 
Á  supuesto  de  ser  x'^zAB^  representa  la  fórmula 
la  superfide  de  toda  la  esfera  ^  s^ese  que  la  super* 
fide  de  .«oda  la  esfera  es  quádrupla  de  la  área  de 
uno  de  sus  drculo»  aiáaomoa  ^  CQofiMrme  ya  lo  te- 
ñe- 
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nemos  averiguado  pd*  otro   camino  ( I.754).  F¡^ 

Luego ,  ya  que  AP  x  periférica  AMBM'  es  la  su- 
perficie del  segmento  esférico  AM'PM ,  inferiremos 
que  la  superficie  de  un  sementó  esférico  es  ala  su«  isa^ 
perficie  de '  toda  la  esfera  ::  AP  x  peri£  AMBM'  : 
AB  X  perif.  ÁMBM  ::  AP  :  AB ,  esto  es  ,  como  la 
altura  ó  grueso  del  segmento  al  diámetro  de  la  esfera. 
791  Cuestión  3.  Hallar  la  ^superficie  del  paraba- 
hide  engendrado  de.  lafarábola  AM  al  rededor  de  su 


exe. 


La  equaciort  de  esta  curva. yy-zzax  dá  ;r  =  ^  i93- 
dx  -  *^ ,  y  dx^  =  *^  5  luego  Vidx^-^dy^)  = 
v/(c(y*H- 122^)  =  ^^^*-^.  Luego  lá  íbrmtir 
la  cipydu  se  transformará  en  í^  x  {a*  -\-  /\.f)i , 
Para  integrar  esta  diferencial ,  acudiremos  á  un  medio 
muy  socorrido  en  muchísimos  casos  parecidos  á  est^ 
haremos  (tí*-i-4j;*}í  =  a ,  y  fl*-+-4y  =  «{*  5  di- 
íér:enciarénK>s ,  y  saldrá  Bydy  —  2zdz  ,  cuya  cantidad, 
dividiéndolo  todo  por  4  ,  dá  2y4y  =  i^. '  Si 
hacemos  éri'^(rt*-K4y)i  las  substituciones  cor- 
respondientes, saldrá  ^^fa'-*-^'^)izz^-^^z=z'!^^ 
cuya  integral  es  (608)  -gi  ,  y  co¿o  «^"d: 
(<i*H-4y)T,  sigúese  que  la  integral  de  ?^-*(«*h1 

4jf ;  t  es — ■■ —  ;  compiétando  esta  integral 

^^  ■'.      :•    ....     -.i  ■       :  •.•  •  • 

como  pide  el  supuesto  áey  =z  0(611),  será 
■p(<í*-H4j{y)l-    ■    pa' 
' '-7 ■■ -r-  el  valor  cabal  delasupcr* 

ficie  del  paraboloide. 

:  ,Tom.íI,  Ee  Cues- 
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Jfig,      798    Cuestión  4.  HaHar  la  superficie  de  un  esfe- 

roide. 

Figuremos  en  ACFHGA  la  mitad  del  esferoide 
f  34,  propuesto ,  engendrado  por  la  revolución  de  la  se- 
mielipse  F.^  al  rededor  del  exe  ^H ;  y  llamemos 
^H,*5  FH  óHG,c-,BH,x'^BC,y:  FC,u, 
La  naturaleza  de  la  curva  dará  j'  =  ■iV{a''-xy, 
luego  í6r=  ^  Zf^r=^) f  y  POf  consiguieote  du  = 

t/(rf^'-»-  ¿/)  =  V(rf**  -^Ví^íy)  =  •  • 

»rV[.*-(..-cc)«>]       -^jL^^^.^!!!!    (con  hacer  .  . 

Vfa»«-^«)  =  ^)  == iü \    Por  consi- 

¿uiente  a/jyrfw  será  ^V(~i,  -  J?*)  i  cuya  inte^ 
gral  expresada  con  una  serie  infinita  es  2pcx  x 

.   /t— t!fi _»líí_  _- jJtlíL   Scc.) 

La  integral  del  elemento  hallado  de  la  superficie 
del  esferoide  se  puede  sacar  mas  fácilmente  por  me- 
dio de  la  quadratura  del  círculo.  PorquQ  «i;  desde  el 
centro  H  ,  y  con  un  radio  =  -^  trazamos  el 
círculo  lER^  y  prolongamos  hasta  E  la  ordenada  BCi 
es  evidente  (340)  que  BE  =  V{^  —  ■«*)»  7  que 
el  elemento  dé  la  área  EIHB  será  dx\/[y^  —xx), 
d  gual  tendrá  con. el  elemento  ^v/(ií-**)  de 
la  superficie  la  misma  razón  qu?  t  con  2it ,  y  sus 
int^ralés  lehdránitambien  4a  misma  tazoa  Y  como 
la  última  expresa  la  superficie  CFGD ,  se  sigue  que 
«9(a  superficie  es  =  ^  x  5JB/F1/  =  a#^  »< 

-^  X  BEIFH. 

Es  de  reparar  que  esta  resolución  sirve  para  el 
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es&roide  prolongado  j  pero  si  fuese  AH  iel  exe  me-  Fig^ 
nor^  el  esferoide  engendrado  por  la  semielipse  FAG  se-- 
rá  aplanado  j  y  como  AH  sería  menor  que  FH  9  el  va- 
lor át  b  1ZZ  V(a* — c")  sería  itttposibic,  Pero  si  hi-: 
diéramos  b  zz  V\c^^a^)  y  >»  z±  y ,  la  cantidad 

rWjí^v/(^7>^-H-ir*)];  La  integral  dé; esta  difereticfc¿l 
se  hallará  por  medio  de  los  logaritmos ;  porque  pode^^ 
paos  transformar  la  parte  variable  dx\/{fn-^d(;^) 

en  -*— ^  lü'  — ■ — ^  • — :-"  ~ 

♦    .        . . '    *  '  '     "      .  ' 

\m'xdx^x^dx  \m^xdx  ,     .        ''         '*'  * ' 

el  primer  término  se  integrará  por*  lo  dicho (608)^  y  /:i 
hfiUíírélios  que   su  integral  ±:  \^/ {n^üí^^x^)  ^  y  aña-    *  - 
díéndofé  á  esta  caritidad  la  integral  dd  otro  térmi-* 

_    .      ^ni'xdx       '\    ,     ^m^dx  '     - 

no  ' -^ — ''    ^     '••     ó  -: — ''    ■    '  ''     •     sacarémoí^ 
y{m'x^'^x')        V{fn'-^x^) 

^V(W''--^v.t^^).Ü^;T¿^  :x  L.[x'^-\r{m^ -^  x>)], 
cuya  expresión  seíS  la  integral  de  dxVim"  -f-  J^*)." 
Multiplicándola  por  -^  ,  y  practicando  lo  di- 
cho  (6x1)  resnltari  -^  x  \/(m*  h- ^*) -^  jj^^i» 
3^.¿;^^-^^W-^..o.g.^  Tvalor  ;4e'la  superficie  del 
esferoide  aplanado.  " 

793    Cuestión  5.  Hallar  la  superficie  de  un  conoide 
byperbólico. 

Llamemos  a  el  primer  exe  de  k  hypérbola  ge- 
neratriz; r;  su  conjugado;  y  jp,  la  distancia  entre 
la  ordenada  y  el  centro  de  la  curva.    Por  la  pro- 

Ee  2  pie- 
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Eg*  piedad  déla hypérbola  será  j'r:— /(**—!»•)  ,  loé- 

y  2pj?¿íi  =  2/>yv^(rfjr^  H-  4y^)  será  2^  x 
V^jj^A-i-ccycx. — «^J,  cuya  cantidad  y  con  suponer 
j;:g^  =  m%stxi  1^  V(^'-T^*>  ^  de  la  qual  ha^ 
Haremos  la  integral  por  el  miamo  camino  que  en, 
*  la  última  cuestión  ,  =  ^y/t^p^)  _  ^^  ^ 
lJ^x-¥-V{x^ — ^'^)\^  y  añadiendo  la  constante  ha- 
llada con  suponer  x  zz  a  ,  será^v/(jrjr— «^) — 

pc^-^pcm  >i  lX ^1  ,  verdadero  valor 

de  la  superficie  del  conoide  hyperbólico. 
I ^7«  \  7^    Cu^tion  6.  Hallar  l¿t  supfrfiaie  del  gtóku 

-  Sea  cgef  una  sección  cíe!  sólidp  pawlela  á  su  bar 
se,  y  llamemos  áp  la  distancia. éi .qu?  ejtá  4^1  Víér^ 
tice  ^;  llamemos  u  el  arco  correspondiente  yin  de 
ta  sección  semicircular  NnAi  y.  su  radio  AB  3 
BN ^a.  ,  i.  -.      ..y  i  •,.     /, 

;  Consta  que.  du  ±3  ;é(í¿~So  C^  ^^)- v  m^WpU- 
cando  esta  caatidaíj  pop  a:^(2¡¿W':T-xjpJ|  valpí;  de  ¿"p  r^ 
2gn  y  resultará  2adx  (68^)  ^  elemento  de  una  de  las 
quatro  superficies  iguales  convexas  que  terminan  el  só« 
Hdo.  Luego  toda  la  superficie  del  sólida ,  no  contando 
1^  de  }a  base  ^  será  r^^a^ ^^a  qual  por  lo  misaao  Qs  ca^- 
balmente  dupla  de  la  base.  '  .  i .     *  , 
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795  TJL  asunto  de  la  Trigonometría  Esférica ,  e^ 
MJj  enseñar  como  se  resuelven  los  triángulo^ 
formados  en  la  superficie  de  un  globo  por  tres  ar-- 
eos  de  círculos  máximos.  Esto  mismo  está  diciendo 
que  en  esta  Trigonometría  solo  se  consideran  arcos 
de  círculos  máximos ,  por  ser  la  distancia  más  cor* 
ta  de  un  punto  á  otro  en  la  superficie  de  una  es«- 
fera  un  arco  de  círculo  máximo ;  porque  si  esta  dis- 
tancia se  midiese  con  arcos  de  círculos  menores,  ja-' 
mas  se  podria  saber  su  verdadero  valor  ,  pues  entre 
dos  puntos  dados  en  la  superficie  de  una  esfera  se 
pueden  tirar  una  infinidad  de  arcos  de  círculos  me^ 
ñores  ,  del  número  de  grados  que  se  quiera  ,  siendo 
así  que  por  dichos  dos  puntos  no  se  puede  tirar  ma< 
que  un  arco  de  círculo  máximo. 

796  Liámanse  polos  de  un  circulo  máximo  íoi 
dos  puntos  de  la  superficie  de  la  esfera  que  están 
en  los  extremos  del  diámetro  que  atraviesa  perpen«^ 
dicularmente  el  plano  del  mismo  drculo*  £1  diáme-* 
tro  que  pasa  por  los  polos  de  un  círculo  se  llamai 
el  exe  del  mismo  circulo. 

797  Es  evidente  que  dos  circuios  máximos  qua- 
lesquiera  trazados  en  la  superficie  de  la  esfera  se 
parten  uno  á  otro  en  dos  partes  iguales.  Porque 
ambos  círculos  tienen  sus  centros  en  el  centro  mis* 
mo  de  la  esfera ;  luego  se  cortan  en  dicho  centro; 
luego  la  linea  de  intersección  6  la  sección  común  de 
los  planos  de  los  dos  círculos  pasa  por  el  centro ;  es, 
pues  9  un  diámetro  común  á  ambos  círculos.  Pero 
codo  diámetro  divide  el  círculo^  cuyo  e#'en  dos  par- 

Tom.  11.  £e  3  tes 
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Fig*  tes  igualer;  lti«gf  les  dps  drcijtbsí  se^  di^en  mutua- 
mente en  dos'  partes  Igilale^.    * 

7^8  Si  dos  circulas  máxtmos  se  cortan  per^ffH 
diculárméníe  y.  cada  uno  dd  ¡os.  dos  passL  por  los  pohs 
del  otro. 

Porque  los  polos  están  en  un  exe  perpendicular 
al.  pktua  áA  étcculor  luego  estin  (L598) 'en  un  pla- 
no  perpendicular  al  plano   de  su  círculo  ^  el   quai 
pasa  por  au  centro  ;  luego>  están  en  el  circulo-  que  le 
ea  perpendicular.  Lo  propio  se  verifica  respecto  de" 
4os  ó  muchos  arcos  perpendiculares  á  otro  arco,  por-» 
que  todos  se  encontrarán  en  el  polo  de  este ,  óá  90* 
de  distancia  de  dicho  anco*.  Recíprocamente,  un  arco^ 
que  corta  uno  ó  muchos  arcos^^  á  90*  de  su  intersec-^ 
cion ,  los<  corta  todos  perpendicularmente  ,  pues  todov 
fscos  círculos  pasan  por  sus.  polos* 
135. '    799^    Sea  BCF  el  diámetro,  de  un  globo  ó  de 
una^  e$£bra  ,  en  cuya  circunferencia  se  havarn  tra^i 
asado  dos  círculos  maráñaos  BLFH ,  BMFD ,  que 
9e  cortan  en  dos  partes  guales  en  JS  y  J^ ;  si  tra-^ 
zamos   otro  arco    LM  90^  lejos  de  los  puntos  B 
j.  F ,  este  arco  tendrá  sus  polos  en  los  puntos  B 
y  F ,  será  la  medida  de  la  distancia  de  los  puntoar 
¿  y  ^9  y  &^<*^  ig/MÍ  al  ángulo  que  formarían  en  et 
camro.C  de  la  es&ra  los  radios  LC  y  MC  tíradoar 
^  los:  plintos  I4  y  M.   Luego  aera  igual  al  angula 
que  forman  los  planos  de  los  dos'  círculos  B'LFHB^ 
BAFDB'y  ó  igual  al  angula  que  formarían  en  el 
Ifunto  B  dos  tangentes  GB ,  EB  de  los  drc^ulos  BMy 
JP// ,  tsto  es  ,  al  ángulo  esférico  LBM^  luego  para 
medir  un  ángulo  esférico  LBM  ,  se  ha  de  trazar 
un  círculo  á  la  distancia   de  90^  del  vértice  B  del 
ángulo  dado;  el  arco  Z  If  comprehendido  entre  los 
lados  del  ángulo  ,  será  su  medida ,  y  será  al  uiismo 
tiempo  su  polo  el  vértice  B  del  mismo  ángulo. 

800    En  un  triángula  erférica  rectángulo  ,  hs  áfH 
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gtdos  son  de  ¡a  misma  especie  que  ios  iodos  opuestosi  Fig; 
quiero  decir  ,  que  un  ángulo  agudo  siempre  es  opues« 
to  á  un  lado  agudo  >  y  un  ángulo  obtuso  á  un  lado 
obtuso. 

.  Sea  el  triángulo  FXI  rectángulo  en  K  9  cuya  13^. 
lado  FK^  y  la  hypotenusa  FI  se  prolonguen  hasta 
el  punto  B  opuesto  al  panto  F.  Los  arcos  FI^Bj 
FIS  serán  de  j8o^  ca4a  uno  i  %i,FK  fuere  agudo,  .^ 
4r^,sq(á  obtuso j  y  por  ..ponsiguiente  el  ángulo  FIK 
agudo  es  opuesto  al  lado  agudo  FK  en  el  triángulo 
fXIj  y  el  ángulo  obtuso  BIKes  opuesto  al  lado  ob« 
tuso  BK  en  el  triángulo  £A7  también  rectángulo  eo 
jfC.  Queda ,  pues  ,  patente  que  si  el  lado  FK^  dado  en 
un  triángulo  e&féripo  rectángulo  ,.pasa  de  90%  el  ángur 
lo  opuesto  también  pasará  de  90^. 
.  80  £  Si  los  Jados  de  un  triángulo  esférico  rectángu^ 
h  fueren  de  una  misma  espi^cie  ,  esto  es  y  ambos  agudos 
¿ambos  obtusos  ,  la  Jbypotenusa  siempre  será  aguda  ,  jr 
si  fueren  de  distinta  especie, ^  la  hypotenusa  siempre  pa^ 
sará  de  90"^. 

Es  patente  que  en  el  triángulo  esférico  FIK  rec« 
t&ngulo  en  K^  cuyos  lados  FK  y  KI  son  agudos, 
ia  hypotenusa  FI  es  también  aguda ;  pues  si  toma^ 
xnos  FM  de  90* ,  también  será  FJL  de  90^  ,  porque 
el  arco  LM  tendrá  su  polo  en  el  punto  Fi  luego 
FI  no  llegará  á  ^^  Supongamos  que  en  el  trian* 
j^ulo  BIK  los  lados  BK  y  BI  sean  obtusos ,  y  que 
el  ángulo  B  llegue  á  ser  reao ,  entonces  la  hypo- 
tenusa KI  será  aguda ;  porque  si  BK  y  BI  pasan 
.de  90^ ,  sus  suplementos  FK  y  FI  no  llagarán  i, 
^o^i  luego  en  el  triángulo  FIK  también  rectángu- 
lo en  F,  la  hypotenusa  IK  será  mei^or  que  qoñ. 
Pero  la  hypotenusa  KI  esicomun  á  los  dos  triángu- 
los i  luego  el  triángulo  BKI  rectángulo  en  B ,  cuyo» 
dos  lados  son  obtjusos  ,  umbien  tiene  aguda  la  l;^pa- 
«enu«u   . 

Ee4  Sí 
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Fig.  Si  los  lados  fuesen  de  diferente  especie ,  como  en 
el  triáogiüo  BIK  que  suponemos  rectángulo  en  K^ 
euyo  lado'  J9/C  pasa  de  90%  y  KI  no  llega  ,  la  hypo- 
tenusa  ¿/pasa  indispensablemente  de  90°»  pues  enton- 
ces su  suplertténto  IF  es  agudo ,  conforme  se  ha  pro- 
bado. 

802  Si  consideramos  también  los  triángulos  FKI^ 
125.  BKI  rectángulos  en  K  ,  nos  haremos  cargo,  en  vir- 
tud de  lo  dicho  hasta  aquí ,  que  i.^  Si  los  dos  áiH 
gulos  obliqüós  fueren  de  una  misóla  especie  ,  la  hy- 
potenusa  no  llegará  á  90^ ,  como  en  el  tiiángulo  FAJ 
cuyos  dos  ángulos  son  agudos,  d.®  Si  los  dos  ángulos 
obliquos  fuesen  de  especie  diferente ,  como  ^en  él 
triángulo^  jBK/,  la  hypotenusa  jBI  será  mayor  que 
90%  porque  los  dos  lados  también  serán  de  difererfi 
té  especié.  3^®  Si  la  hypotenusa  fuere  agada  ,  los  án- 
gulos y  los  lados  serán  de  la  misma  especie.  4?  Si 
la  hypotenusa  pasare  de  90^,  los  ángulos  y  los  la- 
dos serán  de  diferente  especie ,  como  en  el  triángu- 
lo BIK  ,  cuyo  ángulo  /  es  obtuso  9  y  lo  son  tam^ 
bien  el  lado  BK^y  la  hypotenusa  BI^  siendo  así 
que  el  ángulo  i?  y  el  lado  IK  son  agudos,  g.^  Sí  lá 
liypotenusa  y  el  uno  de  los  lados  fueren  de  la  mis- 
ma especie ,  el  otro  lado  y  su  ángulo  opuesto  serán 
indispensablemente  agudos,  como  en  el  triángulo  BIK. 
6.®  Quando  la  hypotenusa  y  el  uno  de  los  lados  fue* 
ren  de  distinta  especie ,  el  otro  lado  y  su  ángulo 
opuesto  siempre  pasarán  de  90^ ;  y  asi ,  como  en  el 
triángulo  BIK  la  hypotenusa  BI  es  obtusa,  y  el 
lado  IK  agudo ,  el  otro  lado  BK  no  puede  menos 
de  ser  obtuso ,  igualmente  que  su  ángulo  t>puesto 
BIK. 

803  La  misma  figura  dará  á  conocer  en  los 
triángulos  esféricos  rectángulos  todos  los  casos  du* 
dosos ,  esto  es ,  aquellos  donde  no  se  puede  hallar  un 
lado  y  un  ángulo ,  á  no  ser  que  primero  se  sepa  sí 

son 
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son  agudos  A  ttbtüsos.  Cos  triáfigcilo»»FK/^  BKI^  Figl 
íambos  rectángulos  en  X,  tíeneo  común  el  lado  /Xj 
^í  ángulo  F  del  ema^  igual  al>ángaib  É  del  dtro; 
pero  aunque  estas"  do9  t!ai]tídaa¿s  iscki  átíáfs  tfiQÍsnia$ 
en  cada  triángulo,  todas  las^  deínaá  clfeerfepari!,  ^pór-  i2g» 
que  la  hypotenusa  FI  es  aguda  ,  la  Éíy|)otenusa  BI 
es  obtusa }  el  lado  l^X  es  agudo  y  "el  lado  BK  es  obi 
tuso;  el  ángulo  2^/X  es  a!güdoV«l  ángulo  5/JC  es 
obtuso;  Por  con9?f$á¡€«ité^/dado  linf>át>gdo  y  su  lado 
opuesto  ,  no  se  pueden  determinar  láá  otras' trfes  par* 
tes  de  -un  triángulo  esférico  rectángulo  ,  á  no  ser  que 
primero  se  sepa  si  pasan  ó  no  Ifcgan  á  go"*. 

804  Sea  ABC  un  triángulo  esférico ,  FED  otro  1 26. 
triángulo  etféricé^  tal  que  el  purítóK  sea  el  polo 
Hel  arco  DE  ;  el  punto  C ,  el  polo  del  arco  FE  j  jf*  : 
el  punto  B ,  el  polo  del  afeo  DF  j  eada  lado,  del  trian-- 
guio  FED  será  suplemento  del  ángulo  su  opuesto  en 
el  triángulo  ABC ,  y  cada  ángulo  del  mismo  triángulo 
FED' será  suplemento  del  lado  su  opuesto  en  el  trian- 

Tguló  ARC. 

Porqué/ya  que  el  püütó  yí^  es  el  polo  del  arco 
D'E  ,  el  ptínto  E  ha  de  estar  90P  lejos  del  punto 
]/í  (696)*;  por  la  misma  razón ,  ya  que  C  es  el 
polo  del  arco  FE ,  el  punto  E  estará  90®  lejos  del 
punto  C  i  luego  (696)  el  punto  £  es  el  polo  del  arco 
i^Cy  del  mismo  modo  probaríamos  que  F  es  el  polo 
de  BC^  y  lí  el  polo  de  AB. 

iSentádo  esto ,  prolongúense  los  arcos  AB  ,  AC 
hasta  que  concurran  en  />  y  Z  con  el  arco  DE. 
Ya  que  el  punto  D  es  el  polo  de  ABL  ,  el  arco  DL 
es  de  90*j  ypor  ser  E  el  polo  de  ACI^  el  arco 
El  es  de  90" }  luego  DL^EI^  ó  DL-hEL-^IL  ,  ó 
DE-hlL  vale  iSo"*.  Pero  IL  es  la  medida  del  án- 
gulo A  (  696  )  ,  por  ser  de  90®  los  arcos  AL  ,  Ali 
luego  DE-hA  vale  180**;  luego  DE  es  suplemento 
dal  ángulo  A.  Del  mismo  modo  probaremos  que  FD 

es 
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Fjg.  es  suplemento  de  B^  y,  EE  suplemepto  ^  C. 

Prolon(9]én[^>s  el .  arco  vfC  hasta  que  coacurra  e9 
Niff>T^'J^E.  SÍfis  dqsi  arco$  ^/»^iy¡,sap  ^fida  uoq 
^e  90**,,  put$ft  /g/^^C  6og^  lo«  poM  de ,1o$t, arcos  Dfí^ 

.-  FE.;  \vi^^,^^QN^^.JÍI^AC^4N^Ó  IN^AC 
Tale  1 80^  í  pero  IÑ^  eg;  la  rnedida  del  ángulo  E  (696), 
por  ser  el  punto  ^E  p^o  de^  INi  luego  E^AC  vale 
^8of ;  luego  £  «es  suplt^cpwtQi^d^  ^C*  I^  mismo  tno** 
^o  prabaríaímos  .cyjif?  lÓ  es  MipLcxomto  <ie  ^i5,  y  F 
es  suplemeotoxde  CBv 

'Resolución  de  loi  triángulos  esféricos  rectángulos. 

So^  3ea  \m4  pirámide  GBPQ  forniada  de  quatr» 
197.  triángulos  rec^áqgulos  GBQ ,  GfiP  ,  GPQ ,  BP^ ,  ¿ 
sean  yfi?,  ^C.y  j9C  tres  arcos  de  círculo  trazados 
desde  el  centro  6  ,  y  con  el  radío  GB  ^  cada  uno^ 
conforme  se  echa  de  ver ,  en  un  triángulo  distinto ;  es 
evidente  que  esto9  tr^s  arcos  de  círpulo  formarán  vm 
triángulo  esférico  BjíC  rectángulo  en  jí  9  por  ser  pef^ 
pendiculares  el  fuqo  ai  otra^JiQkS  dos  j>lánc^  QPQ^  GBPÍ 
^i  suponemos  el  tadÍQ.=:;i9Copfi(kramós  la  hypotap^ 
luisacomo  el  radio  en^cada  uno  de.  los^  triángulos  rec- 
tángulos que  forman  la  pirámide  propuesta,  y  tenemos 
presente  que  tang  =  ~  1  y  .cojt  =1^(1.71  jr), 

«e  sacará  fácilmente  la  tabla  siguiente  que  expresa  los 
valores  de  todas  las  partes  del  expresado  triác^^ulo. 


ir 
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^ 


por    seno. 


I.*  El  arco  Bei^.ó^Y^  fd 
34 


eUngulo  ¿G^4     <^& 

s.'ElarcOjB^,  6> 
el;  ángulo  5GP.> 

3.»  El  arco -^,  ó > 
el  ¿Dgalo  P60'f 

4.*      El      ángulo  í     PO 
ABC  ó  QBP...  í  "M 

S°     El      ángulo)  BP.x ge 

i?C^.. .. §  BííxW! 


I 


For 

coseno. 

-^  aa 

en 

B? 
QPxBa 


QPxBíl 


BO 

BV 

"15" 


gT 


I  PgxJBC 


.  8q6  Es  facU  sacar  todas  estas  expresiones  de  la> 
dicho  (L720  y  724),  y  por  esto  nos  contentaren  27. 
liios  con  sacar  las  que  forman  la  primera  linea  da 
lá  taW'a.  Si  tomanios  por  radio  la  bypotenusa  GQy 
y  hacemos.  =  r  el  radio  de  laa  tablas ,  tendremos* 
GQ:  QB::  i  :  sen  QGB^  ó  sen  BCz=^  ^  pues 
es  BC  la  medida  del  ángulo  QGB ;  y  Gjg :  GZf ::  i; 
eos  QGB  f  ó  eos  BCzzz  -|^.  De  donde  sacaré-^ 
mos  tang  BC=i^  ,  y  cot  5C=:-||.  Solo  la 
última  linea  de  la  tabla  se  saca  de  las  dos  pri- 
meras proposiciones  que  vamos  á  sentar  ,  y.  se 

demuestran  todas  con  substituir  ep  cada  una  separada* 
¿nenté  los  valpres,  de^  los,  términos  ae  cada  proporcioa 
que  en  ella  se  expresa  ,  y  siempne  se  hallará  una  per-» 
fecta  igualdad  entre  el  producto  de  los  medips  y  el  dc^ 
los  extremos.  r 

'  807  En  todo  triángulo  esférico  ^^kQ  rectángidg^ 
én  A  p  el  sena  total  es  al  seno  de  la  bypotefiusa\  como  el 

se* 
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¥i^(  seno  de  un  ánguh  es  al  seno  del  lado  opuesto  ¡y  reefpra» 
''     camente. 

128*  De  donde  sacaremos  R  :  ^tñ  BC  ::  sen  BCA  i 
sen  BA  i  y  substituyendo  los  valores  que  dá  la  ta- 
bla 9  calculados  en  el  supuesto  de  /ü  =  i  ^  tendremos 

i:  ||-  ::  sen  BCA :  -JJ-,  de  donde  sale  sen  BCA 
^^  nrxQG  • 

808  En  un  triángulo  esférico  B  AC  rectángulo  en  A, 
et  radio  es  al  coseno  de  un  ángulo  ,  como  la  tangente  de 

^'  la  bypotenusa  es  á  la  tangente  del  lado  adyacente  a  dicho 
ángulo}^  quiero  decir  Kicos^  ::  tang  BC :  tang  AB,  6 
K:  eos  C  ::  tang  BC  :  tang  AC. 

De  esta  proposición  «acaremos  la  txprtsion  dd 
coseno  de  BCA  qual  está  en  la  tabla;  porque  coa 
executar^  en  la  segunda  proporción  las  substitucio- 
iit:s  correspondientes  por  medio  de  la  tabla ,  tendré* 

mos  I :  eos  C ::  -!§- :  ^p  ;  de  donde  sale  eos  C, 
6  eos  BCA  rr:  |J-J||  •  Con  esto  será  fácil  hallar 
la  expresión  de  la  tangente  y  cotangente  de  dicho  án^ 
guio. 

809  En  todo  triángulo  rectángulo  ,  el  seno  total  es 
dl'Coseno  del  uno  de  los  lados ,  como  el  coseno  del  otro  la-^ 
do  es  al  coseno  de  la  bypotenusa  ;.  esto  es  ^  R  :  eos  AB  :: 
eos  AC  :  eos  BC. 

810  El  radio  es  al  seno  de  un  ángulo  ,  como  el  con- 
seno del  lado  adyacente  es  al  coseno  del  otro  ángulo  i  es- 
to es^  R :  sen  B ::  eos  h& :  eos  Q  ^  ó^i  senC  i:  eos  AC: 
eos  B¿ 

'811  El  radio  es  al  seno  dé  un^lado ,  como  la  tangen* 
fe  del  ángulo  adyacente  á  dicho  lado  es  á  la  tangente  deí 
6tro  lado^  6  R : senAB::tang B  itang  AC;  ó  KisenAC :: 
tangC :  tang  AB. 

819     Elradfp  es  á  la  cotangente  .de  un  ángulo  ,  co^ 

mo  la  cotangente  ^  del  otro  ángulo  es  al  coseno  de  la 

-  -'^  •  '     ^ 
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ijfpotenosa ;  ó  ^  lo  que  viene  á  ser  lo  tnismo  ,  el  ra-  p^g- 
dio  es.  al  coseno  de  la  bypotenusa  ^  como  la  tangente  de 
un  ángulo  es  á  la  cotangente  del  otro  ángulo  i  quiero  de- 
cir que  R:cQtB::cot Cieos  BC,<JR:  cosBCiztangBz 
cot  C  ::  tang  C:  coiB. 

813  De  lo-dicho  (708)  inferiremos  que  si  dos  triin- 
gulos  esféricos  ^i?C ,  ABD  ambos  rectángulos  en^  12^ 
Uivier&n  un  lado  ^5  cofñun ,  las  tangentes  át  ks  liy- 
potenusas  estarán  en  razón  inversa  de  los  cosenos  de 

los  ángulos  adyacentes  al  lado  común. 

Porque  ,  de  la  proposición  citada  se  sigue  que  R  : 
eos  CjÜB  ::  tang  CAi  tang  AB  ,  y  ü  :  eos  BAD  :• 
tang  Z).í^  f  tang -/£ff.  Multiplicando  los  extremos  y 
medios  de  las  dos  proporciones^  sacaremos  eos  CjíB  [ 
X  tang  CA  :=iR%  tang  AB  =  eos  BAD  x  tang  DA; 
luego  tang  CA :  tang  DA ::  eos  BAD  :  eos  CAB. 

814  De  lo  probado  (709)  se  deduce  ,  que  si  dos 
triángulos  esféricos  rectángulos  tuvieren  un  lado  co« 
cnua  ,  los  cosenos  de  sus  hyp^enusas  serán  como  los 
cosenos  de  los  lados  no'eomunes. 

Porque,  en  virtud  de  la  proposición  citada  será. 
R :  cós  AB ::  eos  BC :  cos^C,  yR:  eos  AB  r.  eos  BD 
?  eos  AD:  Luego  eos  BC :  eos  BD ::  eos  AC :  eos  ADj^ 
;  '815^ ''  De  lo  dicho  (710)  inferiremos  que  si  dos  trián- 
gulos esféricos  rectángulos  tuviesen  un  lado  conounjlos 
cosenos  de  los  ángulos  opuestos  á  dicho  lado  serán  co- 
mo los,  senos  de  los  ángulos  adyacentes. 

Porque ,  en  virtud  de  la  proposición  citada  tendre- 
mos R  :  sen  CAB ::  eos  .>#fií :  eos  C ,  y  Ri  sen  BAD 
n  co%AB  :  cbs  D  ,  ó  seo  CAB  :  eos  C  ::  R:  eos  AB 
u  sen  BAD  :  eos  D ^y  por  consiguiente  eos  C  :  eos  D 
u  sen  CAB  :  sen  BAD. 

8x6  De  lo  probado  (711)  se  sigue  que  quando  dos 
triángulos  rectángulos  tienen  un  lado  común,  los  senos 
de  los  lados  no  coniunes.  serán  recíprocam^e  cc»no 

la$  tangentes  át  los  ángulos  4e  lósr  ladosl     ^  ^  t 

Por- 
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Fig*  .  Porque  ^  de  la  proposición  citada  sacaremos  R  i 
sen  CB  :r  tang  C :  tang  j4B^  y  ü  :  sen  BD ::  tang  D  t 

129.  tang  ^B.  Luego  sen  CB  x  tang  Czz  Rx  tang  ^5  = 
sen  BD  x  tang  D,  y  por  consiguiente  sen  CB:sen  BD 
::  tang  D  :  tang  C. 

817    De  la  probado  (707  y  711)  se  infiere  que 

1^9*  sí  dos  triángulos  esféricos  ^BC  ,  3DC  rectángulos.  ^ 
primero  en  JS ,  y  el  otro  en  Z>  ,  tíenen.uiii  ángulo  co« 
mun  C 

i.^  Los  senos,  de  sus  hypotenusas  serán  como  los 
senos  de  los  lados  opuestos  al  ángulo  común ;  porque 
de  lo  dicho  (707):  sacáremos  R  :  sen  ACiiscn  C: 
sen  u4B^  ó  R :  sen  C ::  sen  ^C :  sen  AB^  y  R :  sen  CB' 
íi  sen  C  :  sen  BD^  ó  R:  stnC  ::  sen  CB  :  sen  BDj 
Luego  sen  y4C :  sen  CB ::  sen  j4B  :  sen  jBD. 

2.^  Las  tangentes  de  los  lados  opuestos  al  ángulo 
coQfiun  serán  como  los  senos  de  los  lados  adyaceqtes  al 
ángulo  común.  Porque  de  lo  dicho  (711)  resulta  que 
R  í  sen  BC ::  tang  C:  tang  j4B^  y  firsen  Z>C::tangC: 
tang  BD;  de  donde  será  ¿cil  sacar  tat^  AB:  tsiug BD 
ú  sen  BC:  sen  DC. 

818.  Por  medio  de  las  proposiciones  sentadas  se 
resileliren  todos  los  casos  posibles  de  los  triángulos: 
esféricos  rectángulos ,  conforme  lo  manifiesta  la  tabla 
adjunta. 

Resolución  de  ¡os  triángulos  esféricos  obliquángulos» 

819  Quando  las  tres  partes  de  un  triángulo  esfé'* 
cico  están  colocadas  de  manera  que  dos  de  ellas  tocan: 
ihmedíatamepte  la  tercera  >  ó  no  están  separadas  de 
ella  sino  por  el  ángulo  recto  ,  dichas  dos  partes  se 
Maman  iufyacentes  á  la  tercera  que  llamaremos  parte 
media. 

S20  Quando  las  tres  partes  de  un  triángulo  rec« 
tángulo  están  depuestas  de  .tal  modo  que  entre  una 

de 


casos  posibles  de  los  triángulos 
9í  (  7 1 8  ) . 


44(f 


I 


Cotos  en  que  h  que  te 
busca  no  Uega  <f  90  '. 


7  J 
8) 

!>  ) 


}S\  los  datos   son    de  una 
misma  especie. 


•} 


Lo  mismo.- 

Si  el  lado  dado  ao  llega 
á9oo. 


7  ) 
t   ) 


Dudoso. 
Dudoso, 
Dudoso. 


) 

;.  dado   (  710  ) 
LUg.  dado  (  7ii)« 


'  Si  los    datos   son  de  una 

misma  especie. 
"Si  el  lado  dado  es  menor 

que  90^. 

Si  el   ángulo    dado  fuere 
,  menor  que  900. 


ado  (  708  ) f  Si  el  áng.dado  fuere  agudo. 

/  -Q-  X  Jsi  los  datos  fiíeren  de  una 

V  707   ;••...  '^misHja  especie. 

i  \ ,  .  .  ,Xsi  la  hypotenusa  fuere  me- 

l  ñor  que  90<>. 


■       ,  ^^^  ^  f  Si  ios  dato&  fuesen  de  una 

P«   (  709  ) ^misma  especie. 

•711  ) XSi  el  lado   opuesto  fuere 

\agudo. 


fueren  de  una 


opuesto  fuere 


U-I 
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de  las  tres ,  que  miraremos  como  parte  medía  ,  y  cada  Fig,' 
una  de  las  otras  dos  haya  siempre  otra  parte  del  mis- 
mo triángulo ;  dichas  dos  partes  se  llaman  partes  sepa^ 
radaSf  Consideramos  el  ángulo,  recto  como  que  no  se«- 
para  las  partes  entre  las  quales  estiu 

Si  en  el  triángulo  i?^  rectángulo  en  A  128. 

Las  Dar  f  ^^  Las  ad-í  "^^  y  ^  (  ^Cy  C 

Laspar^  ^C  ^^^ ^*  1  AByC        Y  las |  BCyB 

sen,.     ¿^     raa       l^CyBC  ÍAByB 

821  Es  evidente  que  si  MDA  fuere  el  suplemento  131. 
de  BM ,  el  seno  ME  de  la  mitad  de  MDA  será  igual 

á  CF  coseno  de  la  mitad  BG  del  arco  BM. 

822  En  todo  triángido  esférico  BAC  ,  los  senos  di 
¡os  ángulos  tienen  unos  con  otros  la  misma  razón  que  los 
senos  de  los  lados  opuestos.  132. 

Baxemos  ,  para. probarlo,  desde  un  ángulo  quál*^ 
qálera  yf  del  triángulo  esférico  BAC  el  arco  AD  pert- 
pendicular  á  la  base  BC.  Será ,  pues ,  y  por  lo  dicho 
&  :  sen  AB :  sen  iS:  sen  AD^  y  R :  sen  AC ::  sen  C  i 
ztxxAD.  De  aquí  sacaremos  sen  ABy.  sen  B  —  sen  AQ^ 
xsenC^lotque  da  esta  proporción  senjff:senC:: 
sen  AC :  sen  AB.  " 

I.**  A  los  ángulos  BAD  ,  CAD  que  fornian:  los 
lados  AB ,  -^Cdel  ángulo  BAC  con  la  perpendicular. 
ios  llamaremos  segmentos  del  ángulo  vertical ,  ora  caiga 
)a  perpendicular  dentro ,  ora  caiga  fuera  del  triángula 
BAC:     >  •  •  .  -<i 

a,^  Llieimarémos  segmentos  de^  la  ¿iw^  las  partes 
JBD  y  DC  del  lado  BC  que  están  entre  los  puntos 
J5  y  C  5  y  el  punto  D  donde  la  perpendicular  AD  en- 
éuentra  dicho  laido ,  esté  prolongada  ó  no  la  expresada 
base*  ■  .      jy  ,        .    .       ..'.;.•. 

3' 
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Fig.  3-^  Si  consideramos  los  segmentos  BAD  ,  CjíD 
del  ángulo jSyfC ,  los-  lados  ^B ,  ^C  de  dicho  ángulo 
152.  se  llamarán  partes  adyacentes ,  porque  lo  son  con  efisc- 
10.  Los  ángulos  j9  y  C  de  la  base  BC.  serán  las  partes 
separadas  ,  porque  entre  dichos  ángulos  y  los  segmen- 
tos median  los  lados  BjÍ  y  C^. 

4.®  Si  consideramos  los  segmentos  BD  y  CD  de  la 
base ,  los  ángulos  B  y  C  serán  las  partes  adyacentes, 
y  los  lados  B^y  CA  setkn  las  partes  separadas  ,  res- 
ffecto  de  los  mismos  segmentos  de  la  base. 

823    Si  desde  un  ángulo  qualqdiera  yf  de  un  trián- 
gulo esférico  BAC  baxamos  una  perpendicular  AD  al 
lado  BC  9  prolongado ,  si  fuere  menester ;  siempre  se 
;    yedfícará: 

i.^.  j^e  habrá  la  misma  razón  entre  los  senos  de  Jw 
segmentos  del  ángulo ,  que  entré  los  cosenos  de  ías  par^ 
tes  separadas  i  quiero  decir  ,  que  sen  BAD  :  sen  C AD 
:: eos  Til  eos C 

Porque  el  triángulo  rectángulo  BDA  dará  (710) 
jR!:.cos  AD  ::  sen  BAD  :  eos  ¿>  y  el  triángulo  rec- 
tángulo CDA  dará  también  R  :  eos  AD  ::  sen  CAD  : 
eos  C;  luego  sen  BAD :  sen  CAD  v.  eos  B :  eos  C. 

2«^  Habrá  entre  los  cosenos  de  los  segmentos  la 
misma  razón  que  entre  las  cotangentes  de  las  partes 
a4^centet  ^  quiero  decir  >  que  eos  BAD  :  eos  CAD  :: 
cot  AB :  cot  AC.  .    , 

Porque  será  (^^oS)  R  :  eos  BAD  ::  tang  BA  : 

taag  ^D  ::  ¿5^  :  ^^  ( I.  r  i5^  )  -  cot  AD 
:  cotBA  (1.8$) }  luego  R  :  eos  BAD  ::  cot  AD,\ 
cot  BA.  Del  mismo  modo  probaríamos  que  Rz 
eos  CAD:  cotAD  s  cot  CA.  Luego  R  :  cot  AD  :: 
eos  BAD :  cot  BA^  y  7? :  cot  AD::  cosCAD :  cot  C/4 
Luego  pos  BAD  :  eos  CAD ::  cot  ^J5 :  cot  AC. 

,  3.^  i^^j^  una  misma  razón  entre  Jos  senos,  de  los 
segmentos  de  la  base  ^  que  entre  las  cotangentef  d^ 

las 
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¡as  partes  adyacentes ;  quiero  decir ,  que  sen  BD  : 
sen  CD  ::  cot  B  :  cot  C. 

Porque  el  triángulo  BDA  dará  (71 1)  R  i  sen  BD 

::  tangZ? :  tang  WD  ::  j^^  :  ^^i.coíAD  :  cot5; 
y  del  triángulo  CDA  inferiríamos  también  R :  sen  CD 
:;  coc  AD  :  cot  C;  luego  ya  que  son  unos  mismos 
Ibs  antecedentes  en  ambas  proporciones,  será  sen  BD: 
ten  CD  ::  cot  B :  cot  C. 

4.°  //iiy  /a  m/Vf»a  razón  entre  los  cosenos  de  los 
tegmentos  de  la  base^  que  entre  los  cosenos  de  las  par'* 
fes  separadas  i  quiero  decir  ,  que  eos  BD  :  eos  Cü  :: 
íos  Atí:  eos  AC. 

Porque  en  el  triángulo  BAD  tenemos  ( 709 ) 
R  :  cosBD  ::  cosAD  :  co^BA.  Y  por  lo  inismu  tam- 
bién tendremos  en  el  triángulo  CDA^  R  :  eos  CD  :: 
eos  AD :  eos  yfC;  luego  finalmente  oos  BD  :  eos  CD 
::  eos  BA :  eos  AC. 

824  Sea  BAC  un  triángulo  esférico  qualquícra 
estando  uno  de  sus  lados  AB  en  la  circunferencia  de 
i»a  círculo  máximo  ABRFar;  vamos  á  enseñar  cq^ 
mo  se  puede  trazar  en  el  plano  del  expresado  círcu- 
lo máximo  la  proyección  ortográfica  del  triángulo 
ACB ;  esto  es  ,  la  figura  que  resulta  de  Iks  lineas 
tiradas  desde  los  puntos  de  los  lados  del  triángulo 
ABC  perpendicularmente  al  plano  ABRar. 

Desde  ios  extremos  A^  B  del  arco  AB  tírense  al 
centro  G  los  radios  GA  y  GB.  Por  el  mismo  centro 
G  9  que  lo  es  también  de  la  esfera ,  concibamos  que 
pase  un  plano  ó  círculo  máximo  rDRO  perpendicular 
di  plano  Ahar^  cuya  coman  sección  Rr  con  el  plano 
del  mismo  círculo  sea  perpendicular-al  radio  GA  j  fi- 
calmence  prolongúese  el  arco  AC  hasta  que  encuentra 
la  circunfererfcia  tDRo  en  un  pumo  D,  desde  el  qual 
se  tirará  también  el  centro  G  la  linea  DG  »  y  la  li« 
Dea  Dd  perpendicular  al  diámetro  Rr. 

Tom.lI.  Ff  f:s- 
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Esto  presupuesto  ,  es  evidente  (r¿Q9)  <lue  el  áti- 
guio  DGR  es  el  mismo  que  el  ánguío  5^C  for- 
mado del  concurso  de  los  planos  BÁG  ^  CAGi  por 
ser  ambas  lineas  DG ,  KG  perpendiculares  á  la  in- 
tersección común  AGy  y  el  ángulo  DGr  es  igual 
ti  suplemento  del  mismo  ángulo  BAC.  Es  también 
patente  que  si  por  el  punto  C  tiramos  una  linea  Ce 
perpendicular  al  mismo  plano  ARar  ,  el  punto  t 
itri  la  proyección  del  ángulo  C;  y  si  por  la  linea 
Cr  hacemos  que  pase  un  plano  /CZ  paralelo  al  p!a« 
no  rDRo ,  la  intersección  IL  de  este  circulo  me* 
ñor ,  y  del  círculo  máximo  ARar  será  también  per- 
ptííidicular  al  radio  AG^  y  determinará  los  arcos  ALj 
Al  iguales  al  arco  AC  ^  y  la  proyección  del  punco  C 
estará  en  uno  de  los  puntos  de  dicha  linea.  También 
estará  por  la  misma  raeon  en  una  linea  Ff  inter- 
sección del  círculo  máximo  ARar ,  y  de  un  círculo 
menor  fCF  perpendicular  al  plano  del  mismo  círcu- 
lo miximo ,  cuya  linea  Ff  también  sei^á  perpendi- 
cular al  radio  ÉG ,  y  determinará  los  arcos  BF^  Bf^ 
ambos  iguales  al  arco  BC.  Esto  manifiesta  como  se 
puede  determinar  en  un  instante  la  proyección  del 
ángulo  C  por  medio  de  la  intersección  común  de 
las  lineas  Z/ ,  Í^  en  el  plano  del  círculo  ARar^  siea- 
flo  conocidos  los  tres  lados  del  triángulo  ABC. 

2^S  De  lo  que  acabamos  de  probar  se  sigue, 
que  por  ser  semejantes  los  triángulos  rectángulos 
DdG  yCcH ^  pues  son  paralelas  unas  con  otras  res- 
pectivamente las  lineas  que  los  forman  ,  será  DG  : 
CH\  ó  rG  ilH::dG:cHi  esto  es,  Rrsen^C:: 
co^  BAO  :  cH ;  y  como  sacaríamos  la  misma  pro- 
porción para  óada  uno  de  los  puntos  proyectados 
del  arco  AC  ^  se  deduce  que  la  proyección  de  di- 
cho arco  en  el  plano  del  círculo  ARar  es  (293)  ufia 
elipse ,  cuyo  semiexe  mayor'  es  AG ,  y  DG  el  se- 
miexe  meuor; 

Lúe- 


DE  TRIGONOM.  ESFÉRICA.         451 

826  Luego  la  proyección  ortográfica  Ue  un  drcu* 
lo  «qualquieici  ei$  una  t^lipse  ,  6  una  porción  de  elip- 
se y  cuyo  semiexe  mayor  es  igual  al  seno  total ,  y 
el  semiexe  menor  es  igual  al  coseno  del  ángulo  que 
forman  uno  con  otro  el  plano  donde  está  el  circu- 
lo,  y  el  plano  donde  se  ha  de  trazar  su  proyección 
ortográHca.  Todo  esto  sentado  ,  digo  que 

827  En  todo  triáhguh  esférico  BAC  siempre  se 
verificará  esta  propgrcion*  El  producto  de  los  senos 
4e  los  lados  AB ,  AC  de  un  ángulo  qualquiera  BAC^ 
es  al  producto  de  los  senos  de  las  diferencias  que 
van  de  cada  uno  de  dichos  lados  á  la  semisuma  de 
los  tres  lados  j  como  el  quadrado  del  radio  es  al  quor 
draiMO  del  seno  de  la  mitad  del  ángulo '^  esto  es,  ien  Ap 

y.  sjn  AC  :  sen(^^:^S.±^  -  AC)  x  ^en  (^^"^-^^^^^ 
— AB) ::  R^ :  sen^^BAC). 

Antes  que  probemos  esta  proposición,  se  nos  ha- 
ce preciso  considerar ,  que  si  en  el  plano  del  círcu- 
lo ABRa  tomamos  al  uno  y  otro  lado  del  punto  A 
los  arcos  AL^  Al  cada  uno  igual  al  arco  AC  ^  y 
también  al  uno  y  otro  lado  del  punto  B  los  arcos 
BFy  Bf  cada  uno  igual  al  arco  BC ,  y  tiramos  las 
cuerdas  Ll  ^  Ef  respectivamente  perpendiculares  á 
los  radios  GA ,  GB  j  la  intersección  C  de  estas  dos 
cuerdas^  será  (724)  la  proyección  del  ángulo  C 
del  triángulo  BAC.  De  la  misma  construcción  re- 
sultará igualmente  que  BLzzAC  —  AB  ^  y  Bl  zz 
AC^AB.  También  será  LFzz  BF—  BL  -  Bp—^ 
AC-^AB;  lf-Bl^Br=AB-^AC^BC,yLf=í 
Bf-^BL  —  BC^AC  —  AB.  A  mas  de  esto,  ha- 
gamos (725)  esta  proporción  Hl  :  CH  ::  Gr  :  Gd; 
6  lo  que  es  lo  mismo,  tómese  en  la  Gr  una  parte 
Gd  quarta  proporcional  á  las  tres  lineas  ///,  CH  y  Gr^ 
cuya  linea  será  el  coseno  del  ángulo  BAC.  Por  con- 
siguiente si  en  el  plinto  d  levantamos  una  recta  Dd 

Ff  3  per- 
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perpendicular  al  radio  Gr  ,  está  será  el  seno  del  án- 
gulo RGD  que  será .  igual  al  ángulo  B^C ,  y  le 
determinará.  Finalmente ,  tírense  desde  el  punto  D 
á  los  extremos  del  diámetro  Rr  las  cuerdas  DRj 
Dr  i  báxense  á  esta  cuerda  desde  el  centro  G  las 
perpendiculares  GS  ^  Gs  i  y  desde  los  puntos  S  ^  s 
Jas  perpendiculares  SP^^  su  al  diámetro  Rr  j  en  vir- 
tud de  todo  esto  será  patentemente  RS  el  seno  de 
la  mitad  del  ángulo  BACi  y  ^s  será  el  seno  de  la 
mitad  del  suplemento  del  ángulo  BAC  ^  ó  el  cose- 
no de  la  mitad  de  dicho  ángulo  (721). 

Todo  esto  sentado  ,  es  constante  desde  luego  que 
por  haber  entre  los  senos  de  los  ángulos  de  un  trián- 
gulo cectilineo  la  misma  razón  que  entre  los  la:^ 
-dos  (I.730>  serán  también-  los  senos  de  los  ángu- 
los del  triángulo  rectilíneo  CLF  como  las  mitades 
de  los  lados  y  pues  hay  entre  las  mitades  la  mis- 
ma razón  que  entre  los  todos.  Es  también  constan- 
te que  el  ángulo  LCF  es  igual  al  ángulo  -^íGjB 
por  lo  dicho  (1. 4 18),  y  por  los  valores  sacados 
poco  ha  de  los  lados  LF  y  If.  Por  consiguiente 
tendremos  esta  proporción  sen  C  6  sen  AB  :  sen  F 
::  fZF:  iCL.  De  .la  proporción  que  hay  entre  las 
lineas  GR^HL^Gd^  CH  sacaremos  HL  :  GR ::  CH 
:Gd;  ó  HL:  CH ::  GR  :  Gd i  luego  (I.158)  HL  z 
CH-^HL  ::  GR:  Gd-i^^R  í  esto  ts^HL:  GR  ::  CLz 
dR  ::  iCL  :  idR  zz  f^R  ;  porque  en .  los  triángulos 
semejantes  RDd  ,  RSP^^  siendo  RS  la  mitad  de 
^RDj  será  RJ^la  mitad  de  Rd.  Y  por  estar  las  lincas 
G/2,  RS  y  RJ^en  proporción  continua  (1. 522  3.**), 
tendremos  (I.210)  GR:  RV  ::  {GRf  :  {RSf  i  son, 
pues ,  las  tres  proporciones  qué  hemos  sacado 
s^nAB  :  senF::  iLF  :  }CZ, 

HL  :     GR  ::  iCL    :  J^R, 

GR  :    VR  ::  {GRY  :  (,RS)\ 
multiplicándolas    ordenadamente  ,    y    borrando    las 

can- 
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jcantidades  comunes  á  ios  antecedentes  y  á  los  con- 
secuentes ,    resultaifá   SQaABxHL  :  sen  F^f^R  :: 

,iLFx {GRf  :  Í^R x {RS)%  ó  se«^5'x  HL  :  senF 
X  íLF  u  (GR)^  :  {RS]I..  y  como.  HL  =  sen  ^C,  sen  F 
=  iXx//=:  sen  (^^•^^^-  "^j  =  sen  (íüiii^zt::^» 

—  ^5)  ,    y     ^LF  =  (  1.704  )  sen  ^LRF  =z 

4en  ('írtálxiíf)  —  ^en  {í£=í:i?±íí£-^c).  Luego 

íi  ¡substituimos  cstgfejvalores^,  la  última  proporción 

se  transformará  en  stn  Wb  x  sen  -^4^(7:  sen  (^-t-^í±££ 

.-^ff)  X senf^^:^'^^-^  -yfC):ril':  sen*  ^BAC. 

828  Suponiendo  la  misma  construcción  que  ^n 
ía  ú:i;im>  proposición;  ,nimbien'sé  verificará  en  todo 
trianguló  e^Téricó  5-.^  la  siguiente  analogía. 

A7  producto   de  los  senos  de  los  lados  AB,  AC 

Je  un  ángulo  quül^uiera  ^  es  al  producto  del  seno  de 

la  semisuma  de  los  dos^  lados  y  del  lado  opuesto  por 

'^el  seno  de  la  stmidifereñciá  que  va  4e  dichos  dos  la-' 

'^4ós  üt  tercef^o^  como  el  quadrado  del  radio  es  al  qua-^ 

\drado  del'  cosertó  de  la  mitad  del  ángulo  que  forman^ 

quiero  decir,  que  senhSí x  senkQ :  j'g/^^^^'^yr't:^^) 

X  sen \^^^^^^S>^-  IC  :  eos*  \BAC. 

Porqu/C'  en  ^\  triángulo  Clf  los  senos  de  los  án- 
gulos tienen  unos  con  otros  la  misma  razón  que  las 
mitades  de  los  lados  ¿puestos ;  pero  es  evidente  que 
el  ángulo  en  T**  tiene  por  medida  ( I.413)  la  mitad 
del  arco  FDl^  suplemento  de  la  mitad  del  arco  FAl 
"igual  á  lif  mitad  de  la  suma  de  los  tres  lados  AC^ 
j  AB  i  Bpt  El  ^fco//^  según  probamos  poco  ha  (727) 
.zzlAG-^tAB—BC^   y  por  consiguiente  la  mitad   de 
su  cuerda  será  el  seno  de  la  mitad  de  dicho  arco. 
Sentado  ésto,  una  vez  que  hay   entre   los  senos  la 
misrna  razón. que  entre  los  lados  opuestos  j   y  que 
Tom.!!.  Ff3  sien- 
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siendo  el  ángulo  ICf-z:  LCF  ^  será  también  igual  al 
ángulo  yíGB  ^  por  lo  probado  poco  ha  (72^),  ten- 
dremos ^en  AS  :  itnfxi  4l/^:  iCíi  por  construcción 
HL  :  Gr  v/\Cl  :  i^irna'-,  y  por  estar  {I.522  ,  3.*) 
en  proporción  continua  las  lineas  Gr^rx/rw  ,  será 
Gr  i  ur  2:  (Gr)^  :  {rsf  (L210)  .Luego  multiplicando 
ordenadamente  los  términos  de  estas  tres  propor- 
cione^  ,  sacaremos  stnABiiHi'i^tnf::  ilfx  {Gr)H 
{rs)\  ó  sen  ^5  X  Hli  sen/x  *// ::  {Gr)\ :  {rsY  i  y 
substituyendo  los  valores  de  cada  linea  sacaremos 
finalmente  sen  .4B  x  sea  AC  :  sen  ('Í^±l^:±^')  x 
sen  (^±ir^^^^) ;:  R* :  eos'  i  BAC.  Es  muy  fácil 
de  probar  que  (rsY=  cos^  i  BAC  y  porque  se  viene 
á  los  oJQ^  qyx<rs±iSp=GSt:z\:osR(jS±QósiRGD 
zzco%iBAC     '    V    .  ^ 

829  Sigúese  de  16  probado  (727  y  729 )  que 
si  llamamos  ^'la  suma  de  los  tres  lados  j  a^  ¿Hado 
opuesto  al  ángulo  que  se  pide  j  k  y  f  respectiva- 
mente ,  los  dos  lados  que  forman  dichp  ángulo  será 

sen  4  ángulo  = ;^ » 

V[stn  b  X  sen  b) 

sen  ^  ángulo  = = — . ; ■ — ^ 

V'ísen^K  sen<rj  ■ 

ri/[sen  j.  x  sen  (jx-^^)]  ,^_  ^ 

•^ ■  9  porque  —  —  íí 

v/^sen¿  X  sení^j 

830  Quando  los  dos  lados  que  foírtifín  el,  ángulo 
que  se  pide  son  iguales,  bz:  c^^^  VCttAB.  En- 
tonces |i-— ¿  :=.'^:=:z  ^-^  —  ^Z?  =  \BC, 
y    |j— ¿^  r:  ^j— ¿r  j  por  consiguiente  v/[]sefl  (l-J'— ^) 
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•msék  (f  f  — ^r)J  =3  stü  ^BC  j  y  «eo  ^  -ángulo  =c 
>  X  sen  \BC 

sen  b 

£n  el  mismo  supuesto  será 

.  fVsen  (*-4-|ii)  K  sen(¿— ^tf) 

..eos  ^  ángulo  =: r— ^-^ — . .  , 

sen  b 

831     De  un  triángulo  esférico  qualquiera  jfíBC^ 
cuyos  tres  ángulos  SQn  conocidos  siempre ,  Sacaremos 
]U  siguiente  analogía/. 

lEl  producto  de  los  senos  de  Jes  ángulos  adyacentes 
'á  un  lado  ^  es  al  producto  de  los  cosenos  de  las  di/eren'^ 
dc^  que  ¿ay  entre  cada  uno  de  dichos  ángulos  y  la  ser 
fnisuma  de  los  tres  ángulos  ^  como  el  quadrado  del  ra-- 
dio  es  ül  quadrado  del  coseno  de  la  mitad  del  lado 
que  se  busca  ^  quiero  decir  ^  que  sen  B  x  sen  C  : 

W  íBC. 

Y  también  sacaremos  estotra  analogía. 

El  producto  de  los  senos  de  los  ángulos  adyacen^ 
fes  á  un  lado 'es  al  producto  del  coseno  de  la  semisuma 
de  dichos  dos  ángulos  y  del  tercero  ^  por  el  coseno  de 
la  semidiferencia  que  va  de  dichos  dos  ángulos  al 
tercero  i  como  el  quadrado  del  radio  es  al  quadrado 
del  seno ^de  la  mitad  del  lado  que.  se  busca  i  quiero 
decir ^  que  sen  B  x  í^«  C  :  eos  1  —  j±:^  j  x  cos\^^^—^ 

i.  K'  \  ien' iSC. 

Porque  en  el  triángulo  suplementario  DEF  se 
verificará  (j  2  ?^)  sen  FU  x  sen  EF :  sen  (^!Llí!íl£¿ 

^DF)  X  sen  (^IíI^-Fe)  ::  R' ;  sen'  ^  DFB. 
Pero  los  arco^Fl?,  FE  son  (704)  los  suple- 

Fi  4  ^len- 
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4neQta$  de  vlos.  ángulpi  B^y  C  áú  txiángufo\  S>/4€; 
serán  por  consiguiente  (L711)  sus  senos  los  .mismos 
•que  los  del  ángulo  B  y  C.  Y  como  el  seno  de  lá 
mitad  del  suplemento  de  un  ángulo  ó  de  un  arco 
es  (721)  igual  al  coseno  de  la  mitad  de  dicho  ar- 
co ó  ángulo,  con  executar  en  el  segundo  término 
las  Substituciones  correspondientes  ^  se  transformará 
en  eos  {:^*i— i?)  X  cos(^=í^^-^Ü).  Final- 
mente y  por  ser  el  ángulo  DFR  suplemento  del  la- 
do BC^  su  mitad  será  el  complemento  de  la  mitad 
de  dicho  lado ,  y  su  seno  será  el  coseno  de  la  m^* 
tad  del  lado  BC.  Lpego  la  píoporcion  antecedente 
,se  transformará  en  estotra  sen  B  x  sen  C  : 
cos(^^=i=^-5)  xcos(^^-^~C) :: R'i  cos^  \BC. 
2.*^  En  el  mismo  triángulo  DEF  se  verificará  por 
lo  dicho  (jr  2  8)  sen  FD  x  sen  FE :  sen  (Etí:ft!::Fl^ 

X  sen(^^:±-^^ri£^) ::  A"  :  eos"  ^DFE^,  y  si  execu- 
tamos  en  esta  proporción  las  mismas  substituciones 
que  en  ía  antecedente  >  se  transformará  en  istotra  sen  fi 
X  sen C :  eos  (^^)  x  eos  (^i~ ) ::  A* :  sen^iBC. 
vg32  Luego  st  llamamos  s  la  suma  de  los  tres 
ángulos  de  un  triángulo  ;  a^  b^  c  los  tres  ánguloi; 
suponiendo  que  los  ángulos  h  ^  c  son  adyacentes  sd 
lado  que  se  busca  ,  tendremos  las  siguientes  fórmulas» 

.    .         rVrcosi^xcosrij — a)] 

Sen  I  lado  =  — í= — ''^— ^^ — ^^ 

t/(sen  ^  X  sea^)     .   ^  > 

rv/[cos(|j — ¿)x  cos(^x;~^)J 
1/(8611  b  X  sen  c) 


y  eos  ^  lado  == 
tang  I  lado  = 


rV  [^cos  \s  >,  eos  (|j — ¿)] 
V  ^os^^s-^b)  X  eos  (¿^ST—cj^ 


Si 


4Sr 


s  obliquángulos  (733). 


iel  ángulo  ó  del  lado  dividido  con  la  perpendicular. 


los  lados  opuestos  (  712  )  • 

'ang  lado  dado  (  707  )  • 
al  lado  dado  ,      . 

SdSTidS-^^*^"-^-')- 

^ady.    (  712  ). 

X  eos  áng.  op.  al  lado  dado 

ng.  ady.  al  lado  dado 


(  7*3    i.^  ). 


t 


ng.  op.   (  722  ). 

s  lad.  ady.    (  712  )  . 

KUngUáo  dado  ady.  al  áng.  dado 

ng  lada  op.  al  áng.  da3b      *~  '  ^*'   ^  * 

c  tang  lado  ady.  á  dicho  áng.  {  707  ) . 

r  eos  lado  Op.  al  áng.  dado 

lo  ady.  al  áng.  dado 


cng  lado  op.  al  áng.  dado  (  707  ) . 

segro.        - 

híídidS-     <71J   J.o). 

5  X  tang  lado  no  divid.  (    707  ) . 

r  II  segm.      . 

rdiTíd^  (  7234.0 ). 


( 723  4.0 ). 


«^áng.  op.  al  lad.  ped.  (711  )  , 


t,tattg 

n.  áng.  divid.     , 

^r  ang.  dado  no  divid.  {  712  )  , 
I  segm.    ^ 


V(sen  Axsen  c) 


lido. 


4Sr 


s  obliquángulos  (733). 


iel  ángulo  ó  del  lado  dividido  con  la  perpendicular. 


^  los  lados  opuestos  (  712  ) . 

r  lado  dado 
lado  dado 


ang  lado  dado  (  707  )  • 
alia/     ■   ' 


(  745  n.'^.o  ). 


ado  dado 

J.ady.    (  712  ). 

X  eos  áng.  op.  al  lado  dado 

ng.  ady.  al  lado  dado 


( m 


íng.op.   (  722  ). 

jílad.  ady.    (712  ). 

r  lado  dado  ady.  al  áne:.  dado 


73^  lado  op.  al  áng,  dado      *""  '  ^'^   '  ' 

( Maulado  ady.  á  dicho  áng.  (  707  ). 
r  eos  lado  op.  al  áng.  dado 
Jo  ady.  aTáirg."dSd¿ (   723   4.0   ). 


\cng  lado  op.  al  áng.  dado  (  707  ) . 
segro.        , 

O  X  tang  lado  no  divid.  (    707  )  . 
t  II  segm. 

rdi^íd—  (  7234.0 ). 


Kítfu^ang.  op.  al  lad.  pcd.  (  712  ) 
.  divid.     , 

-    (  711  !.<>    ). 

\f  ang.  dado  no  divid.  {  711  )  . 
Ilsegm.    ^  ' 


m.  áng. 
noáñgT 


s^  áng.  =  IÍLyC«en|xx^s£n^^_^ 
V(sen  B  X  sen  c) 


(  719)- 


Üdo. 


, ' 


BE  TRIGONC(l(t;^^FERICA.        457 

lacaríamos  de  lo  probado  en  la  primera  parte  de  la 
proposición  (730)  seni'fi'^í  Soá?  |C/  ::  R*  :  cos*i5Q 

y  sacando  las  ]:a^ces  cosí i?C=: tí; — • 

II  ^^^    ^^^  analogías  que  resuelven  los  casos  de  la  i » 

Trigonohietifíáí^sjBéw^  ^^jg^:i^l^          ^^^.^crque^íp-  ¡ 
suelven  los  de  la  Txigo^iopietría.Plan^^  supone^,  corjs- 

tantes  jas  seis  partes  que  en  todo  triángulo  se  con-  \ 

$ideran*;  por  consiguiente  no  salen  cabales   los  i^c-*  r' 

Ipltaáos  qúahdo  alguno*  de  íos  dako»:  de  la  cuestíim  j!. 

padece  algún  incremento  ó  decremento  que  es  pre-  '[ 

tíso  llevar  éñ  i?uent4.  Lie»  fiaoJcSgt^  qua:  dati  ti   ^v^-  \ 

lor  de  estos  incren^entos  ó,  decremeotos  se  Hamto      ! 
iifjalogias  diférfncíalesy  hacen  papel  en  ía  Astrono- 
mía ,  particularmente   en  la  Astronomía  Física ,   y      ' 
déxolas  tratadas  con'  bastante  individualidad  en  'el 
Tomo  IlL  de  mi  Cursp« 


V     r,  ' 


TA- 


r^  \       .v.T.  <\;:..  \?(3j5Br>pY.:}r:: ':  '^; 


^  „  ^.  ^  ^ 


f-.-,ji^g88^gnrflOi;ja/iA  .^^b  ¿o!  cjiíi  u^i  «.^^m^hI  j.j^-x^^i 


f.'  r^b 


yaloreí  deHoi  étáúi  ie  circulo  en  partes  del  radio^ 
en  el  supuesta  de  ser  el  radío  igual  a  la  unidad. 


♦        r 
ti     «^ :  » 


-  i>=<iiOT?'4S3  íí^tíSí^  945495  ^^69^36908 
"a    '0,034906  585639  8«í>59f '538473815 

;3     o»o52359  87'?'SS9  829887  a^Zr^or^S 
,4     0,0698^3  170079  7731.83  076947631  ■ 


4^5t^  ^*^4r«  84(^184558 

r55"9'059?74  ^ i 54*144^ 
047639  603070  384658354 

340159  546366  153895261 


-S' 

o,oAr»^ 

:6 

0,104719 

r 

0,122173 

i? 

0,139626 

9 

0,157079 

10 

0,174532 

II 

0,191986 

12 

0,209439 

632679  4896^1'  923I32I69 

925199  43295r  692369077 
217719  376253  461605985 
510239  31-9549  230842892 


13  0,226892  802759  262845  000079800 

14  0,244346  095279  206140  769316708 

15  0,261799  387799  149436  538558615 

16  ©,-279252  680319  092732  307790523 


17 
18 


0,296705  972839  036028  077027431 
0,314159  265358  979323  846264338 

19  0,331612  557878  922619  615501246 

20  0,349065  850398  865915  384738154 


^(4^ _^ 

íOT?/:  .C438892J2  488458  JrS*5»é'^9®á»  ^9^ 
133H  P,4Pi4*S.  í^2?95?  6958^1»; 69ii448d^ 
.34  i  o,4i$8f9  05í04^$  63909^  ;40iéfi5j«BÍ4 

'og.'  »496389i.8f  a998<  SPí394^  ^^bgsa^ 
^óó- :ói4^9?'8g'.0ój;5T$.  sas^^ót  00645961^0 
iajr  . io)4^«338:898o38<':. 466965 .  761^ 396905^ 

.aa.^<j,48869a,  190558  412281  S3^í«334%5 

-sOTjí  >  p,sbé  1 45 '  4fi«o^8'  SUS  Sí'r  3©^%©  J^ 
250'' 'Cr,55í3s$€v7?6?9^-  29*8?^i.c{r^,DOf  ^3.1 
¿cfi  i.'o,C4ío^ci  €68111^  24Gi6i5c  <B4¿344í38  | 
«-"3»    'o»S5^5PS  3^^^8  «85464:  ^í$¿8ic46 

34  ^í^;f9'34!»?í  9iF56?'8"á>?»0(g^^ag(4a[54Í^í  • 
r3S  •-Q,ía98^5-  «3* '9*  '¿'íS36ír^<9»»^9»3r^  ! 
;36  -xo^é^esl^.-Sa/prie  95^ ^4?^ '^2^2865^7  ; 

38  '■oAA^sf^  iJlíis^w^ -845;  2,391  ja[3i,«02492  j 
Í39  -'Q,68©6í5t9^  4082^:^88 535.- íC<aqa394Óo ; 
.  40    0,695  i-^a.  T9^7^-  73?  Siaoc  769476307  ' 

.     -4r(.Qf?a^S«¥.^933V'^rKi|3^  S3fi?i3?»*S': 
<    -^4 » ; ,  ó.7^a3ft:'o% 83{r  61-8422  3079 50*  1Í3  • , 

:43  'o*?S^49^  ír^3Rr  &6^J?^".oJ^i87©áo 
44    0,767944. 48Í708J7Í.  •5<i^9i'á'^^4<5423$á8 


l^o) 

í4^3^X9?^S398  :|6§39jrv448309 -618^0846 
(46  T  098o»8^t -4559 8?:f  391605  38439?'jr64 
'4?6.:jo,8(^ó304  '2r484§?^:s 34901  }iS4í84^63 

A^:  .^«á?r§8  9409§?'r«?fií96  9*3a?'is69 

s49>ci3q85S2|  j- 3§54?f  .:<a«g49»  69o6o8475r 
C50  ;p,67o664  §23997  1647^8  4618453614 
'5)1;  \o, 8 9^1?^  91^5^(70^08084. 231083293 
'9í  .:P»992'57»  31(1037.031380  oooai9aoo 

"Saf-  P^^»S«»4:S^?S5^-9t4^rS  f^9SS6ioír 

154  ,-0,^43477. 796076  937971  .  538793015 

'^5  (-<í,9K*y93i  f  088596  88*267  308029^3 

S¿    <A9r?'384  381116-8Í4S63  077266830 


'^<,^^cr29744 

..6a,;;r,09955rí; 
^•:64    .fK"7oio 

c65:it;i34464 
;.66  i,i^?9f3|?'. 
:  67  01,^1^93^ 
;68.  M8Í^82.3. 


9^i'5i^)7jiii54. 
il586>'é«ÍS44|5o: 
551196- .59J'7Í46^ 

736n^(9«433r- 
43975^  4ftjr%3 

72127)6  37O909> 

§063^6,  ,2575!^o- 
59«8^/iqp8i.6 
-891 3$^  144"^ 


f4^5037'38 
6^57401^46 

3^497755^3 
1 54x14461 

W»Í46i369 
;69V688276 

4^^935184 

'2^1163092 

PO€i399o<ío 

769635997 
'5^.8^2Íf5 

308109733 


1 


(46i) 


er- 
ro 

T4 

rs 
ró 

rr 
78 

T9 
80 

81 

83 

83 
84 

8S 

86 

8jr 
88 

89 
90 

91 
92 


^204377  i838j'6  08740^  o?'?'34663o 

,331730  476396  osoj^oa  846583538 

,339183  768915  973999  615820446 

,256637  061435  917395  zHoSTSiZ 

,27409o  3S39SS  860591  1543.^4361 

.29Í543  646473  803886  933531169 

,308996  938995  747183  693768076 

,336450  23 í 5 15  690478  463004984 

,343903  S.2403S  633774  231341893 
,361356  816555  57?'o?'o  000478799 
,37881o  109075  530365  ^^6971 5707 
,396263  401595  463661  538952615 

,413716  6941 15  406957  308189533 

,431169  986635  350353  077426430 

,448623  279155  ,293548  846663338 

,466076  571675  236844  615900346 

,483539  864195  180140  385137153 

,500983  156715  133436  154374061 

,518436  449235  066731  933610969 

,535889  741755  010037  692847876 

.553343  034274  953333  462084784 
»570796  326794  896619  33x321692 
,588349  619314  839915  000558599 
,605703  911834  783310  769795507 


(460 

93=1,633186  3043S4  736306  5390334*5 

94  1,640609  4968^^4  669802  308269323 

95  1,658062  789394  613098  077506230 

96  i,6755>6  081914  556393  846743138 

97  1,692969  374434  499689  615980045 

98  1,71042»  666934  442985  385316953 

99  1,727875  959474  386281  I 5445386 I 
100  1,745339  351994.  339576  923690769 

120.  3,09439S,i5aaa5^  105493  308428932 

150  a,6i7993  877991  4943^5  385536153 

180  3,14» 393  653589  793238  463643383 

310  3,665191  429188  0921 I I  539750614 

340  4,iB6790  304786  390984  616857844 

370  4,713388  980384  689857  693965075 

330  5»759S86  53' 581  287603  848179536 

360  6,383185  307179  586476  935386767 


SE 


•  { 


—ié— ■-  I  — — <— i«i— p— — 

i'=:o,ooo39o  888ao8  66%'^2i   5961  §3948 

9  0,000581  5^5^6417  331443  I933D?'89Jr 

3  0,0008^2  664635  992^164  788461845 

4  0,001163  553834  663886  384615794 

5  0,001454  441043  338607  980769743 

6  0,001745  339351  994339  576933691 

7  0,003036  317460  660051  173077639 

8  0,003337  105669  335773  769331588 

9  0,003617'  9938r{^  99^494  3653^5 Sgó 
10  0,002908  883086  057315  961539485 
40  0,005817  764173  314431  933078969 
30  0,008736  646359  971647  884618454 

40  0,011635  528346  638863  «46157938 

50  0,014544  410433  »86o79  807697433 

60  0,017453  293519  9432195  76993690J8 


(464) 


i''':r:o,ooooo4 

a  0,000009 

3  0,000014 

4  0)00Q0I9 

5  0,000034 

6  0,000029 

7  0,000033 

8  0,000038 


848136 

6962?'3 
544410 

39254?' 

340684 
088820 

93695^ 
785094 


81 1095 
623190 
433286 
244381 

866573 
677665^ 
488763 


359935899 
719871798 

079807697 
439r435S<?' 

799679496 

159615395 

51955 1394 
879487193 


.9  6,0(Wi43  ^^»5*-,a^8^  239433092 

10  0,000048  481368  I 10953  599358991 

30,  0,000096  963736  331907  19871798^ 

30  0,000145  444104  333860  798076974 

40  0,000193  935473  443814  397435966 

50  0,000243  406840  554767  996794957 

60  0)00039Gr  888ao3  665721  596x53948 


FIN 
DEL  TOMO  SEGUNDO. 
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